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Couverture naturelle des risques de
mortalité et de longévite

Résumé

Mots-clés :risque systématique de longévité, risque systématique de mortalite,
risque de modeéle, modele extrapolatif de mortalité, modéle stochastique de mor-
talité, assurance en cas de déces, rente.

Le risque de longévité est le risque de voir la durée de vie humaine s’allonger
de maniére non déterministe, et celui de mortalité son contraire. Les effets de ces
deux risques systématigues ont donc des conséquences OppoSEes en assurance vie.
Notre objectif est d’analyser le fonctionnement de ce principe de couverture na-
turelle a travers des portefeuilles de rentes et d’assurances en cas de déces. Pour
cela, nous construisons un outil de simulation de la distribution empirique de la
somme totale des engagements de tels portefeuilles. Puis, nous définissons des in-
dicateurs relatifs du risque lié aux engagements pour pouvoir comparer différentes
situations de portefeuilles entre elles. Les simulations des engagements sont ob-
tenuesvia des modeles stochastiques et extrapolatifs de mortalité, calibrés sur les
données nationales francaises. lls voient également I'ajout de risques supplémen-
taires : risque d’incertitude sur les parametres des modeles de mortalité, risque
d’erreur du choix d’'un modéle de mortalité, et risque d’occurrence d’'une pandé-
mie dans I'année. Dans ce mémoire, nous concentrons notre attention sur I'étude
de la composante systématique du risque, plus intéressante que le risque global in-
cluant la part diversifiable. Les différentes analyses menées démontrent I'utilité de
cette couverture naturelle. Pour un type de portefeuille d'assurances vie, il existe a
chaque fois un ou des portefeuilles de rentes permettant de bénéficier d'un effet de
couverture maximale. Néanmoins, la détermination de ces portefeuilles optimaux
dépend fortement du choix de retenir ou non le risque de modéle.



Natural Hedging of mortality and
longevity risks

Abstract

Keywords :systematic longevity risk, systematic mortality risk, model risk, extra-
polative mortality model, stochastic mortality model, life insurance, annuity.

The longevity risk is the risk of seeing the human life expectancy lengthening
in a non-determinist way, and that of mortality its opposite. The effects of these
two systematic risks have opposite consequences in life insurance. Our aim is to
analyze the functioning of this principle of natural hedging through portfolios of
annuities and death insurances. For that purpose, we build a tool of simulation of
the empirical distribution of the aggregate sum of the liabilities of such portfolios.
Then, we define relative indicators of the risk connected to the commitments to be
able to compare various situations of portfolios between them. The simulations of
the liabilities are obtained through stochastic and extrapolative models of morta-
lity, calibrated on the French national data. Supplementary risks are also added :
risk of uncertainty on the parameters of the mortality models, risk of error in the
choice of a mortality model, and risk of occurrence of a pandemic in the year. In
this report, we concentrate our attention on the study of the systematic constituent
of the risk, more interesting than the global risk including the diversifiable part.
The various analyses demonstrate the utility of this natural hedging. For a type
of portfolio of life insurance, there are in every case one or several portfolios of
annuities allowing to benefit from an effect of maximal hedging. Nevertheless, the
determination of these optimal portfolios depends strongly on the choice to retain
or not the risk of model.



Remerciement

Je tiens a remercier 'ensemble des équipes de Secura Re pour leur accueil chaleu-
reux, et plus particulierement a I'’équipe du R & D. Enfin, ma gratitude s’adresse
bien entendu aux personnes qui m’ont suivi et aidé dans la réalisation de ce mé-
moire : Xavier, Sophie, Marc et Florent.

—iv -



Sommaire

Introduction générale

| Modélisation de la longévité et de la mortalité

1 Le contexte actuel
1.1 Tendance al'améliorationde lamortalité . . . . ... ... ..
1.2 Lesdébatsacadémiques. . . . . . .. . . ... ... ...
1.3 Méthode de prédiction privilégiée . . . . ... ... ... ...

2 Rappels de mathématiques actuarielles
2.1 Diagrammedelexis. . . . . . . . .. . i e
2.2 Notationsactuarielles . . . . .. ... ... .. ... . L.
2.3 Rentesetcapitauxdéces. . . .. .. .. ... ... ... ...

3 Présentation des modeles de mortalité
3.1 HypothesedePoisson. . . . . ... ... ... .........
3.2 Les modeéles deifeMetrics. . . . . . . . . . . ... ... .. ..

4 La couverture « naturelle »
4.1 Unerevuedelarechercheactuelle . . . ... ... ... ...
4.2 Limites et critiques de la couverture naturelle. . . . . . .. ..

Il Mise en ceuvre pratique de la couverture naturelle

1 Les mesures du risque
1.1 Definitions et propriétés des mesures derisque . . . . . . ..
1.2 Quelgues mesuresderisque. . . . . . .. ... ... ... ..

12
12
14
17

21
22
23

28
28
30

32



Sommaire

2 Geénération des tables prospectives de mortalité 39
2.1 Lesdonnéesettravauxreprs . . . . . . . . ... ... .. 40
2.2 Travauxeffectués . .. ... ... ... . .. .. ... .. ... 42

3 Analyse des engagements 46
3.1 Leshypothésesemployées. . . . ... ... ... ....... 46
3.2 Simulationdesengagements. . . . .. ... ... ... .. .. 48
3.3 Applications numériques . . . . . .. ..o e e 54

[l Analyse de I'impact de la couverture naturelle 60

1 Un premier exemple pratique 62
1.1 Méthodologie. . . . . . . . . ... 63
1.2 Risquesbasiques . . . . ... .. ... ... L. 64
1.3 Risque d’incertitude des parametres. . . . .. .. .. ... .. 68
1.4 Risquedemodéle. . ... ... ... ... ... ........ 73
1.5 Risquedepandémie. . . . .. ... .. ... ... ... 78
1.6 Synthése . .. . ... .. . . . ... e 81

2 Analyses de sensibilité 84
2.1 Sensibilité par rapport aux niveaux des prestations . . . . . . 85

2.2 Sensibilité par rapport aux nombres d’hommes et de femmes re@gers

3 Pour aller plus loin 101
3.1 Améliorationspossibles. . . . . .. .. ... ... .. ... 101
3.2 Analysessupplémentaires . . . ... .. ... ... ...... 102

Conclusion générale 104

Bibliographie 107

Annexe 110

Modele de Lee-Carter 111

—Vi—



Introduction Générale



Introduction générale

es compagnies d’assurances vie ou de gestion de rentes sont couram-
ment exposées aux risques de mortalité et de longévité. Leurs répercus-
| sions sur I'équilibre financier peuvent étre potentiellement importantes.
==, Savoir bien gérer ces risques ne date donc pas d’hier, et au fil du temps
différentes méthodes sont apparues. Ce mémoire propose de s’intéresser a l'une
d’entre elles en particulier. Son principe n’est certainement pas récent, mais son
étude nous parait faire défaut quand on regarde le hombre de parutions sur son
sujet. Il s’agit de la « couverture naturelle » entre les risques de longévité et de
mortalité. Avant de parler plus a propos de cet outil pratique, nous désirons expli-
citer d’avantage ce que représentent ces risques. Premierement, nous définissons
le risque de longévité comme celui de voir la mortalité humaine s’améliorer de
maniére non déterministe. En d’autres termes, cela revient a observer dans le futur
une hausse de la longévité due a une baisse des taux de mortalité non prévisible.
Secondement, le risque de mortalité est ici a prendre comme le complémentaire
du précédent. Dans ce cas, c’est le risque que la mortalité humaine se déprécie de
facon non déterministe.

La nature intrinséque de ces risques est systématique, c’est-a-dire qu'il n’est pas
possible de les éliminer par mutualisation. En effet, une évolution de la mortalité
sous-jacente dans un sens, et c’est tout le portefeuille de la compagnie qui s’en
trouve ressenti. Quelles possibilités s’ouvrent a I'assureur pour diminuer son ex-
position a ces risques ? Bien souvent dans ces cas, il peut avoir recours aux instru-
ments financiers de la gestion actif/passif tels quenegality bondsobligations

dont les flux sont adossés a la mortalité d’une population. Il peut également songer
a acheter de la réassurance. Au lieu de chercher a transférer son risque aux mar-
chés financiers ou a un réassureur, la société peut souhaiter le conserver mais en
diminuant son exposition globale. Pour cela, la couverture naturelle semble étre
un excellent moyen. L'idée est simple : profiter des effets opposés des risques de
longévité et de mortalité pour arriver a les compenser mutuellement. Pour illustrer
Nos propos, nous utilisons les rentes et les assurances vie pour capter les influences
respectives du risque de longévité et de celui de mortalité. Un événement comme
une innovation médicale va certainement améliorer la longévité humaine, et étre
en défaveur des engagements des rentes, mais en bénéfice de ceux des assurances.
A l'opposé, la hausse de I'obésité va conduire & une augmentation de la mortalité
a tout ge, cf. Swiss Re (2004)]. Or dans cette situation, I'effet sera bénéfique
pour les rentes, et mauvais pour les assurances. Sur cet exemple, nous pouvons
réellement saisir les opportunités qu’offre la couverture naturelle.

Ce mémoire est organisé en trois parties. La premiére est consacrée aux ques-
tions de modélisation de la longévité et de la mortalité. En prenant connaissance
des débats actuels sur ce point, il parait nécessaire de développer des méthodes
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Introduction générale

permettant de prendre en compte les risques liés aux dérives de ces notions. Les
compagnies établissent ou emploient a ce titre des tables qui incorporent une ten-
dance future de la mortalité. Néanmoins, on peut s’attendre a subir des déviations
des taux réels par rapport a ceux prédits. Pour cette raison, nous faisons appel aux
modeles stochastiques diéeMetrics développés par la sociel®Morgan Dans

la seconde partie, nous décrivons les méthodes que nous suivons pour pouvoir dé-
tecter et étudier les effets de la couverture naturelle. Nous reprenons a cette fin
les contrats de rentes et d'assurances en cas de déces utilisés précédemment pour
illustrer le principe de cette couverture. Nous expliquons alors comment nous si-
mulons de tels portefeuilles, et comment nous souhaitons les employer pour notre
étude, a partir de modeles de mortalité calibrés sur des données francaises. Enfin
dans la derniere partie, nous utilisons ces résultats pour tenter de disséquer I'im-
pact de la couverture naturelle. Pour ce faire, nous menons différentes analyses de
sensibilité, et nous nous interrogeons sur I'effet supplémentaire qu’apporte I'ajout
de nouvelles composantes du risque, notamment comme la pandémie ou le risque
de modele.
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Modélisation de la longévite et de la
mortalité



Premiere partie

Dans cette premiére partie, nous présentons les deux notions centrales de ce mé-
moire que sont la longévité et la mortalité. La longévité est tout simplement a
comprendre ici comme la durée de vie d’'un individu ou d’'un groupe. La morta-
lité est alors bien entendu I'expression de son contraire, c’est-a-dire le déces. Ces
deux termes sont néanmoins d’'usage courant, mais ceci est moins évident en ce
qui concerne les risques liés a ces concepts. Nous avons préalablement donné des
définitions associées a ces risques. Nous rappelons quésgae de longévité

nous entendons le risque que la mortalité humaine diminue de maniere non déter-
ministe, et parisque de mortalitéson contraire. Compte tenu de la problématique
gue pose ce meémoire, la partie préalable de notre travail a donc été d’étudier ces
risques, et plus particulierement leur évolution future ainsi que leur modélisation.

Cette premiere partie est construite en quatre chapitres. Tout d’abord, le premier
offre un rappel général des débats actuels ayant traits aux notions de longévité
et de mortalité dans la recherche scientifique. Nous nous intéressons alors a la
mortalité humaine : notamment sur son éventuelle tendance, sur les méthodes
possibles pour anticiper son évolution et les éventuels problémes que cela pose.
Dans un deuxiéme temps, nous donnons quelques rappels de mathématiques ac-
tuarielles et fixons les notations employées par la suite. Ces remarques formelles
sont nécessaires a la bonne compréhension des modéles que nous présentons et
employons ici. La troisieme étape de description des dits modéles ne vise pas a
donner une liste exhaustive, mais seulement ceux mis a notre disposition et ren-
trant également dans le type de modéles que nous souhaitons considérer. Enfin
pour conclure cette premiére partie, nous présentons plus précisément le principe
méme de couverture naturelle entre les risques de longévité et de mortalité. Pour
ce faire, nous offrons une revue la plus pertinente possible de I'état actuel de la
recherche dans ce domaine, et les différentes critiques que I'on peut formuler.



Chapitre 1

Le contexte actuel

,our I’heure’a(_:tyelle, un Iarg_e,nombre de re_cherc_hes dqnt le sujet est axé
)'.’é sur la longévité et la mortalité futures est disponible. Si nous observons
<A simplement les taux de mortalité passés en France, il semble se déga-
ger une tendance a I'amélioration de la dite mortalité. Néanmoins, le
sujet est plus complexe et donne lieu a un certain nombre de débats académiques.
En effet, on peut citer par exemple Rogers (200Z] fgui montre que la mor-
talité est difficile a appréhender car elle est a la fois influencée par des facteurs
socio-économiques, des variables biologiques, la politique des gouvernements,
les influences environnementales ainsi que les conditions et les comportements
en santé. Pourtant, il nous est obligatoire de déduire une méthode de prévision
idéalement a la fois efficace et simple pour pouvoir travailler sur ce sujet. Pour
terminer cette premiére section, nous évoquons les risques liés a I'exposition a la
longévité ainsi qu’a la mortalité.

1.1 Tendance a l'amélioration de la mortalité

Un constat est tres simple a faire. Au cours des derniéres décennies, on a assisté a
une hausse de I'espérance de vie et ce a n'importe quel age. Pour illustrer ces pro-
pos, nous proposons de fournir un exemple somme toute bien particulier pour la
France métropolitaine. Tout d’abord, la figure placée ci-apres montre I'évolution
de I'espérance de vie résiduelle a 60 ans de 1946 a 2007 en fonction du sexe. Nous
notons au passage que les données pour I'année 2007 ne sont que provisoires.
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Cette figure ainsi que la suivante montrent combien I'évolution de la mortalité
dépend a la fois du sexe, de I'age mais aussi de I'année calendaire. Le graphique
suivant est une illustration de I'évolution des taux de mortalité de 1975 a 2004
en France métropolitaine pour différentes classe d’age et en fonction du sexe. Un
constat commun est notable : les taux de mortalités ont tous une tendance a la

baisse.
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Néanmoins comme le montre la derniére figure représentant les taux de variation
relative, cette tendance n’est pas linéaira gtiori non déterministe. De plus, la
volatilité semble étre différente en fonction des classes d’age.
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Pourcentage de variation relative des taux de mortalité d’'une année sur sa précédente

Ces illustrations en France métropolitaine révelent effectivement I'existence de
cette tendance a I'amélioration de la mortalité. Cette observation se généralise de
méme sur d’autres exemples de population. Pourtant, faut-il réellement considérer
cette tendance comme un dogme absolu ?

1.2 Les débats académiques

L'exemple précédent sur la population frangaise nous a montré I'existence d’'une
amélioration de la mortalité sur les derniéres décades. Certains experts sont d’avis
que dans le futur, 'espérance de vie va continuer a s’accroitre de maniere au
moins aussi rapide que lors des dernieres décennies. Néanmoins, d’autres pensent
gu’elle va au contraire décélérer et méme potentiellement décliner pour certains
groupes.

Un document intéressant faisant état de toutes ces idées est celui de Watson Wyatt
(2005) [29. Nous pouvons citer comme exemple de sources de discussions entre
experts les questions suivantes.

i - Une diminution de la mortalité passée peut-elle se reproduire dans
le futur ? Par exemple durant le XX siécle, I'espérance de vie a
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Premiere partie — Le contexte actuel

la naissance a augmenté principalement en raison de la diminution
des taux de mortalité infantile. Il parait raisonnable de penser que la
longévité n'augmentera plus dans le futur pour une telle raison parti-
culiere, mais pour d’autres raisons au demeurant.

ii - Existe t'il une limite biologique a la longévité humaine ou en d’autres
termes un age ultime absolu? Cette question est sans aucun doute
'une des plus débattue dans les milieux académiques et ne suscite
pour I'instant aucune réponse définitive quant a sa détermination.

iii - Sioui, est-ce que I'étre humain approche t'il de cette limite ? La en-
core, il y a débat puisque I'on peut s’attendre avec les avancés géné-
tiques probables de voir la longévité augmentée.

Ce dernier point nous ouvre les portes de la question des progres de la médecine. Il
est fatalement sensé de croire que ces avancés meédicales ont un impact direct sur
'augmentation de la longévité. Mais dans I'optique de construire une méthode
de prévision des taux futurs de mortalité, le probleme qui se pose est de quelle
maniere les incorporer. Il est notamment trés difficile de mesurer I'impact gu'ils
ont, ou qu’ils auront. Toutes ces questions ne sont qu’une partie de 'ensemble des
interrogations a prendre en compte avant de se lancer dans le choix d’'une méthode
pour prédire la longévité et la mortalité futures.

1.3 Meéthode de prédiction privilégiée

Il existe un large panel d’approches différentes pour prédire la mortalité future.
Nous pouvons citer 'exemple de modeles basés sur des processus biométriques.
Dans ce mémoire nous n'avons pas voulu rentrer dans de telles considérations.
Nous avons plut6t décidé de nous concentrer sur la part des méthodes dites « extra-
polatives ». Ce type de méthodes cherche a estimer la mortalité future en utilisant
la connaissance passée des taux de mortalité. En définitive, nous supposons que de
I'historique passé découle toute I'information nécessaire pour prédire la mortalité.
Voila la raison de leur dénomination puisqu’ils extrapolent une tendance observée
pour déterminer le futur. Mais la encore le choix reste grand et enclin a un certain
nombre de critiques.

1.3.1 Modele déterministe contre stochastique

Traditionnellement en actuariat nous pouvons dire que deux types d’approches
existent. L'une se veut déterministe et va donc considérer les taux de mortalité
comme fixés. Elle autorise un seul scénario ou une seule trajectoire pour la mor-
talité future. L'autre enfin est stochastique. Elle considére les différents taux de

—9-—
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mortalité comme des variables aléatoires. Plusieurs scénarios et plusieurs trajec-
toires de la mortalité future sont donc possibles.

Dans le premier cas, il faudrait avoir recours a degsss testpour réellement

tenir compte d’'une dérive des taux due a une sous ou sur-mortalité. Il suffit pour
cela d’augmenter ou de diminuer selon le besoin et le but les taux de mortalité
déterministes. Dans le second cas, ces dérives sont finalement déja incorporées
via la variable aléatoire. Il faut simplement avoir recours a des simulations de ces
variables.

1.3.2 Modéle a causes spécifiques

Ce type de modeéles ne considére pas la mortalité dans son ensemble mais la sépare
entre différentes sortes de causes. L'extrapolation est alors réalisée pour chacune
de ces causes spécifiques. Ceci nécessite naturellement d’avoir a disposition des
données bien adaptées au contexte de I'étude et des sources sélectionnées. Cette
méthode peut donc offrir une meilleure prévision des changements de la mortalité
future, mais souffre néanmoins d’un manque de compréhension des corrélations
existantes entre les différentes causes spécifiques.

1.3.3 Modele avec avis d’expert

Etudier I'historique de la mortalité ne demande certainement pas le recours a |'opi-

nion d’'un expert. Mais le passage a son extrapolation est un sujet plus délicat, et
peut nécessiter I'appui d’'un tel expert. Les modeles construits étant la plupart du

temps de nature mathématique, il n’est pas dénué de sens d’obtenir sa validité
par une opinion experte. Bien entendu, cet avis peut étre plus ou moins pris en
compte dans les modéles. Il peut par exemple simplement s’agir d’'un jugement

sur le niveau de 'age ultime.

1.3.4 Critiques

On peut facilement reprocher aux méthodes extrapolatives leur part treés objective.
En effet, tout est basé sur le fait que la mortalité future va continuer d’évoluer
de la méme fagon que par le passé, et plus particulierement au méme rythme. De
plus selon la fenétre historique des taux passeés que I'on se fixe, on peut avoir des
méthodes menant a des résultats différents. Une fois encore, une part d’objectivité
est rajoutée dans ces modeles.

Pour finir, on peut citer Olshansky (199&)] qui fournit plusieurs raisons visant
a mettre en garde les utilisateurs a ces méthodes. Parmi celles-ci, nous évoquons

—-10 -



Premiere partie — Le contexte actuel

brievement les avancés médicales qui sont un facteur non négligeable sur I'évo-
lution de la mortalité humaine. D’autre part, les facteurs environnementaux et
I'incertitude sur I'impact d’'un age biologique ultime sont également des points
dont les conséquences sont difficilement répercutable dans ce type de modeles.

-11-



Chapitre 2

Rappels de mathématiques
actuarielles

vant de rentrer dans la description détaillée des modéles mathématiques

gue nous allons utiliser pour prédire la mortalité future, il semble op-

portun de faire quelques rappels sur les mathématiques actuarielles. En

- effet, dans ce chapitre nous introduisons et établissons une fois pour

toute des notions qui sont les éléments de base de toute la partie théorique de ce
mémoire. Méme si ces derniéres sont couramment employées dans le monde de
l'actuariat, il est guand méme nécessaire de fixer leur notation pour éviter toute
confusion.

2.1 Diagramme de Lexis

Dans ce mémoire, nous allons bien souvent travailler avec des données entiéres
notamment en ce qui concerne les ages des individus et les dates d’observation.
En particulier, nous allons exprimer les ages en années révolues, c’est-a-dire en
valeur entiere du nombre d’années au dernier anniversaire en dafé jdavier

par exemple. Il est alors d’usage d'utiliser le diagramme de Lexis pour représenter
la mesure du temps en démographie. De plus amples explications sur cet élément
peuvent étre trouvées dans Planchet & Thérond (2006) [

2.1.1 Présentation

Ce diagramme permet de représenter communément les trois mesures du temps
qui apparaissent lors de toute étude ou analyse de la mortalité. Ces trois mesures
qui influent sur la mortalité sont :

i - 'age des individus, influencant bien évidemment le risque de décéder,

—-12 —



Premiere partie — Rappels de mathématiques actuarielles

ii - la date d’observation qui influence le risque de mourir a un age donné
selon certaines circonstances telles gu'une épidémie ou une canicule
variant annuellement par exemple,

iii - la génération de naissance des individus qui peut influencer le risque
déeces indépendamment de tout effet annuel et simplement par le passé
des individus.

L'exemple classique présenté pour I'effet de génération ou de cohorte est une épi-
démie touchant les individus d’'une génération particuliere et ayant pour consé-
quence d’avoir opéré une sélection sur ses individus les plus résistants par rapport
aux générations n’ayant pas connu cette épidémie. Cette génération sera alors pro-
bablement plus robuste par la suite que les autres et cela se traduira par des taux
de déces plus bas aux ages supérieurs.

Chacune des trois données décrites ci-avant sont importantes dans la détermina-
tion du niveau de mortalité, mais elles sont redondantes. En effet, deux d’entre
elles suffisent a déterminer la troisieme. Le diagramme de Lexis est alors un sys-
teme d’axes rectangulaires permettant de représenter la vie d’'un individu selon les
trois coordonnées age, date et génération. Cependant, cette figure privilégie I'age
et la date qui sont affectés d’'un des deux axes du diagramme comme indiqué ci-
apres.

Age

Point mortuaire

Temps

Diagramme de Lexis et vie d’'un individu
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Sur cette figure, le parcours d’un individu est représenté par le segment paralléle
a la premiere bissectrice qui « débute »tgsur I'axe du temps porté en abscisse,

et « finit» ent; au « point mortuaire ». L'individu est donc né gret décédé e
al'dgexlu en ordonnée ou bien par=t; —to.

2.1.2 Nombre de déces

Plus en avant dans ce mémoire, nous allons employer la no@gjooui repré-
sente le nombre de déces parmi tous les individusashmées révolues durant I'an-
néet. Avec le diagramme de Lexis, nous pouvons localiser ces différents points
mortuaires dans le carré hachuré, intersection des bandes horizontale poxr I'age
et verticale pour I'annék La figure ci-dessous permet de visualiser nos propos.

Age

x+1

t-x-1 t-x t t+1 Temps

Diagramme de Lexis et nombre de déces

Il est intéressant de noter que les individus concernés appartenaient aux généra-
tionst —x ett —x— 1. En d’autres termes, ils étaient nés en année entiere entre le
1°" janvier de I'année calendaite- x— 1 et le 31 décembre de I'année X, soit

sur deux années ou générations.

2.2 Notations actuarielles

Nous notons dans toute la suite de ce rapporflp@) la durée de vie résiduelle
au tempg pour un individu d’agex. Dans un but de simplification des notions
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présentées par la suite, les différentes durées et dates sont supposées prendre des
valeurs entieres.

2.2.1 Probabhilité de survie

Nous notons pagpx(t) la probabilité pour qu’un individu ayant atteint a la date
I'age x survive au moing années supplémentaires.

Définition 2.2.1. Avec les notations précédentes, il vient poue, k> 0 que :
kPx(t) = P(Ti(t) > Kk | Tx(t) > 0).

S'il existe bien une relation fondamentale en mathématique actuarielle, alors elle
est certainement la suivante.

Proposition 2.2.1. Nous avons la relation suivante poutkxl,t > 0:

ket Px(t) =P(Tx(t) > k+1 | Tx(t) > 0)
= kPx(t) - 1 Pxyk(t+K).

2.2.2 Probabilité de déces

Bien entendu, la probabilité complémentaire a la probabilité de survie est celle
pour qu’un individu ayant atteint 'age a la datet décéde dans lels années
suivantes. Nous la notons pa(t) = 1 — kpx(t).

Définition 2.2.2. Avec les notations précédentes, il vient poue, k> 0 que :

k(1) = P(Tx(t) < k| Tx(t) > 0).

2.2.3 Remarque

Remarqguons au passage que bien souvent lotsgué ce dernier est alors omis
dans les notations précédentes. Dans ce @ds) est la probabilité pour qu’un
individu survive une année supplémentaire alors que ce dernier a uxatge
datet. A contrario, gy(t) est la probabilité pour un individu d’agea la date de
mourir dans I'année suivante.

Des lors, on peut exprimer la premiére probabilité en fonction des probabilités
annuelles.

Proposition 2.2.2. Nous avons la relation suivante pouekN* :

kPx(t) = Px(t) - Pxra(t+1) -+ Pxrk-a(t +k—1).
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Démonstration.En effet pour qu’un individu d’age a la date survivek années
supplémentaires, il faut que ce dernier survive :

— la premiére année, soit avec la probabifiiét ),
— la deuxieme année, ou de facon équivalente, en ayant atteint{‘&dea la

datet + 1 qu'il survive encore une année de plus. La probabilité associée a cet
événement est alors ¢, 1(t + 1),

— la k™€ année, soit en ayant atteint l'age- k— 1 a la datet + k— 1 qu'il
survive encore une année suplémentaire. La probabilité qui est associée a ce
dernier événement est @i, 1(t+k—1).
0

2.2.4 Taux de mortalité'

Commencons tout d’abord par parler tux central de mortalité annuel. Ce
taux a la daté et pour I'agex est noté par la suite pamy(t).

Définition 2.2.3. Avec les notations précédentes, le taux central de mortalité an-
nuel est défini pour x € N par

m(t) = Nombre de décés a I'age x durant 'année t
~ Effectif moyen durant 'année t d’age X

Précisons que l'année t est & prendre au sens de I'année calendaire, soit entre
les dates t et # 1. L’age x doit étre compris comme |'adge atteint au dernier
anniversaire.

Pour définir ce taux de maniere formelle, nous devons introduire de nouvelles no-
tations. Nous reprenons le nomiidg de déces a I'agr durant 'annéé vu a la

sous sectior?.1.2et nous introduisonky: le nombre d’individus de années ré-
volues durant I'année Nous obtenons alors la définition suivante de I'exposition
au risque ou de I'effectif moyen.

Proposition 2.2.3. Pour xt € N, nous pouvons définir I'exposition au risqug E
a l'age x durant 'année t par :
1
Ext = Lx+n,t+n dn.
n=0

Nous pouvons alors redéfinir le taox(t) de maniére formelle.

lparagraphe réalisé a partir de Cairns, Blake et Dowd (20i)8) [
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Définition 2.2.4. Avec les notations précédentes, le taux central de mortalité an-
nuel peut se réécrire pour,xe N par
_ Dxt

my(t) = Ex’

Ce premier taux est a mettre en relation aveal instantané de mortalitéa la
datet et a I'&gex pour des valeurs réelles. Nous notons ce dernierigay. Nous
pouvons donner la propriété suivante :

Proposition 2.2.4. Avec les notations précédentes, nous avons les relations sui-

vantes :
t+1

G(t) = 1-exp) — | prs(s)ds).
ainsi que

) =exf ~ [ ris9ag

2.2.5 Hypothese usuelle

Bien souvent en actuariat certaines hypotheses sont faites sur ces taux de morta-
lité. Dans le cadre de ce mémoire, nous allons le plus souvent travailler avec I'hy-
pothése de constance par morceaux des taux instantanés de mortalité sur chaque
carré du diagramme de Lexis.

Hypothése 2.2.1.L’'hypothése de constance par morceaux des taux instantanés
de mortalité est donnée poQr< u,s< 1 par:

Us+u(t +5) = ux(t) avec xt € N.
Cette hypothese a pour conséquence directe d’impliquer la proposition suivante.

Proposition 2.2.5. Sous I'hypothése et les notations précédentes, nous avons les
relations suivantes :

L my(t) = ux(t),

ii. px(t) = exp[ — px(t)] = exp[ - mu(t)].

2.3 Rentes et capitaux déces

Par la suite dans ce mémoire, nous allons tres souvent utiliser les termes de rentes
et d’assurances vie de maniére générale. Notons au passage que nous allons faire
'amalgame entre les termes « assurance vie », « assurance en cas de déces » et
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« capital déces ». En effet dans ce mémoire, nous estimons que ces différents
produits sont équivalents a un montant forfaitaire prés correspondant au niveau

souscrit pour I'assurance vie. Pour bien fixer les idées, nous présentons donc les
définitions ainsi que les formules actuarielles générales pour une rente et un capital

déces. Remarquons que la période considérée est a chaque fois I'année. Les for-
mules et définitions sont néanmoins facilement généralisables pour des périodes
guelconques.

2.3.1 Les Rentes

A-1

Rentes viagéres annuelles

En mathématique actuarielle, une rente viagére correspond a un enga-
gement de verser une unité monétaire, chaque année, jusqu’au déces
de I'assuré. La valeur actuelle probable d’'une rente a termieipé

et annuel pour un individu d’agea la date est donnée par

+00
ax(t) = D Virrri kPx(t),
=y

avecv 1) le facteur d’actualisation entre I'anneet 'annéet +k.

De la méme maniere, nous pouvons définir une rente a técmeet
annuel pour un individu d'agea la date par

+00

a(t) = kZlV(t,t-H() kPx(t) = &(t) — 1.

La différence entre termanticipé et échuse situe donc dans la date

de paiement des arrérages de rente. Dans le premier cas, ceux-ci ont
lieu en début d’année alors que dans le second, ils ont lieu en fin d’an-
née.

Rentes viagéres avec différé et temporaire

L'ajout d’'un différé indique que les paiements des arrérages n’'au-
ront lieu que ultérieurement et non immédiatement. De plus en cas
de temporaire les versements auront quoigu’il advienne une limite
temporelle. Nous donnons la formule mathématique de la valeur ac-
tuelle probable d’une rente a terme anticipé et annuel avec diftré
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temporaireu, pour un individu d’age a la date :

s+u-1

s\uax<t): z V(t,t+k)kpx<t)7
k=s

ouV(t 1,k est encore une fois le facteur d’actualisation entre le temps
t et le tempsg + k.

Nous pouvons donner également I'analogue de la valeur actuelle pro-
bable pour une rente a terme échu et annuel :

Stu

sudx(t) = Z Vit t-+k) kPx(t)
k=s+1

=gu &(t) = Vitt+s) sPx(t) + Vit t4-su) stuPx(t)-

Principaux risques encourus

Globalement pour ce type de produit, il y a deux risques majeurs.

— Un premier purement financier lié au risque de fluctuation du taux
d’intérét. On peut voir dans les formules que ce taux a un impact
direct sur la valeur calculée du contrat.

— Un second non financier lié au risque de dérive de la longévité
humaine. En effet, ce risque impacte directement le nombre d’ar-
rérages de rentes que l'assureur ou le gestionnaire devra payer a
ses assurés. Si dans les faits, une amélioration de la mortalité sera
constatée alors les engagements auront été supérieurs a ceux de la
valeur actuelle probable calculée en son temps. En cas de détério-
ration future de la mortalité, c’est tout simplement I'effet inverse.

En définitive, le risque lié au taux d’intérét n’est pas celui prépondé-

rant, dans le cas ou bien entendu les taux demeurent stables et a un

niveau relativement bas. Dans la situation contraire, il devient natu-
rellement le plus important.

2.3.2 Les Capitaux déeces

B-1

Capitaux en fin d’année du déceés

En mathématique actuarielle, un capital correspond a I'engagement
de verser une unité monétaire en fin d’année du déceés de I'assuré.
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Nous donnons alors la valeur actuelle probable d’un tel produit

+00

A(t) = z Vit t+k) kPx(t) Oxrk(t +K),
k=0

avecv k) le facteur d’actualisation entre 'ann€et 'annéet + k.

B - 2 Capitaux avec différé et temporaire

Les notions dalifféré ettemporairesont les mémes que celles précé-
demment évoquées. La valeur actuelle probable d’un tel engagement
avec versement en fin d’année du déces est :

s+t—1
subx(t) = D Vit tk kPx(t) Ok (t +K).
k=s

ouV(t 1,k est encore une fois le facteur d’actualisation entre le temps
t et le tempg +k.

B - 3 Principaux risques encourus

Outre I'exposition aux fluctuations du taux d’intérét, ce type de con-
trats est sensible au risque di a une sur-mortalité non anticipée par
la compagnie. Dans cette situation, la société devra verser ses pres-
tations plus tdt que ce qu’elle avait calculé a I'origine. Dans le cas
contraire, elle bénéficie de I'allongement de la durée de vie résiduelle
de ses assurés en payant bien plus tard ses engagements.
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Chapitre 3

Présentation des modeles de
mortalité

ans ce chapitre, nous allons présenter sept modeéles particuliers de mor-

N talité. Ces modéles relévent tous de la méthodologie que nous avons
tItC deles relévent tous de la méthodol
’)29) ; privilégiée dans la premiere section, £f3. En effet, ils se basent tous

4

) : . iy
<%, sur la connaissance passée de la mortalité pour extrapoler celle future.

De plus, ils ont 'avantage certain d’étre tous stochastiques, ce qui va permettre de
tenir compte des variations de la mortalité autour de la tendance extrapolée. Par
contre, ils n'autorisent pas dans leur forme de base tout du moins l'avis d’expert
ou la prise en compte de causes spéecifiques pour la mortalité. Avant de passer a
la description de ces modéles, nous devons remarquer que ceux-ci font partie de
I'outil informatique LifeMetrics’, cf. Software user guidgl 6], développé par la
societéJPMorgan Il permet d’estimer les parametres de ces modeles ainsi que
de réaliser des simulations pour les projections de la mortalité au dela de la date
du dernier taux de mortalité connu. Notons au passage que les programmes sont
implémentés dans le langage du logidzel

Ce chapitre débute par I'introduction d’'une hypothese centrale a cette étude : I'hy-
pothése de modélisation du nombre de dézgs I'agex durant I'année par une

loi de Poisson. En effet, cette derniere est commune atous les modeles développés
dansLifeMetrics et a pour conséquence directe 'emploi du critere du maximum

de vraisemblance pour I'estimation des paramétres. Ces modeles sont plus ample-
ment détaillés dans la seconde et derniére section de ce chapitre.

Isection réalisée a partir de Cairnsa#t(2007) [7]
’téléchargeable gratuitement sur le sitettp://www.jpmorgan.com/pages/
jpmorgan/investbk/solutions/lifemetrics
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3.1 Hypothése de Poisson

Le modele proposé par Lee et Carter en 1992, cf. Lee & Carter (198R)dst
certainement I'un des modeles les plus standard pour générer des tables prospec-
tives de mortalité. Nous présentons en annexe a lapaee modéle particulier.

Le principal défaut de ce dernier repose sur I'hnypothése d’homoscédasticité des
résidus lors de I'estimation par les moindres carrés ordinaires. Effectivement, on
constate bien souvent que la variance des taux de mortalité observés croit pour les
ages élevés en raison du faible nombre d’observation a ces ages. Le lecteur peut se
référer a Planchet & Thérond (2006)1] pour une illustration de ce fait. Brouhns,
Denuit et Vermunt ont alors proposé une adaptation du modéle de Lee-Carter pour
pallier & ce défaut important. Dans Brouhns, Denuit & Vermunt (200R)I[est
suggéré de modéliser le nomtdg; de déces a I'age durant 'annéd comme

une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de moyEgppg(t).

Les programmes développés pideMetricsont pour hypothese sous-jacente cette
modélisation particuliere du nombre de débPgs Nous partons alors du principe

gue pour I'ensemble des modeles présentés ultérieurement nous avons I’lhypothese
Suivante :

Hypothese 3.1.1.Nous considérons dés a présent que la loi du nombre de décés
a l'age x durant 'année t suit la loi suivante :

Dyt ~ Poisson{Exfix(t)),

avec E; I'exposition au risque, soit la taille moyenne de la population d’age x
durant 'année t, el (t) le taux instantané de mortalité.

Cette hypothése est trés intéressante dans la mesure ou elle va nous permettre
d’utiliser le critére du maximum de vraisemblance au lieu de celui des moindres
carrés ordinaires comme dans Lee-Carter pour estimer les paramétres des mo-
deles exposés. De plus, I'hypothése de constance par morceaux des taux de mor-
talité (hypothése.2.1) ne vient pas contredire la modélisation que nous venons

de retenir. En effet, les vraisemblances qui découlent de ces deux hypothéses ne
différent que d’un facteur constant pres, cf. Delwarde (2005) Rappelons de

méme que sous cette derniére hypothése, il devient alors équivalent d’employer

les tauxtx(t) etmy(t).

Les programmes deifeMetricssont donc construitgia le critere du maximum

de vraisemblance pour estimer les différents paramétres du modele. Not@ns par
I'ensemble des parametres d’'un modele, nous modifions alors momentanément la
notation du tauxny(t) parmy(t; ¢) afin de bien marquer la dépendance de ce taux a
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ces parametres. La vraisemblance des différents modeles peut alors se synthétiser
en utilisant les hypothés@s2.1et3.1.1sous :

Exemi(t; 9)) ™
L(¢) = |X't| ( t(Dxt)! )

La log-vraisemblance s’écrit donc pour tous les modeles comme suit :

InL(¢) = Z Dyt In (Exemy(t; 9)) — Exemi(t; ¢) — In ((Dye)!).

exp(— Exmx(t; 9)).

Bien entendu pour les modéles M5 a M8 ou nous disposons de la modélisation de
gx(t), nous utilisons alors la propriété suivante découlant de I'hypoth&se:

my(t;9) = —In (1—ax(t; 9)).

3.2 Les modeles déifeMetrics

Cette section est destinée a fournir au lecteur une description des sept modéles
qui sont implémentés informatiquement paieMetrics Ills sont tous basés sur
I'hypothese de Poisson décrite dans la section précédente. Dans la suite de cette
section, les notations suivantes sont employées de maniére générale :

— ﬁ)gi) parameétres reflétant I'effet relatif de I'age, avela variable représentant
l'age;

— K‘t(l) parametres reflétant I'effet relatif de la période, avkecvariable représen-
tant le temps ou la période ;

— yt(i_)x parametres reflétant I'effet relatif de la cohorte, avecx la variable re-

présentant la génération de naissance.

Le tableau suivant offre un premier apercu des modeles en questiorx daec
moyenne empirique des ages sélectiona&sson écart-type empirique & un
parameétre constant a estimer.

Modéle Formule
ML Inmye(t) = BV + B2 kP
M2 Inmy(t) = B + B2 + B
M3 Inmy(t) = B + 2+
2

M5  logitoy(t) = K‘t(l) + Kt( )(x—>‘<)

M6  logitoy(t) = Kt(l) + Kt(z) (X—X) + %(E)X

M7 logitoy(t) = K~ + K2 (x—X) + K )((x—>‘<)2 —62) + et
M8 logita(t) = k" + K2 (Xx—X) + %y (¥ —X)
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Précisons que la fonction logit est définie de la maniére suivante :

Vz€]0,1], logit(z) = i

On peut trouver dans Cairns &ll (2007) [/] la description détaillée de ces mo-
deles, ainsi que leurs avantages et inconvénients. Ces derniers peuvent étre classi-
fiés en deux grandes familles.

1. Extensions du modéle de Lee-Carter (M1, M2 et M3).
2. Extensions du modele de Cairns, Blake & Dowd (M5, M6, M7 et M8).

Il n'existe pas réellement un modele meilleur gu’un autre et on peut dire que tout
dépend des données sur lesquels la modélisation est effectuée.

3.2.1 M1 - modele de Brouhns, Denuit & Vermunt

Le modéle proposé dans Brouhns, Denuit & Vermunt (200R)dprend la struc-
ture log-bilinéaire des taux de mortalité proposé par Lee & Carter. Ainsi, nous
avons :

Inmy(t) = B + B .

La différence entre les deux modeles repose donc sur la formulation de I'hypo-
these de Poissah 1.1qui impligue une modification au niveau de la structure de
I'erreur. Dans le modeéle de Lee-Carter, I'erreur est représentée par un bruit additif
sur I'échelle logarithmique. Ici, c’est la loi de Poisson qui est utilisée pour modé-
liser le nombre de déces.

Cette méme expression du taux de mortalité a pour conséquence de devoir intro-
duire des contraintes identiques pour pouvoir identifier les parameétres du modéles.
Les contraintes sont :

Les paramétres signifient alors :
— [%Sl) décrit le comportement moyen desii(t) au cours du temps,

— B)EZ) est la sensibilité pour chaque agees logarithmes des taux de mortalité
par rapport a la composante temporaléé> :

— K‘t( ) décrit 'évolution de la mortalité a travers le temps.
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3.2.2 M2 - modele de Renshaw-Haberman

Dans Renshaw & Haberman (2006}], les auteurs proposent un modele de mor-
talité stochastique qui possede I'originalité d’'incorporer un effet de cohorte, c’est-
a-dire d’ajouter une composante liée a I'année de naissance. Néanmoins, ce mo-
dele demeure un dérivé de celui de Lee-Carter dans le sens ou les logarithmes des
taux de mortalité instantanés sont ajustés de la maniére suivante

) = B+ B2 + 4

La composantqq(f)x représente donc l'effet aléatoire lié a la génération de nais-
sance — X.

Le modéle M1 est bien un cas particulier de ce modele M2 puisqu’on retrouve le

modéle originel de Lee-Carter en fixaﬂh&?’) =0et yt(f)x = 0. Ce modele possede
donc les mémes problemes d’identifiabilité et pour parer a cet inconvénient, on
peut imposer les contraintes suivantes :

Z Kt(z) —0,

> B =1,

X

Zyt(f)x =0 et
X'/

> A1

X

Dans leur article, Renshaw et Haberman ont trouvé une amélioration notable de ce
modéle par rapport a celui de Lee-Carter a partir des données masculines anglaises
et galloises. Ces améliorations portaient notamment sur I'analyse des résidus stan-
dardisés qui révele une tres faible dépendance en comparaison avec le modele de
Lee-Carter. Pour plus de détails sur les avantages et critiques de ce modéle, nous
renvoyons le lecteur a Cairns, Blake & Dowd (2008) [

3.2.3 M3 - modele Age-Période-Cohorte de Currie

Ce modele introduit dans Currie (2006)]] est en fait un cas spécial du modéle
M2. En effet, les taux de mortalité sont ici :

Inmy(t) = Bt~ + i + 13,

Le modéle M3 est donc bien un cas particulier du modele M2 @s@c: 1et
[5)53) = 1. Encore une fois pour des raisons d’identifiabilité des paramétres, les

— 25—



Premiere partie — Présentation des modéles de mortalité

contraintes suivantes sont imposeées :

Z K't(z) =0 et,

;%@ =0

Une contrainte supplémentaire doit étre rajoutée. On peut ajé{tert) — (x—

X)) ayt(f)x, soustraired (t — ) de K’t(z) et additionne® (x — X) de B>§1) sans impact
sur les deux contraintes précédentes. La notationt signifie bien évidemment
la moyenne empirique relatif aux agest aux annéets Le parametré est alors

choisi par minimisation de

S (B +82x—x) By )2,

X

ouﬁf(l) = ng L5 Inmy(t) avecnansle nombre d’années. Ce qui implique que :

—(1
s SR BB
Yx(X—X)?
On révise alors I'estimation des parametres selon les formules :
B! = B+ 5(x—x),
K2 =P st -1) et
o= 1%+ 8 (=) = (x=X).

3.2.4 M5 - modele de Cairns, Blake & Dowd

Dans Cairns, Blake & Dowd (2006%], nous avons la modélisation suivante des

taux de mortalité. . ,
logita(t) = 15 + K (x— ),

ou X est la moyenne empirique des ages sélectionnés. Ce modele a I'avantage de
ne pas avoir de contraintes d’itendifiabilité.

3.2.5 M6 - modeéele de Cairns, Blake & Dowd avec effet de co-
horte
Ce modele généralise le précédant en incluant un effet de cohorte. Les taux de
mortalité suivent le modele suivant.
logitax(t) = kY + 12 (x— %) + 1),
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Premiere partie — Présentation des modéles de mortalité

ou X est la moyenne empirique des ages sélectionnés. Cette fois, on doit fixer des
contraintes pour pouvoir identifier les parametres. On peut par exemple remplacer

}/@X en yt(f)x + ¢1 + 92(t —x—X) et avec les ajustements correspondantxéﬂ?r

et Kt(z) n’obtenir aucun impact sur les valeurs prédites des taux de mortalité. La

contrainte choisie est que si on utilise les moindres carrés pour ajuster une fonction

linéaire ernt —x ayt@(, alors la fonction ajustée est identiquement €gale a zéro. En

appliguant ceci, I'estimation dﬁ@x est centrée autour de zéro.

3.2.6 M7 - modéle de Cairns, Blake & Dowd avec effet de co-
horte et effet quadratique de I'age
Ce modele est la généralisation du précédent en ajoutant simplement un terme

quadratique dans l'effet d0 a I'age. Ainsi, le modéle propose d’ajuster les taux de
mortalité par

logita(t) = K~ + K2 (x—%) + 15> (x— %)%~ 62) + %%

ol X est la moyenne empirique des ages sélectionnés? sbn écart-type em-
pirique. Nous avons également un probleme d’identifiabilité des paramétres du
modele. On peut substitue@x en }/t(f)x + @1 + Po(t — X —X) + ¢3(t —x —X)? et

avec les ajustements correspondantﬁ(ﬂl)r, K‘t(z) et Kt(s) n’obtenir aucun impact

sur les valeurs prédites des taux de mortalité. On impose la contrainte que la fonc-
tion quadratique ajustée par les moindres carrés p(éllest identiquement égale

s s Tt 4 .
a zéro. L'estimation dg(_)x fluctue alors autour de zéro.

3.2.7 M8 - modeéele de Cairns, Blake & Dowd avec effet de co-
horte « décroissante »

Le dernier modéle propose I'ajustement suivant des taux de mortalité.

logitew(t) = K" + K2 (x %) + % (ke —X),

ou X est la moyenne empirique des ages sélectionnég,ugt paramétre constant
a estimer. On doit alors introduire une contrainte pour pouvoir identifier les para-

metres : .
Z %% =0.
X7
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Chapitre 4

| a couverture « naturelle »

,.) n premier lieu pour traiter de la couverture naturelle, nous venons d’in-
,‘ QY5 troduire les notions préalables liées aux risques de longévité et de morta-
"aa,)/gsg lité. Nous disposons maintenant de ce contexte théorique et sommes en
;) mesure d’'échafauder la partie pratigue de cette étude. Mais avant, nous
souhaitons exclusivement consacrer ce chapitre a la présentation de la couverture
naturelle. Un premier jet serait de considérer le principe de couverture naturelle
entre les risques de longévité et de mortalité comme un instrument permettant de
compenser ces deux risques de nature plutét systématique, c’est-a-dire non mu-
tualisable. Nous débutons alors ce chapitre par une revue concise et détaillée de
cette couverture naturelle telle qu’elle peut étre vue dans la publication scienti-
fique. Enfin, nous finissons en mentionnant les principales critiques pouvant étre
formulées a I'encontre de cet outil.

4.1 Unerevue de larecherche actuelle

L'idée méme de la couverture naturelle n’est pas nouvelle. Il suffit simplement
d'observer que les engagements au niveau des contrats en assurance en cas de
déces et en cas de vie, soit de maniere schématique les contrats d’assurance vie
et de rente, répondent de maniere opposée a un changement de la mortalité sous-
jacente. Pourtant, peu d’études ont été menées dans ce sens, bien que I'on trouve
référence a cette idée dans un certain nombre d’articles qui s’attachent a étudier
'impact de la mortalité séparément et non conjointement sur ces deux types de
contrats. Néanmoins, son analyse en tant que telle a fait I'objet de quelques paru-
tions dans la littérature scientifique.

L'un des principaux articles traitant de ce sujet est celui de Cox & Lin (2007) [
Partant de l'intérét fondamental sous-jacent a la couverture naturelle, les auteurs
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cherchent a évaluer le prix d’'une rente par le biais d’une régression, dont parmi
les variables explicatives on trouve le niveau de couverture naturelle ainsi que des
variables liées a la compagnie et a I'effet annuel. Il faut noter que le niveau de
couverture naturelle correspond au ratio des réserves d’assurance vie par rapport
aux réserves totales d’assurance vie et de rente. Le résultat empirique marquant
de cet article est que les compagnies d’assurance bénéficient réellement des effets
de cette couverture, et ainsi d’'un avantage concurrentiel.

En pratique néanmoins, toutes les compagnies n’ont pas les capacités d’utiliser
ce type de couverture. Les auteurs proposent donwltality swapcomme ins-
trument de couverture naturelle. G&aps’effectue entre un assureur vie et un
gestionnaire de rente. Ce dernier paiera les flux variables de trésorerie a I'assureur
vie basés sur le nombre de décés dans le portefeuille de I'assureur. En échange,
I'assureur paiera un flux basé sur le nombre de survivants dans le portefeuille du
gestionnaire.

Outre la référence principale explicitée ci-dessus, on trouve dans la recherche
scientifique des articles traitant de la couverture naturelle par le biais d’étude sur
des portefeuilles mélangeant des produits de type assurance en cas de déces et de
rente. Deux références dans ce domaine sont Bayraktar & Young (260&9) [
Bayraktar & Ludkovski (2008)4].

Dans Bayraktar & Young (2007}], les auteurs utilisent le ratio de Sharpe pour
pouvoir évaluer un portefeuille mélangeant un certain nombre de contrat d’assu-
rance en cas de vie et en cas de déceés. Le contexte de I'article suppose que le taux
d’intérét et le taux de mortalité suivent des diffusions particuliéres. Le résultat
marquant de cet article est alors que le prix d’'un tel portefeuille est sous-additif.
En particulier, pour un volume équivalent, la valeur d’'un portefeuille mixte est
toujours inférieure a celle d’'un portefeuille composé uniquement d’un seul des
deux types de produit.

Dans Bayraktar & Ludkovski (2008)], I'idée est de capturer le niveau de cou-
verture mutuelle entre les différentes composantes d’un portefeuille d’'un assureur
gue sont les contrats a terme d’assurance vie et les rentes temporaires. La mor-
talité ainsi que le taux d’intérét sont supposés stochastiques et modédisies
diffusions particulieres. En application, I'effet réducteur de la couverture mutuelle
peut alors étre exhibé en comparant le prix obtenu pour une rente temporaire avec
celui sans affaire en contrat d'assurance décés. Enfin pour plus de précision, nous
notons que la méthode principale d’évaluation employée dérive du principe d’uti-
lité espérée de la transformée d’Esscldymamic exponential premium principle

Une référence plus atypique mais pas moins intéressante est celle de Griindl, Post
& Schulze (2005) 15]. Leur vision est celle de I'actionnaire, soit en d’autres
termes de maximiser la valeur d’'une compagnie d’assurance revenant a ce dernier.
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lls choisissent comme hypothese une compagnie a responsabilité limité, consti-
tuée a partir d'un capital social et de la vente de contrats de rente et d’assurance
vie temporaire. De plus, ils autorisent la compagnie a investir en actifs risqués et
sans risque.

Cette société est alors soumise a un risque démographique, c’est-a-dire un risque
que les tables de mortalité changent d’'une maniere non déterministe. Larticle
s'intéresse alors a I'impact de ce risque sur la politique optimale de gestion de la
société (en capital, allocation en actifs et gestion des produits). Ce risque est par
ailleurs représenté par un changement de table selon la réalisation de certains états
du monde en nombre limité. Le résultat intéressant qui découle de I'analyse de cet
article est que la couverture naturelle est optimale seulement si le capital n’est
pas suffisant pour atteindre un certain niveau optimal. Sinon, il se peut méme que
I'emploi de la couverture naturelle détruit de la valeur pour I'actionnaire.

Enfin, pour conclure cette revue scientifique, on peut citer également I'étude de
Wang, Yang & Pan (2003)2F]. Ces derniers analysent I'impact d’'un change-
ment de la mortalité pour une compagnie d’assurance commercialisant des pro-
duits d’assurance vie et de rente. lls proposent un modele d’immunisation pour
couvrir ce risque basé sur la mortalité d’expérience a Taiwan. Ce modéle pour-
rait étre mis en paralléle avec les méthodédwedgingen finance. La principale
critique pouvant étre formulée a I'encontre de ce modéle est que les mortalités
d’expérience en assurance vie et en rente peuvent réellement étre différentes. La
difficulté est donc gu'il y a la un risque de base non pris en compte dans un tel
modele.

4.2 Limites et critiques de la couverture naturelle

Tout d’abord, si on prend I'exemple simpliste de deux contrats d’assurance dé-
ces d'un cbté et de rente de l'autre souscrits sur la méme personne, alors nous
sommes dans le cas d’'une couverture parfaite face a une évolution de la mortalité
sous-jacente. Bien entendu, cet exemple souffre de certaines critiques, et la prin-
cipale est qu’en pratique ce cas de figure n’est pas le plus représentatif. En fin de
compte, il est certainement illusoire d’espérer atteindre ce type de couverture par-
faite pour un assureur ou un gestionnaire quelconque. Néanmoins, cet argument
ne met pas en défaut le fait qu'’il est guand méme possible d’obtenir une couver-
ture imparfaite mais réelle a partir d’affaires en assurance vie et en rente.

Dans le méme ordre idée, on peut arguer du phénomene d’antisélection dans les

domaines de I'assurance vie et des rentes. En effet, cette antisélection implique
gue les risques issus de la mortalité de ces deux types d'affaires ne sont pas les
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mémes. En conclusion, un risque de base peut étre exhibé, et ayant pour consé-
guence de limiter la faisabilité de la couverture naturelle.

Pour finir, on peut citer une autre difficulté pratique. L'objectif de la couverture
naturelle est de gérer le plus efficacement les deux types d’affaires afin de mini-
miser le risque de mortalité global du portefeuille commun. Or, 'assurance vie et
les rentes peuvent étre sujetes a toutes sortes d’influences différentes. La question
en jeu est alors de connaitre le facteur de corrélation de ces diverses influences.
Ceci n’est pas une chose aisée puisqu’il n’existe pas encore de réel marché sur
lequel serait c6tés ces deux produits, ce qui offrirait 'avantage non négligeable de
fournir une estimation fiable de tels facteurs de corrélation.

En définitive, cette partie donne un apercu des principales critiques et limitations
gue I'on peut trouver lorsque I'on évoque la couverture naturelle. Elle donne éga-
lement une raison du succes dans la littérature scientifique des articles portant sur
la gestion des risques de mortalité et de longévidédes instruments financiers

tels que la titrisation. En effet, la couverture naturelle ne va pas immuniser tota-
lement I'assureur ou le gestionnaire de rente mais elle peut participer a cela de
maniére directe ou indirecte. Nous citons pour illustrer le dernier point I'exemple
présenté dans Cox & Lin (2007).(], soit un mortality swapentre un assureur

vie et un gestionnaire de rente qui profite indirectement de la couverture naturelle
entre les deux types de produits.
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Mise en ceuvre pratique de la
couverture naturelle
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Deuxiéme partie

Dans cette deuxieme partie, nous nous intéressons de maniere générale a I'en-
semble des mécanismes que nous allons devoir utiliser pour pouvoir étudier la
couverture naturelle comme moyen de gestion des risques de mortalité et de lon-
gévité. Dans la partie précédente, nous avons déja introduit les notions nécessaires
a la compréhension de ce mémoire, ainsi que sept modeles de mortalité. Nous dis-
posons donc d’'une base théorique pour nos différentes applications. Dans la suite,
nous désirons utiliser des portefeuilles de rentes pour symboliser le risque de lon-
gévité, et des portefeuilles d’assurances vie pour celui de mortalité. La situation
intéressante a analyser de notre point de vue consiste bien entendu en l'associa-
tion des deux. Notre but ici s’avere de transcrire les différents choix, hypotheses
et méthodes que nous avons choisis pour mener a bien cet objectif.

Cette partie s’articule en trois chapitres. Le premier commence par un rappel
non exhaustif des différentes mesures existantes en statistique pour quantifier le
risque. Nous en avons besoin dans I'optique d’évaluation du niveau des risques
qui nous intéressent, mais également pour mesurer et comparer le degré de cou-
verture naturelle. Nous détaillons ensuite la maniere que nous utilisons pour obte-
nir les simulations des portefeuilles utilisés dans cette étude. Ce travail se scinde
en deux étapes principales, correspondantes chacune a un chapitre. La premiere
étape consiste a décrire les méthodes nous permettant de générer des tables pros-
pectives de mortalité a partir de modeles calibrés sur les données francaises. Ces
tables sont 'outil adéquat lorsque I'on souhaite étudier le risque de dérive de la
longévité dans le futur. Elles sont donc la source des simulations des engagements
liés aux portefeuilles et de leur analyse, présentées dans la deuxiéme étape.
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Chapitre 1

Les mesures du risque

ans le cadre de ce mémoire, nous allons avoir besoin de quantifier le
N « risque » pouvant étre associé aux produits de rentes ou d’assurances
; vie par exemple. Dans cette optique, il est donc tout-a-fait logique de se

4%, tourner vers cette classe de fonctions que I'on nomme les mesures de
risque. Nous débutons donc ce chapitre par une premiéere section regroupant des
définitions et des propriétés utiles de ces fonctions. Puis, nous finissons en nous
penchant sur le cas particulier des mesures qui sont employées par la suite dans
ce mémoire.

1.1 Deéfinitions et propriétés des mesures de risque

Nous donnons dans cette section quelques définitions et propriétés nécessaires
pour bien comprendre ce qu’est une mesure de risque.

1.1.1 Définition d’'une mesure de risque

Pour clarifier nos propos, nous notons Palia variable aléatoire représentant un
risque quelconque. Dans le domaine de I'assurance et plus précisément dans cette
étude, un risque peut étre représenté par les codts totaux induits par un porte-
feuille. Pour finir, nous donnons la définition succincte suivante d’'une mesure de
risque.

Définition 1.1.1. Mesure de risque.

Une mesure de risque est une fonctpmui attribue a un risque X une valeur
positive et éventuellement infinie.

Cette définition est donc tres générale et en pratique fait souvent I'objet d’ajout
d’axiomes supplémentaires.

Isection réalisée a partir de Marceau (2006]) et de Planchet & Thérond (2007)1]
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1.1.2 Chargement de sécurité

Nous parlons de chargement de sécurité des lors que la compagnie d’assurance
demande une prime supérieure a celle dite de prime pure, soit I'espérance des
pertes.

Définition 1.1.2. Chargement de sécurité.

Une mesure de risqye contient un chargement de sécurité si pour tout risque X,
on ap(X) > E(X).

Cette définition nous amene au point présenté dans le paragraphe suivant.

1.1.3 Capital économique

Le chargement de sécurité correspond finalement au capital €conomique pour une
compagnie d’'assurance. Il dépend donc de la mesure de risque choisie.

Définition 1.1.3. Capital économique.

Le capital économique, noté CE, établi a partir de la mesure de ripoest donné
par

Puisque le totaE(X) correspond aux pertes espérés pour le portefeuille, le mon-
tantCE(X) est donc bien la marge de sécurité que la compagnie constitue pour se
protéger de toute sur-sinistralité.

1.1.4 Mesure de risque cohérente

La définition des mesures de risque est trés générale. C’est la raison pour laquelle
on exige bien souvent que ces mesures vérifient certaines propriétés mathéma-
tiques. Parmi les plus utilisés, on trouve les axiomes suivants :

— Al (invariance par translation) : soit un scalaire et un risqueX, alors
p(X+c)=p(X)+c.
— A2 (homogeénéité) :soit une constante positiveet un risqueX, alors
p(cX) =cp(X).
— A3 (monotonie) : soient deux risqueX; et X; tels queP(X; < Xp) =1, alors

p(X1) < p(X2).
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— A4 (sous-additivité) : soientX; et X, des risques quelconques, alors

p(Xi+X2) < p(X) +p(X2).

Ces quatre axiomes sont associés par Artzner, Delbaen, Eber & Heath (1]999) [
pour donner naissance au concept d’'une mesure de risque cohérente.

Définition 1.1.4. Mesure de risque cohérente.

Une mesure de risque est dite cohérente si elle vérifie les axiomes Al, A2, A3 et
A4.

1.2 Quelques mesures de risque

Nous allons par la suite détailler les principales mesures que nous allons utiliser
dans ce mémoire. Celles-ci sont les suivantes :

— la variance,

— I'écart-type,

— laValue at Risk

— la Tail Value at Risk

1.2.1 La Variance et I'écart-type

La variance et I'écart-type sont parmi les premieres mesures de risque a avoir été
utilisées. La variance est également employée dans le critere moyenne-variance
de Markowitz.

Définition 1.2.1. Variance et Ecart-Type.
La variance, sous réserve de son existence, admet pour définition suivante :
V(X) = E(X —EX)]?).
Ceci correspond donc au moment centré d’ordre 2. L'écart-type, mpést quant
a lui la racine carré de la variance :
o(X) =/ V(X).
L'une des propriétés les plus employées de la variance est résumée comme suit.

Proposition 1.2.1.Si le moment centré d’ordre 2 existe, alors la relation suivante
tient : )
V(X) =E(X?) — (E(X))*.

Remarques.La variance n’est pas la mesure la plus pertinente dans le cadre de
'assurance. En effet, celle-ci est symétrique ce qui a pour effet de pénaliser les
« bonnes variations » de la méme fagon que les « mauvaises variations ».
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1.2.2 LaValue at Risk

La Value at RiskVaR) est parmi les mesures de risque certainement la plus popu-
laire. C’est par exemple la mesure de risque préconisée dans le cadre du référentiel
Solvabilté 2. Elle est définie de la maniére qui suit :

Définition 1.2.2. Soit le niveauwd < o < 1, la VaR de niveau de confiance
associée a la variable aléatoire X est définie par

VaRy(X) = Fy Y(a).

La fonction Fx est la fonction de répartition associée a la variable aléaXjre
soit Fx (x) = P(X < x). On peut alors définir la fonction inverse généralisé de la
fonction de répartition par :

Définition 1.2.3. L'inverse généralisé de la la fonction de répartitiogn €st donné
pour ue [0,1] par

Fy H(u) =inf{x € R / Fx(x) > u},
avec la convention quef{0} = +co.

Remarques.

— La VaR de niveau de confianaee est finalement rien d’autre que le quantile
d’ordre a, soit un point de la queue de distribution. En d’autres termes, le ni-
veauvaR,(X) correspond au montant permettant de couvrir les sinistres dus au
risqueX avec la probabilitéx.

— Nous rappelons la remarque suivante quk¥ sist une variable aléatoire conti-
nue alors

1-Fx(VaRy (X)) =1-o.
En définitive, si une compagnie n’assure qu’un risjfuet a un niveau de res-
source égal ¥aR,(X) alors sa probabilité de ruine correspond-ad.

— La VaR n’est pas une mesure cohérente car elle n’est pas sous-additive.

1.2.3 LaTail Value at Risk

En complément de la VaR, on peut introduireTil Value at RisTVaR). Cette
derniére donne une information sur la queue de distribution contrairement a la
VaR. Or dans le domaine de I'assurance, cette information est souvent pertinente
car elle est liée directement a la sévérité des sinistres, soit a la gravité de ceux-ci.
La définition est la suivante.
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Définition 1.2.4. Soit le niveawd < o < 1, la TVaR de niveau de confiance
associée a la variable aléatoire X est définie par :

TVaR,(X) = ﬁ/:VaRJ(X)du.

On remarque que TVaRX) = E(X).

Remarque.

— La mesurdl VaR, (X) est assimilable a la la moyenne arithmétique des mesures
VaR,(X) pour les valeurs de supérieures &.

— La TVaR fournit une indication de I'épaisseur de la queue de distribution.

— La TVaR est cohérente et inclut un chargement de sécurité car pour €& 1
quelconque, on a alors qiie/aR,(X) < TVaR(X) = E(X).
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Chapitre 2

Génération des tables prospectives de
mortalité

e choix d’'un modele de mortalité n’est pas forcément si aisé qu'il n'y

parait. En effet, un nombre important de ces modeles ont été créés ces

dernieres années, ce qui rend ce choix encore plus difficile. Dans la pre-

=% miére partie, cfl1.3 nous avons déja évoqué certains aspects méthodo-

logiques dans ce type de travail. Dans cette méme partie mais au cliapioes
avons présenté sept modeéles stochastiques et extrapolatifs. Outre le fait que ces
différents modéles sont réellement employés par les actuaires pour I'élaboration
de tables prospectives de mortalité, ces derniers sont déja tous implémentés dans
LifeMetrics Ceci va nous permettre de gagner du temps sur tout ce qui concerne
le calibrage et I'extrapolation des parameétresSofitware user guide007) [LE].
Dans ce chapitre, nous allons donc aborder le traitement des différents modeles.
Comme nous ne disposons pas de données ou de tables d’expérience a la fois
en matiere de rentes et d’assurances déces, nous partons des données nationales
francaises sur lesquels un travail ultérieur a partir des modeéles propodés par
feMetricsa déja été effectué au sein de I'entreprise. Nous avons donc repris ce
travail pour calibrer les modeles.

Notre butici est donc la génération de tables prospectives de mortalité pour chaque
modéle dd_ifeMetricset naturellement en fonction du sexe. Ces tables serviront
alors a simuler les flux des engagements liés aux différents contrats considérés.
La premiére section de ce chapitre présente les données initiales, ainsi que les
travaux que nous avons repris en matiére de création des dites tables. Enfin, la
seconde section décrit quant a elle les travaux supplémentaires que nous avons
personnellement ajoutés, notamment dans la validation des modeles.
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2.1 Les données et travaux repris

Les données qui sont utilisées dans ce travail proviennent ddwitein Mortality
Databasé. Elles couvrent les populations féminines et masculines francaises sur
la plage 1899 a 2005. Pour chaque année appartenant a cette période délimitée,
plusieurs indicateurs statistiques liés a la mortalité générale sont ventilés pour
chaque age exacte au premier janvier compris entre 0 et 109 ans, ainsi que pour la
classe des 110 ans et plus notée 110+. Nous allons alors utilisés I'dfgatfus

risque de la population et le nombg; de décés qui a été recensé pour chaque
année et chaque age.

2.1.1 Premiers traitements

L'emploi des programmes dgfeMetricsimpliquent certaines contraintes. Il faut
notamment que I'exposition au risque et que le nombre de décés ne soient pas nuls
simultanément. Ce cas de figure arrive pour certains ages avancés et pour certaines
années d’étude. Des limites sont donc introduites de la maniére suivante :

— pour les hommes : années 1920-2005 et 4ges 0-99 ans,
— pour les femmes : années 1920-2005 et 4ges 0-102 ans.

Lors de I'étude préalablement effectuée a ce mémaoire, il a été noté que le « meil-
leur » modéle au sens dBayes Information Criterior{BIC) est le modéle M2

parmi ceux proposeés phifeMetricsa la fois pour les femmes et pour les hommes.

Ce résultat est obtenu sur base des statistiques réelles exposées ci-dessus. Rappe-
lons seulement au passage que le BIC est un critere prenant compte de la qualité
d’ajustement du modeéleia la log-vraisemblance et du nombre de parameétres a
estimer.

Néanmoins, si on utilise les programmesldeMetricstels quels sur nos sta-
tistiques, alors nous sommes limités en ce qui concerne I'age ultime a 100 ans
pour les hommes et 103 ans pour les femmes. Or, cette limite d’age ne peut cer-
tainement pas étre fixée a I'une de ces valeurs, surtout si I'on souhaite travailler
sur le risque de longévité, c’est-a-dire de voir la mortalité future s’améliorer. Des
lors, I'age ultime doit étre supérieur et typiquement de I'ordre de 125 ou 130 ans.
Le probléme demeure alors dans le fait gu'’il faille employer des techniques de
fermeture de table.

Lcf. http://www.mortality.org
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2.1.2 Fermeture des tables de mortalité

Le choix en ce qui concerne I'age limite pour la longévité humaine est arbitrai-
rement établi a 130 ans pour I'ensemble de cette étude. En d’autres termes, toute
personne ayant atteint 'adge de 130 ans au moins au premier janvier de I'année
civile a une probabilité de décéder lors de cette année égale a 1. De maniere for-
melle, nous pouvons synthétiser cette hypothése par la définition suivante.

Définition 2.1.1. Par hypothése, nous supposons que I'ensemble des modeéles de
mortalité utilisés intégrent la contrainte suivante :

VteN, mqsot) = 1.

L'étude effectuée préalablement a ce mémoire préconise d’employer la méthode
de fermeture de Denuit et Goderniaux, voir pour plus de précision Denuit & Go-
derniaux (2005)14]. En résumé, cette méthode consiste a ajuster par les moindres
carrés le modéle log-quadratique suivant sur la base des statistiques relatives aux
ages élevés :

INGi(t) = @ + bex+ cx® + &y,

aveceyt une suite d’erreurs gaussiennes indépendantes, centrees et de méme va-
riance. A cela viennent s’ajouter deux contraintes :

I ox(t)
IX  [4_130

Vi, xeN, quzot)=1 et =0.

Quashie & Denuit (2005)73] précisent que ces deux contraintes imposent a la
courbe des quotients de mortalité une allure concave aux grands ages et l'exis-
tence d’'une tangente horizontale au poirt 130 ans. La deuxieme contrainte

a pour conséquence d’empécher une décroissance éventuetigtdemux ages
avancés. En outre, le modele log-quadratique précédent peut se réécrire en la for-

mule suivante :
a + byx+ ¢ = ¢ (1307 — 26+ X2)

Une derniere remarque sur cette méthode porte sur la détermination de I'age « rac-
cord » a partir duquel leg(t) bruts seront remplacés par les valeurs ajustées pro-
venant du modele. Cet age est celui qui maximise le coefficient de détermination
R? en faisant varier 'age raccord dans l'intervalle 50-85 ans.

2.1.3 Extrapolation des séries temporelles

En plus d’'un outil d’ajustement des modele#feMetricspropose également un
programme permettant d’extrapoler les séries temporelles duﬂ&l[?)ﬁ(t(z) et
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K‘t(s). Pour le choix du processus servant a extrapoler les séreb)etricss’ins-

pire de Cairns, Blake & Dowd (2006}]. En effet, le processus est une marche
aléatoire avec tendance. Il est clair que d’autres processus ARIMA plus généraux
peuvent étre employés, mais celui employé et fixé a le mérite d’étre simple et de
nécessiter peu de parametres restant a estimer.

D’un point de vue pratique, nous allons par la suite fixer a 1.000 le nombre de
simulations en plus de I'extrapolatidrest estimat@our chacune des séries tem-
porelles dans chaque modele. Ce choix est dicté par des raisons d’espace mémoire
disponible ainsi que sur le compromis d’obtenir par la suite des estimations em-
piriques des quantiles suffisamment pertinentes. Pour finir, le nombre d’années
futures de projection de ces séries est fixé a 150 ans a partir de la derniére année
de statistique observée, soit en pratique a partir de 2005.

2.2 Travaux effectués

Puisque notre travail porte a la fois sur le risque de longévité et celui de mortalité,
nous avons choisi de nous focaliser au final sur une plage d’age comprise entre 20
et 130 ans, contrairement a I'étude préalable qui prévoit une plage 0-130 ans. C’est
la seule différence notable par rapport a ces premiers travaux. Le calibrage des
modeles suit donc la méme méthode que celle employée dans I'étude préalable.

i - Sélection des années (1920-2005) et des ages (0-102 pour les femmes
et 0-99 pour les hommes) pour que I'exposition au risque et le nombre
de décés ne soient pas nuls simultanément dans les données statis-
tiques originelles.

i - Fermeture des tables de mortalité jusqu’a I'dge limite de 13W@ns
I'estimation des parametres introduits a la sous seéibr.

iii - Estimation des parametres des modeles sur base des tables fermées
pour la plage d’age 20-130 ans et la plage d’années 1920-2005.

iv - Extrapolation des séries temporelles de chaque modele sur 150 années
a partir de 2005 en employant une marche aléatoire avec tendance.

v - Simulation de 1.000 trajectoires de ces mémes séries en plus du scé-
nariobest estimaten utilisant des réalisations de la variable aléatoire
représentant le terme d’erreur gaussien des marches aléatoires.

Une fois ce travail accompli par I'intermédiaire des programmekiigd/etrics

nous obtenons donc au total 1.000 tables prospectives de mortalité différentes en
plus de celle que nous dénommons sous I'appeletst estimateBien évidem-

ment, ces tables sont « datées » de 2005, derniére année d’observation statistique.
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Avant d’employer ces tables prospectives, nous avons tenu a vérifier la cohérence
des résultats que nous obtenons, soit en définitive des estimations des taux de
mortalité par modeéle et par sexe. Une maniere d’atteindre ce but est de contrdler

I'allure générale des espérances de vie résiduelles obtenues.

2.2.1 Sélection des modeles

Nous commencons par la définition suivante :

Définition 2.2.1. L’espérance de vie résiduelle est par définition égale a :
ex(t) = E(Tx(t)).

Cette définition se traduit dans notre contexte annuel et donc discret par :

w—X

&)= KPx(h).

k=1

avecw I'age ultime considéré, soit ici de 130 ans.

A partir de cette formule, on peut obtenir les graphes suivants des espérances de
vie résiduelles(t) pour chaque age entier de 20 a 129 ans calculées en 2005.
Nous utilisons pour produire les exemples suivants uniguement I'extrapolation
best estimatales séries temporelles en plus naturellement des estimations des
autres parametres. Les exemples fournis concernent les femmes pour les modéles
M2 et M7.

60

50

40

esperance resiauelle de vie
20 30
.

10

0

20 40 60 80 100 120
age x

Espérances de vie résiduelles des femmes en ann@€05 pour M2
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50 60
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Espérances de vie résiduelles des femmes en ara@®05 pour M7

L'allure des graphes précédents est tres représentative de ce que I'on obtient en
pratique : une droite de pente -1 qui s’'incurve aux ages €élevés. Ceci est en relation
directe avec le fait que les taux de mortalité sont petits aux ages les moins élevés
et donc que la courbe diminue d’environs un an chaque année. Aux ages les plus
élevés, les taux augmentent et donc la courbe finit par s’'incurver.

Certaines estimations des modeles lpgeMetricsont donné des allures totale-

ment aberrantes avec des graphes en forme de cloche par exemple. Nous n’avons
pas réussi a identifier I'erreur dans les algorithmes ou il semble y avoir un pro-
bléme dans la maximisation de la vraisemblance. Pour cette raison, nous allons
rejeter les modeles M6 et M8 a la fois pour les hommes et pour les femmes. Pour
bien fixer les idées, nous allons utiliser les modeles suivants pour les hommes et
pour les femmes :

— M1, M2 et M3 pour les extensions du modeéle de Lee-Carter,
— M5 et M7 pour les extensions du modele de Cairns, Blake & Dowd.

2.2.2 Comparaison des modéles

Nous venons de rejeter deux modeles et par la méme de conserver cing modéles.
Il semble alors pertinent de se donner un critere avec lequel on puisse comparer
les modéles. L'outiLifeMetricsoffre la possibilité de renvoyer Bayes Informa-
tion Criterion (BIC) calculé pour chacun des modeéles. Ce critere permet de rendre
compte de la qualité de I'ajustement aux données tout en privilégiant la parcimo-
nie du modele, c’est-a-dire un nombre de parametres pas trop élevé. La formule
du BIC est la suivante :

1

BIC=InL(¢)— 5vInN,
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avecy 'ensemble des parametres du modele et d;Bacn estimation par le maxi-

mum de vraisemblance, anrsIJ(‘rz?) devient la log-vraisemblance maximalhe.

est le nombre d’observations sans compter celles qui ont été exclues de I'analyse
dans les programmes dé&eMetrics etv le nombre effectif de paramétres a esti-

mer sans compter ceux pouvant étre déduits des contraintes fixées pour les besoins
d’identifiabilité des modeles.

Le tableau suivant est donc un condensé des différents BIC et donne également le
rang des différents modéles en fonction du sexe :

Modale Femmes Hommes
Rang| BIC Rang| BIC
M1 2 -60.298,49| 3 -77.885,87
M2 1 -45,589,22| 1 -51.630,01
M3 4 -71.046,77| 4 -123.337,90
M5 5 -237.697,14 5 -221.132,27
M7 3 -62.422,24| 2 -66.226,09

TAB. 2.1 — BIC et rang des modeles en fonction du sexe

On peut des lors constater que le modele M2 est a chaque fois le meilleur pour ce
critére, a la fois pour les hommes et pour les femmes.
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Chapitre 3

Analyse des engagements

ous venons d’aborder dans ce qui précéde la méthode que nous em-

ployons pour générer des tables prospectives représentant différents

scénarios de mortalité, ou plus précisément des surfaces selon I'age

et 'année. Maintenant, le but avoué de cette partie est la simulation
des engagements liés a des portefeuilles d’assurances vie ou de rentes. Autrement
dit, nous allons employer ces tables pour décrire la mortalité des individus de ces
portefeuilles, afin d’en déduire des réalisations des flux futurs. Nous notons au
passage que la génération des tables est effectuée avec le IBgi@irtlis que la
simulation des engagements l'est avec le logiSiab.

Ce chapitre commence par décrire les différentes hypothéses que nous fixons pour
pouvoir réaliser les simulations. Celles-ci sont de nature générales, actuarielles et
intrinséques aux portefeuilles. Puis, nous analysons la variable aléatoire représen-
tant la somme des engagements futurs des portefeuilles que nous allons devoir
simuler dans chaque cas, et sous les hypotheses fixées précédemment. Enfin, nous
appliquons tout ceci dans des exemples humériques permettant une premiere ap-
proche de la couverture naturelle.

3.1 Les hypotheses employees

Notre étude et notamment la partie consacrée a la mise en ceuvre des simulations
nécessite de supposer l'utilisation de certaines hypotheses afin d’atteindre les ob-
jectifs fixés dans le temps imparti. Ces hypothéses ont donc un réle « simplifica-
teur » et sont résumeées en trois catégories : les hypotheses générales, actuarielles
et celles sur la nature des portefeuilles.
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3.1.1 Les hypothéses générales

Tout d’abord, nous allons supposer le risque financier supporté par I'assureur ou
le gestionnaire comme éliminé ou nul. En pratique ce risque est loin d’étre nul et
peut étre un risque important pour des produits tels que les rentes par exemple. En
effet pour faire face a ses engagements au passif, le gestionnaire va investir en ac-
tif. Néanmoins si on suppose que ce dernier investit en actif totalement réplicable
alors le risque qualifié de financier est éliminé. Naturellement cette hypothése se
voit étre limitée dans son application pratique et la couverture ne pourra certai-
nement jamais étre parfaite. Cette hypothése a pour conséquence immeédiate que
nous considérons le facteur d’actualisation comme constant et nous considérons
nos engagements comme insensible a tout risque financier.

Pour ce qui concerne la partie non financiére, nous allons considérer que la mor-
talité des individus relevent des tables prospectives de mortalité que nous avons
pues générer au chapitre précédent. Nous avons choisi I'emploi de modéles sto-
chastiques de mortalité pour pouvoir dans chague modeéle simuler plusieurs tables
ou en d’autres termes plusieurs surfaces de mortalité. En cela, nous intégrons une
incertitude sur la surface de mortalité future pouvant fluctuer vis-a-vis de la sur-
face de référencbest estimateCette partie du risque non financier est de nature

« systématique », puisque non mutualisabfiori et représentant les risques de
longévité et/ou de mortalité suivant le contexte. Nous avons également une partie
du risque non systématique ou « diversifiable ». Cette part du risque provient des
différences d’échantillonnage entre la mortalité réelle des populations des porte-
feuilles et celle prédite par la table de mortalité sélectionnée. Ceci peut arriver par
exemple si I'on suppose que les décés ne sont pas parfaitement mutualisables, ce
qui est le cas de figure pour de petit portefeuille.

3.1.2 Les hypotheses actuarielles

Nous avons déja évoqué par ailleurs 'usage de certaines hypothéses actuarielles
utiles pour les parties consacrées aux modeles et tables de mortalité. Nous ne
faisons que de les rappeler ici :

i - LChypothése2.2.1 de constance par morceaux des taux instantanés
de mortalité sur chaque carré du diagramme de Lexis impliquant la
propriété2.2.5d’égalité des taux de mortalité instantané et central.

ii - L'hypothese3.1.1de Poisson ou le nombre de déces annuel a chaque
age et pour chagque année suit une loi de Poisson de moyenne le pro-
duit entre I'exposition au risque et le taux de mortalité correspon-
dants.
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iii - Nous supposons un age maximal a la longévité humaine égale a
130 ans dans nos applications.

Il est évident que ces hypotheses ne sont pas sans conséquences et ne sont qu’'une
approximation de la réalité, notamment par exemple sur I'age lingei est fixé
arbitrairement mais au-dela du record actuel de longévité humaine.

3.1.3 Les hypotheses sur les portefeuilles

Les différents portefeuilles sur lesquels nous allons nous baser pour simuler les
engagements sont constitués de maniere générale soit d’assurances en cas de dé-
ces, soit de rentes. L'approche que nous adoptons dans ce qui suit est I'approche
dite « rétrospective », ou il n’y a pas possibilité de nouveaux entrants dans les por-
tefeuilles. Nous supposons alors un certain nombre d’hypothéses techniques sur
ces produits :

1. Les produits sont tous considérés en cours de service.

2. Les produits ne donnent lieux a aucun droit supplémentaire.
Aucune prime ne peut étre versée ultérieurement.

Aucun type de revalorisation est prévu.

o bk w

Le taux technique est considéré comme constant.
6. Les versements sont annuels et en fin d’année pour les rentes.

Les produits que nous traitons dans ce mémoire ont attrait a la longévité et la
mortalité humaine. La variable importante est donc la durée de vie résiduelle.
Nous allons alors émettre I'hypothése classique d’'indépendance de ces durées
entre chaque individu différent appartenant aux portefeuilles.

3.2 Simulation des engagements

Nous allons par la suite nous intéresser a la variable aléatoire, notée symbolique-
mentA, représentant la somme des engagements futurs actualisés associée a un
portefeuille constitué de rentiers et/ou d’assurés en cas de déces. Pour analyser
une telle variable, nous retenons la méthode par simulation qui consiste bien évi-
demment a obtenir une multitude de réalisations de cette variable pour pouvoir
I'étudier. Les simulations de la variable sont construites sur le schéma suivant.

| - Nous sélectionnons plusieurs scénarios de mortalité, c’est-a-dire plu-
sieurs surfaces de mortalité future ou tables prospectives parmi les
1.000 au choix différent pour un modéle particulier M1, M2, M3, M5
ou M7. Par cette action, nous déterminons un certain nombrevhoté
de réalisations de la loi de mortalité
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Il - Pour chaque scénarim de mortalité fixé, nous simulons plusieurs
réalisations de la mortalité réelle des populations des portefeuilles. En
définitive, nous simulons si oui ou non les individus décedent en utili-
sant les parametres issus de la table de mortalité tirée. Nous obtenons
pour N nombres de telles simulations les estimateurs indépendants
entre eUxA 1, ..., Amn, ..., Amn de laloiA.

L'étape Il permet donc d’obtenir au total un nomidex N d’estimateurs de\,

et ainsi d’étudier le risque total associé a la somme des engagements futurs actua-
lisés. Maintenant, nous souhaitons pouvoir analyser la seule composante systé-
matique de ce risque, c’est-a-dire sans la partie diversifiable due aux fluctuations
d’échantillonnage de la mortalité du portefeuille par rapport a celle prévue par la
surface sélectionnée initialement. Nous cherchons donc des estimateurs de la loi
de A|M, soit la loi de 'engagemem sachant la surface de mortalite Il nous

suffit alors de connaitre léd réalisations dél, faites a I'étape |, et ainsi obtenir

un échantillonAy, ..., Am,...,Am de la loi conditionnelle nous permettant d’étu-

dier la seule partie systématique du risque.

Nous commencons tout d’abord par présenter les formules des engagements a si-
muler dans le cadre des hypotheses que nous décrivons dans la section précédente.
Puis, nous parlons de la maniére d’analyser et de mesurer finalement les risques
de longévité et/ou de mortalité intrinseques aux portefeuilles.

3.2.1 Formules théoriques des engagements

Nous fixons tout d’abord quelques notations nécessaires a la présentation des trois

cas que nous donnons par la suite :

— v le facteur d’actualisation ou taux technique supposé constant;;

— ri le montant annuel d’une rente pour I'individy

— G le capital déces versé a I'individy

— "I(t) 'ensemble des individus vivant & la datet possédant une rente de mémes

caractéristiques;

4 (t) 'ensemble des individus vivant a la ddtet possédant une assurance en

cas de déces de mémes caractéristiques;;

— mlindice se référant au scénario de mortalité, soit la table prospective de mor-
talité sélectionnée;

— nlindice représentant le « passif » du produit, soit suivant le contrat la réalisa-
tion ou non du déceés des individus.
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Cas des rentes

Prenons pour commencer I'exemple d’un individu rentier que I'on numérote par

i, nous pouvons associer a cet individu une suite de flux correspondant aux paie-
ments des arrérages de rente en fin d’année conditionnés au fait que ce dernier soit
toujours en vie a cette date la. Nous réemployons a cette fin les notations actua-
rielles presentées au chapiftele la premiére partie. Soli;)(t) la durée de vie
résiduelle de I'individu &gé dex(i) années révolues a la ddtelors les flux vus

de la date sont pour les scénarios et n de simulation :

_ o—x(i)—1
r/\lm,n(t) =i kzl Vk]l{TX(I)(t)>k | Tx(i)(t)>0}'

Nous considéronsiciles flux jusqu’au déces de l'individu, et donc prenons I'exem-
ple d'une rente viagére a terme échu dans le cas particuliey eul. Pour les
autres types de rentes, il est trés facile d’adapter la formule précédente.

Pour un ensemble d’individus ayant les mémes caractéristiques de rente, nous
obtenons comme somme des engagements futurs actualisés la variable pour les
scénariosn etn de simulation :

r/\m,n(t): z r/\im,n(t)'
ier(t)

Cas des assurances vie

Ce cas est assez similaire au cas précédent dans le sens ou il est son complémen-
taire. Considérons un individy ainsi que sa durée de vie residuéllg;(t) a

la datet sachant qu'il a atteint 'ag®(j). En datet, la somme des engagements
futurs actualisés pour les scénanngt n de simulation est :

0—X(j)—

1
' 1
Nhn(t) =C; i TkaT, ) (O <k1 | Ty (0)>0}-
&

Cet exemple correspond au versement d’un capital décés comme dans le chapitre
2 de la premiére partie dy = 1. Il suffit d’adapter cette formule aux autre types
de capitaux.

Nous obtenons de méme pour plusieurs individus possédant les mémes caracté-
ristique d’assurance vie la variable pour les scénariesn de simulation :

Nrn®) = T FAh(0).
jeal(t)
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Cas des rentes et assurances vie

Premier cas —Ce cas est le plus fréquent de ceux que nous allons étudier. Il cor-
respond a la situation ou les individus possédant une rente ne sont pas les mémes
que ceux ayant une assurance vie : cela revient & considéren?l (t) = .
Alors, la variable des sommes des engagements futurs actualisés est tout simple-
ment :

Amn(t) ="Amn(t) +3Amn(t).

Deuxiéme cas -Dans le cas contraire dli(t) N2l (t) # &, nous noton&l (t) =

I(t) @l (t) 'ensemble des individus vivant enet possédant une rente ainsi
gu’une assurance vie. Pour des raisons de simplification, nous considérons les
rentes comme viagéeres et les assurances sans aucun temporaire. Alors, nous avons
tout d’abord pour un individu ayant souscrit les deux contrats pour les scénarios
metn de simulation :

_ o—x(i)—1

Ce qui donne bien entendu pour I'ensemble de ces individus :

“Amn() =y " Amn(t).
icfar(t)

Puis, nous choisissons de noter par(t) = "1(t) \ @1 (t) 'ensemble des individus

vivant ent et possédant une rente mais pas d’assurance. De fridiip= 2l (t) \

3] (t) représente 'ensemble des individus possédant uniquement une assurance et
vivant ent. En supposant par généralité que les deux derniers ensembles définis
sont non vides, nous obtenons a partir des cas des rentes et des assurances vie :

TAmn(t) =Y "Analt) et
ierTI(t)

Ama) =5 *Anald).
jeali(t)

D’ou, nous finissons par déduire la variable représentant la somme des engage-
ments futurs actualisés pour les scénaniost n de simulation par :

/\mm(t) = rJ_/\mm(t) —|‘ aj_/\mm(t) + ra/\mm(t).
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3.2.2 Les simulations

Nous rappelons que les simulations de la variable aléatoire représentant la somme

A des engagements futurs actualisés sont exclusivement effectué &aSalers

gue celles des surfaces de mortalité I'ont été $duses simulations de cette va-

riable aléatoire ont la méme trame pour n'importe quel type de portefeuille. La
seule différence réside bien entendu dans le choix de la vakabkon qu’elle

se rapporte a des rentes, des assurances, des rentes et assurances sur les mémes
tétes ou sur des tétes différentes. Nous reprenons alors le schéma en deux étapes,
VU au tout début de cette section.

Etape | —Nous supposons que nous souhaitons sélectidviniables prospectives

de mortalité parmi les 1.000 différentes générées précedemment par I'intermeé-
diaire deLifeMetrics Pour cela, il suffit simplement de tirbt nombres aléatoires
entre 1 et 1.000. De plus, rien n’interdit a ce que ce nonvbieuisse étre supé-
rieur & 1.000.

Etape Il — Pour une surfacenc {1,...,M} fixé, nous souhaitons effectulirsi-
mulations différentes du « passif » a savoir de simuler différentes réalisations des
durées de vie des membres des portefeuilles. Nous choisissons d'utiliser une loi
binomiale dont les parametres sont le nombre de survivants en début d’année et
la probabilité de survie annuelle pour chague année de développement des enga-
gements. Ainsi, nos simulations nous donnint M réalisations de la variable
aléatoireA. Ici, nous omettons les indicesa oura par exemple, mais nous uti-
lisons la bonne variable correspondant au type de portefeuille désiré.

Nous notons les estimations obtenues par la ﬁé?c,i\a]}(mm)e{le}X{LMN} a-
vec m l'indice de la trajectoire de mortalité etcelui de la trajectoire du passif.
Nous obtenons alors les estimateurs de la variable aléatoire conditioArnBlle
pourme {1,...,M} suivant,

_ 1 N
lm =N lmn
P
qui représentent la composante systématique du risque associé a la variable

3.2.3 Traitement et mesure des résultats

La premiére approche que nous pouvons adopter pour évaluer le risque lié a la
variable aléatoiré\ est d’utiliser les mesures définies au chapitde cette méme
partie : variance, écart-typ¥alue at Risket Tail Value at RiskNous travaillons
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par la suite sur des exemples de portefeuilles dont les caractéristiques vont cer-
tainement différer. Il apparait nécessaire d’introduire des indicateurs relatifs nous
permettant de comparer les différents niveaux de risque de ces portefeuilles.

Un premier indicateur intéressant a citer provient directement de la formule de
décomposition de la variance conditionnée par la surface de mofial@&lle-ci
s’écrit de cette maniere :

V(A) =E(V(AIN)) + V(E(A|M)).

Dans cette formule, nous pouvons retrouver dans le premier terme du membre
de droite le risque diversifiable, et dans le second le risque systématique. Nous
pouvons introduire I'indicateur suivant.

Définition 3.2.1. Nous définissons la pafl de la variance expliquée par la com-
posante du risque systématique par :

V(E(AIM)

2=7Va)

Nous pouvons noter que par le principe de diversification, si I'effectif de la po-
pulation concernée tend vers I'infini, alors le rapp@rtonverge vers 1. En effet

dans ce cas théorique, seule la composante systématique subsiste et décrit alors
I'ensemble du risque.

Nous avons également choisi d’introduire un second rapport entre le capital éco-
nomique, vu au chapitrede cette partie, et la provisidiest estimatassociée au
portefeuille en question. Formellement, nous avons la définition suivante.

Définition 3.2.2. Nous définissons le Rapicassocié a la mesure de risqye
comme le rapport :
CE(A) _ p(A)—E(A)

Ratig, = E(A)  E(A)

OUE(A) est la provision best estimate et Ck) = p(A) —E(A) le capital éco-
nomique.

Nous allons souvent employer ce ratio dans nos applications numériques, le but
pour la compagnie étant idéalement d’avoir le plus (ditio, possible pour une
mesure de risque fixée.
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3.3 Applications numeriques

Dans cette section, nous réunissons quelques exemples numériques en concor-
dance directe avec la présentation antérieure des méthodes de simulations des
engagements. Nous avons tout d’abord besoin de fixer un certain nombre de para-
meétres globaux valables pour toutes les applications.

M N Y Datet | Modeéle
5.000| 200 | 1/1.02| 2005 M2

Les nombred et N correspondent aux notations utilisées dans la section préceé-
dente, soit respectivement au nombre de scénarios de simulations de la mortalité
et du passif. Le taux est le taux d’actualisation ou technique supposé constant.
La datet est la date d’actualisation des flux financiers, ou en d’autres termes la
date vue de laquelle ces flux sont considérés. Enfin, nous allons utiliser les tables
prospectives issues du modele M2 a la fois pour les hommes et pour les femmes.
En effet, il a déja été évoqué que ce dernier est le meilleur pour le critére du BIC.

Notre objectif dans cette section est de présenter les résultats des simulations sur
des portefeuilles de rentiers et d'assurés en cas de déces, puis d’essayer d’exhi-
ber le phénoméne de couverture naturelle existant entre ces deux types de por-
tefeuilles. Nous tenons a préciser que le développement des engagements se fait
jusqu’a la mort du dernier survivant pour chacune des simulations, qui intervient
obligatoirement a I'dge de 130 ans par hypothése.

3.3.1 Portefeuille de rentiers

Pour les rentiers, nous utilisons un portefeuille constitué de 6 sous-groupes établis
selon le sexe (hommes-femmes) et I'age des individus (50-60-70 ans). Leffectif
est de 500 individus pour chaque sous-groupe, soit une population de 3.000 indivi-
dus au total. Le niveau du montant annuel des rentes est fixé de maniére forfaitaire
a 15.000 euros. Nous récapitulons dans le tableau suivant les principaux indica-
teurs statistiques et les différentes mesures de risque que nous obtenons pour la
sommeA des engagements futurs actualisés :

Best estimate Ecart-type VaRygs TVaRgs Ratio/ar | Ratiorvar
874.029.207| 16.537.360, 901.505.464 909.423.962 3,14% 4,05%

Nous pouvons d’hors et déja constater que la varidblest extrémement sous-
dispersée. Il suffit pour cela de regarder la moyemestestimafeet I'écart-type

qui traduisent un faible coefficient de variation de I'ordre d&3P6. Nous consta-
tons également ce fait sur I'histogramme et la fonction de répartition empirique
de A, ou la distribution semble a chaque fois resserré autour de la moyenne.
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Fréquence
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La encore, il est naturel de trouver que cette répartition est peu volatile, avec un
coefficient de variation de I'ordre de A8%. Nous trouvons naturellement des
mesures plus faibles que précédemment en dehors de la moyenne qui demeure
la méme. La parf2 de la variance expliquée par la composante systématique du
risque est ici de 883%. Nous représentons cette répartition empirique avec les

graphiques suivants :
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A chaque fois, les distributions sont trés peu dispersées autour de la moyenne.
Cette constatation nous amene alors a penser que sur cet exemple le risque sup-
porté par la compagnie ne parait pas étre trop difficilement gérable. Bien entendu,

il faut garder a I'esprit I'ensemble des hypothéses faites, ainsi que le fait que nous
travaillons qu’avec un seul modéle.

3.3.2 Portefeuille d’assurés

Pour les assurés en cas de déces, nous considérons cette fois un portefeuille consti-
tué de 8 sous-groupes toujours selon le sexe (hommes-femmes) et selon I'age (30-
40-50-60 ans). Les effectifs de chaque sous-groupe sont les mémes et égaux a
2.000 individus. Au total, la population du portefeuille est donc de 16.000 per-
sonnes. Nous résumons les principales mesures du risque associé a la ariable
représentant le codt total des engagements futurs actualisés dans le tableau sui-
vant :

Best estimate Ecart-type VaRygs TVaRgs Ratio/ar | Ratiorvar
736.973.920| 12.608.305 757.561.154 762.362.757| 3,03% 3,84%

Comme dans le cas des rentiers, la répartition est peu variable. Le coefficient de
variation est de I'ordre de,Z1%. Les graphes de la répartition empirique de la
variableA sont présentés ci-apres.
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Maintenant, nous reprenons le méme type d’informations mais seulement pour
la composante systématique du risque. Tout d’abord, les indicateurs et mesures
statistiques sont :

Best estimate Ecart-type VaRygs TVaRgs Ratio/ar | Ratioryar
736.973.920| 12.497.329 757.333.860 762.127.992 2,76% 3,41%
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Nous retrouvons bien entendu le méme constat que précédemment et nous pré-
cisons que le coefficient de variation est de I'ordre dé0%. La partQ de la
variance expliguée par la composante systématique du risque est2dé®gour

cet exemple. Les graphes de la répartition empirique sont :

Histogramme Répartition empirique

800

1.0

600
|
08

Fréquence
400
Fn(x)
0.4

200

0.0

T T T T | T T T T T
7.0e+08 7.2e+08 7.4e+08 7.6e+08 7.8e+08 7.0e+08 7.2e+08 7.4e+08 7.6e+08 7.8e+08
Engagements totaux Engagements totaux

Répartition empirique de la part systématique dans le cas du modéle M2

Nous pouvons alors formuler le méme constat que pour le cas des rentiers. Le
risque parait faible en comparaison du niveau de la moyenne et donc des provi-
sions pour la compagnie.

3.3.3 Portefeuille mixte

Cet exemple est le premier qui va nous servir a exhiber le principe de la couverture
naturelle. Nous reprenons les deux portefeuilles étudiés dans les cas précédents
pour les examiner ensembles et non séparément. Comme d’habitude, notre pre-
miere étape est d’analyser la variableésultante de la somme des engagements
futurs actualisés, cette fois pour les rentes et les assurances vie. Les principales
mesures et indicateurs sont resumés dans le tableau suivant :

Best estimate Ecart-type VaRygs TVaRgs Ratio/ar | Ratioryvar
1.611.003.127 7.205.158| 1.622.976.631 1.626.253.756 0,74% 0,95%

La répartition est dans ce cas moins variable, et le coefficient de variation est de
I'ordre de Q45% en comparaison avec les deux répartitions des cas précédents.
Nous pouvons constater un effet de la couverture naturelle dans I'évolution des
Ratio. En effet, par rapport au cas des rentiers, les ratios décroisent d’environs
76% pour lavaRy g5 et laTVaRy gs. Par rapport au cas des assurés, ces mémes

ratios diminuent d’approximativement 75%. Nous donnons maintenant les gra-

phiques de la répartition empirique de la varialle
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Nous remarquons encore que le distribution est trés recentrée autour de sa moyen-
ne. Nous allons maintenant nous intéresser a la composante systématique du risque
associé a\. Les mesures statistiques et indicateurs sont :

Best estimate| Ecart-type VaRygs TVaRgs Ratio/ar | Ratioryar
1.611.003.127 4.301.999| 1.617.942.716 1.620.878.664 0,43% 0,61%

La partQ de la variance expliquée par la composante systématique du risque est
de 3565%. Cette part a donc considérablement diminué par rapport aux cas des
rentiers et des assurés pris individuellement. L'effet de la couverture naturelle se
voit également dans la diminution des ratios de I'ordre de 82% a 85% selon le
type de mesure de risque et le cas considéré (rentiers ou assurés). Les graphes de
cette répartition empirique sont :
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La distribution est encore moins volatile et plus resserrée que dans les cas précé-
dents, notamment par rapport a celui ou le risque est total. Cette derniere remarque
est intéressante car elle n’était pas vraiment valable pour les situations ou les por-
tefeuilles de rentes et d’assurances sont pris separément.

3.3.4 Synthese

Ce premier exemple numérigue nous permet donc d’observer pour la premiére fois
I'effet de la couverture naturelle entre des portefeuilles de rentes et d’assurances.
Dans nos applications, cet effet est bénéfique pour chacune de nos mesures et par
rapport a chaque type de produits. Tous les ratios relatifs ont diminué pour le por-
tefeuille mixte, et sa distribution empirique s’est indéniablement resserrée autour
de sa moyenne. Ce constat s’avere encore plus criant pour la seule composante
systématique du risque. Comparé aux deux premiéres situations, le risque systé-
matique est encore moins volatile que le risque global pour la derniére situation.
La partQ tombe méme a 355%, alors que précédemment elle valait soi838%6

pour les rentes, ou soit 934% pour les assurances.

En pratique, cela implique pour la compagnie une gestion de ses risques encore
plus facilité, simplement en ayant accés a ces deux portefeuilles a la fois. Néan-
moins, a la base les risques qui pesaient sur ces derniers n’étaient que relative-
ment tres faibles. Méme si le gain dans I'association des deux portefeuilles en
pourcentage sur les ratios est important par rapport aux situations individuelles,
nous pouvons comprendre qu’une compagnie puisse ne pas étre intéressée par un
tel procédé. Il faut noter que ceci est démontré avec le modéle M2, mais que cela
reste valable pour chacun des modeles M1, M3, M5 et M7. Ce résultat provient
certainement de la variabilité des taux de mortalité simulés. Ces modéles n’auto-
risenta priori que de faibles fluctuations en général.
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Troisiéme partie

Avec la partie précédente, nous disposons désormais d’un outil de base permettant
de simuler et également d’analyser les engagements de différents portefeuilles de
rentes et d’assurances. Nous consacrons entierement cette derniéere partie a I'étude
de I'mpact de la couverture naturelle, en nous basant donc sur les programmes
développés antérieurement. Il s’ouvre alors a nous un vaste champ de pistes de ré-
flexions possibles a mener. Nous ne sommes pas bien entendu capable de répondre
a toutes les questions que nous pouvons nous poser, il faut restreindre cette ana-
lyse a certaines investigations ciblées. L'exemple numérique développé dans la fin
de la deuxiéme partie a mis a jour la faible variabilité intrinséque aux simulations
pour un modeéle de mortalité. Nous sommes intéressés par enrichir notre outil de
base de risques supplémentaires, non pris en compte pour le moment. Ainsi, nous
devrions gagner en variabilité et en réalisme.

Trois chapitre constituent cette troisieme et derniére partie. Nous débutons par
mener un premier exemple de problematique pratique pour une compagnie d'as-
surance. Cette derniére souhaite en effet savoir quel gain de couverture d’'un por-
tefeuille d’assurances vie ressortirait si elle développait ses affagées rentes.
Notamment pour bénéficier pleinement des conséquences de la couverture natu-
relle, elle aimerait détecter le nombre optimal de tels contrats a adjoindre a ses
assurances. D’autre part, I'ajout successif de certains risques additionnels est réa-
lisé parallélement a cette étude. Le chapitre suivant fait la part belle aux analyses
de sensibilité. Nous cherchons ici a voir ce qu’il se passe lorsque nous faisons
varier certains parametres, comme les montants des versements des produits ou
I'effectif de rentiers hommes et femmes. Enfin, nous terminons par un ultime cha-
pitre traitant des compléments possibles a effectuer au sein de notre méthode ou
de nos analyses.
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Chapitre 1

Un premier exemple pratigue

ace aux nombreuses manieres d’étudier I'impact de la couverture natu-

relle, nous décidons de nous focaliser dans ce chapitre sur une problé-

matique unique. Nous considérons une société d’assurance vie quel-

'S99 congue dont les affaires comprennent des contrats constitués d’assu-

rances déces. Cette entreprise a alors 'idée de se dévelipphes contrats de
rentes. Elle peut par exemple penser que ses assurés en cas de déces soient inté-
resseés par un contrat leurs permettant de se prémunir contre le risque de longévité,
ou alors trouver de nouveaux individus souhaitant souscrire a ce type de produit.
Dans les deux cas, le but est avant tout commercial. Un autre objectif compatible
avec ce but lucratif est pour la compagnie de vouloir bénéficier de I'effet de la
couverture naturelle. Ceci pourrait diminuer son exposition globale au risque sans
réel colt supplémentaire, puisqu’elle accroit ses affaires en méme temps. Cette
problématique nous parait étre le point de départ d’'une étude intéressante d’'un
point de vue pratique pour une compagnie d’assurance, voir de réassurance.

Notre démarche dans ce chapitre est donc d’étudier ce cas de figure en utilisant
les modeles et hypothéses que nous avons construits et formulés tout au long des
parties précédentes. Dans ce contexte, nous prenons en compte seulement ce que
nous appelons lesrsques basiques», ceux-ci font référence aux risques sys-
tématiques de longévité et de mortalité, mais également au risque diversifiable.
Toutefois, comme il a déja été remarqué dans le troisieme chapitre de la partie
précédente a la sectiéh3, nous nous trouvons dans des situations ou finalement

le risque global s’avere étre peu élevé pour la compagnie. Nous souhaitons donc
enrichir notre étude de risques supplémentaires en les ajoutant un a un a la si-
tuation de base. La premiére étape de ce projet consiste a considésguke
d’incertitude des parametresdes modeles de mortalité que nous avons estimés
avecLifeMetrics La seconde étape concerneifgue de modeleassocié aux gé-
nérations des tables de mortalité. Il faut bien voir que dans le fait de choisir un
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modele particulier réside une erreur potentiellement importante de ne pas sélec-
tionner le bon modeéle. Nous voulons prendre en compte ce probleme. Enfin, nous
finissons en tenant compte daque de pandémie Lors de la simulation de nos
engagements, la possible occurrence d’un tel phénomeéne peut avoir un impact sur
nos résultats.

1.1 Methodologie

Dans toutes les applications présentées dans ce chapitre, nous commencons par
fixer un portefeuille d’assurances vie, puis nous déterminons le nombre « opti-
mal » de rentiers. Ce nombre est celui qui minimise le rapRattq, du porte-

feuille mélangeant assurances et rentes gviecmesure de risque choisie. Pour

cela, les parametres du portefeuille d’assurés sont fixés au préalable et restent
invariables. Nous faisons de méme pour les portefeuilles de rentiers, sauf naturel-
lement pour I'effectif qui est la variable de contrdle ici.

1.1.1 Portefeuille d’assurés

Pour notre étude, nous devons fixer un portefeuille de contrats d’assurances vie.
Nous choisissons de constituer ce dernier par 12 sous-groupes selon I'age et le
sexe. Les paramétres de ce portefeuille sont :

— ages : 40, 45, 50, 55, 60 et 65 ans,

— sexe : hommes et femmes,

— montant du capital déceés : identique par sous-groupe fixé a 100.000 euros,

— effectif : identique par sous-groupe fixé a 1.000 individus.

Nous allons alors développer les flux liés aux engagements de ce type de porte-
feuille jusqu’au décés du dernier survivant pour chague simulation.

1.1.2 Portefeuilles de rentiers

Les portefeuilles de rentiers sont tous construits en 4 sous-groupes selon 'age et

le sexe. Nous allons faire varier I'effectif de ces sous-groupes mais de maniére a

ce que la répartition entre hommes et femmes soit paritaire. Les parametres des

portefeuilles de rentiers sont :

— ages: 50 et 60 ans,

— sexe : hommes et femmes,

— montant des arrérages annuels des rentes : identique par sous-groupe fixé a
15.000 euros,

— effectif : variable mais identique par sous-groupe.
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La valeur commune des effectifs des 4 sous-groupes varie de 0 a 625 individus
avec un pas de 25. Ce qui se traduit pour I'effectif global des portefeuilles a un
nombre allant de 0 a 2.500 individus par pas de 100. Enfin, le développement des
flux s’effectue encore une fois jusqu’au décés du dernier survivant.

1.1.3 Cas étudiés

Nous souhaitons étudier deux cas de figure dans la constitution des portefeuilles
de rentiers.

Cas de figure 1 :nous allons considérer que les rentiers sont également des assu-
rés issus du portefeuille d’assurances vie fixé initialement. Ce cas implique donc
qgue si un rentier meurt au cours d’'une année, la compagnie ne verse plus d’ar-
rérages liés a la rente mais paie le montant du capital déces aux bénéficiaires de
I'assurance en fin de cette méme année.

Cas de figure 2 :nous considérons cette fois que les rentiers ne bénéficient pas
en méme temps de contrat d’assurance vie. Dans ce cas, il y a donc total indépen-
dance entre les engagements liés aux assurances vie et ceux des rentes.

1.1.4 Parametres fixés

Nous résumons dans le tableau suivant les valeurs que nous avons fixées des pa-
rametres qui restent globaux dans I'ensemble des applications de ce chapitre :

M N Vv Datet
5.000| 100 | 1/1.02| 2005

Nous rappelons seulement gMeest le nombre de scénarios de mortalité choisi,
N celui du passify est le taux constant d’actualisation ou de maniére équivalente
le taux technique, et la dateest 'année a laquelle s’effectue I'actualisation des
flux financiers.

1.2 Risques basiques

Dans cette section, nous reprenons simplement les méthodes de simulations telles
gue présentées dans le chapfirde la deuxieme partie de ce mémoire pour les
appliguer au probléme qui nous intéresse ici.
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1.2.1 Présentation

Nous considérons dans cette section principalement deux types de risques : les
risques systématiques comme ceux de longévité et de mortalité, et les risques di-
versifiables. Pour pouvoir simuler des réalisations des engagements des différents
portefeuilles, nous avons besoin de générer des tables de mortalité ou de maniéere
équivalente des surfaces de mortalité. Pour cela, nous choisissons d’employer le
modele M2 pour les hommes et pour les femmes. C’est ce dernier qui apparait
étre a chaque fois comme le meilleur selon le critere du BIC (cf. Ali)e

1.2.2 Application

Commencons par fournir les principales mesures et indicateurs statistiques concer-
nant la somme des engagements futurs et actualisés pour le portefeuille d’assurés
individuellement.

Best estimate Ecart-type| VaRygs TVaR g5 Ratio/ar | Ratiorvar
632.671.545| 9.117.947| 647.355.711] 650.835.342 2,32% 2,87%

Nous nous trouvons dans une situation équivalente a celle déja vue dans la sous
section3.3.2de la deuxieme partie. En effet, nous observons une faible variabilité

a travers I'estimation de I'écart-type par rapport a celle de la moyenne, mais aussi
avec les faibles niveaux de ratios. Nous donnons également les mémes mesures
pour la part systématique du risque seulement.

Best estimate Ecart-type| VaRygs TVaRgs Ratio/ar | Ratiorvar
632.671.545| 8.995.866| 647.205.888 650.573.018 2,30% 2,83%

Nous obtenons des valeurs tres proches du cas ou le risque est pris globalement.
Ceci s’expligue par le fait que la composante systématique est prépondérante avec
une partQ de variance expliquée de I'ordre de, 34%.

Passons maintenant aux résultats empiriques liés a notre problématique en pre-
nant compte uniquement les risques dits basiques. Pour cela, nous ajoutons au
portefeuille d’assurances vie un portefeuille de rentes, et nous réitérons ceci en
faisant varier les effectifs des rentiers. Nous obtenons le graphique suivant des
ratios provenant de MaR, g5 et de laTVaR) gs.
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Nous observons bien pour chacun des deux cas I'effet de la couverture naturelle
sur les portefeuilles constitués d’assurés et de rentiers, par rapport a celui des assu-
rés uniqguement. En effet, sur cette figure tous les points sont inférieurs aux ratios
pour 0 rentiers, soit seulement les assurés.

Autre constat, il N’y a guere de différence entre les deux cas étudiés d’'assu-
rés/rentiers dépendants (cas 1) ou indépendants (cas 2). Néanmoins, cet écart joue
en faveur du cas dépendant qui offre donc un plus dans la couverture naturelle.
Ceci est particulierement visible aux environs de la zone ou les ratios sont a leur
minimum. Effectivement, il est clair sur ce graphique qu’il existe un minimum
atteint aux alentours de 1.600 individus rentiers au total, ce qui fait un nombre de
400 personnes par sous-groupe. Pour le premier cas, les ratios les plus bas sont
obtenus pour les valeuRRatio/ar = 0,56% etRatioryar= 0,70%. Dans le se-

cond cas, ces mémes valeurs sont supérieures et égRlatsoar = 0,63% et
Ratioryar = 0,79%. Intéressons-nous maintenant plus spécifiguement a la part
systématique du risque pour laguelle nous obtenons les graphiques suivants.

— 66 —



Troisiéme partie — Un premier exemple pratique

3.00%
2.50% \'
2.00% \\'
1.50% \\

1.00% \\\\\\

0.50% \\\-\'\ P e
W

0.00% +———1— 1 — T T T T T T T T T T T

Ratio

|
N
M

C
Q O O L L N O
PR & & F P o

T T
o N N N o

\) N N N N

9 S Ve

Nombre de rentiers

‘—e— Ratio VaR cas 1 = Ratio TVaR cas 1 & RatioVaRcas2 m Ratio TVaR cas 2 ‘

Ratios des portefeuilles assurés/rentiers pour la part systématique

Dans la forme, nous trouvons des résultats qui différent de précédemment, mais
dans le fond nous sommes amenés a formuler des remarques similaires a quelques
nuances pres. Tout d’abord, nous pouvons affirmer que les ratios obtenus pour les
deux cas assurés/rentiers dépendants ou indépendants sont les mémes. Ensuite, le
« creux » des différentes courbes est nettement plus marqué que pour le risque glo-
bal, mais correspond a la méme zone de 1.600 rentiers. Le fait que les ratios pour
la composante systématique soient inférieurs a ceux du risque total est tout-a-fait
naturel, puisque la partie diversifiable du risque est ici omise.

Par contre, cet écart relatif entre les ratios des risques global et systématique est
plus accentué pour la région minimale. Ceci est un effet de la couverture naturelle
qui permet en quelque sorte d’éliminer du risque systématique par compensation
entre longévité et mortalité. Par exemple pour les deux cas, le minimum est ob-
tenu pour des ratios de niveaux égalRatio/ar = 0,08% etRatioryar= 0,10%

a comparer aux mémes indicateurs pour la part total du risque, ce qui donne une
diminution relative de I'ordre de 85% a 86%. Dans le méme temps, nous rappelons
que ces ratios ne décroisent relativement que trés peu pour les assurés individuel-
lement, de 1% a,5%. En ajoutant 2.500 rentiers, nous obtenons une baisse de
I'ordre de 29% a 31%.

Pour le portefeuille d’assurés et de 1.600 rentiers, la@al variance expliqguée

par le risque systématique est de I'ordre dE5®6 seulement. Nous pouvons ajou-

ter également que le gain apporté par la couverture naturelle ne se fait pas seule-
ment que pour le portefeuille d’assurés, puisque nous obtenons dans le cas des ren-
tiers uniqguement des ratios de I'ordreRatio,ar = 2,90% etRatioryar= 3,66%

pour la part systématique du risque. Ces valeurs sont bien supérieures a leurs
courbes respectives, et constituent le seuil si nous poursuivons infiniment I'ajout
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de rentiers selon la méme méthode.

1.3 Risque d’incertitude des parametres

Dans la deuxieme partie au chapifenous avons expliqué comment nous obte-
nions nos tables prospectives de mortalité, éléments essentiels a nos simulations.
Lors de cette présentation, nous avons déclaré que les programixié=Mietrics

étaient utilisés pour la construction de ces tables, notamment pour I'estimation des

parametres et I'extrapolation des séries temporaﬂ'ésﬂes modeles. Nous avons

pu alors remarquer que les différentes estimations des parameétres ne tenaient en
aucune maniére d’une quelconque incertitude ou erreur sur celles-ci, provenant de
fluctuations d’échantillonnage du modéle de régression poissonien. En effet, seul

le risque d’incertitude lié a la prédiction des séries tempora{i'éest considéeré

dans ces programmes. Cela se traduit dans les faits par I'obtention d’estimations
uniques des parametres, tandis que nous pouvons simuler les différentes séries
chronologiques dans le futur.

1.3.1 Principe

Nous avons donc la volonté d’enrichir les programmes originelldsfd®etrics

en tenant compte du risque d’incertitude sur les parametres des modeles. Pour
ce faire, nous sommes partis des travaux de Delwarde (20GpJi&ns lesquels

il est fait mention de I'impossibilité d’obtenir analytiguement des intervalles de
confiance pour les variables recherchées. La présence des deux sources d’aléas ci-
tées précédemment, erreurs d’échantillonnage relatives aux parameétres et erreurs
de prédiction des séries temporelles, en est principalement la cause. Nous avons
testé deux méthodes toutes les deux basées sur de la simulation.

Approche par simulation de Monte Carlo

Cette méthode découle directement de I'hypothése de Pois$ahpermettant

de modéliser le nombrBy; de déces a I'aga pendant I'annéé. En effet, ceci
impliqgue que nous pouvons utiliser le critere du maximum de vraisemblance pour
estimer 'ensembl@ des parametres du modéle. Des lors, nous pouvons conclure
gue l'estimateur® de ® est asymptotiguement distribué selon une loi normale
multivariée. La moyenne de cette loi est le vect@uet la matrice de variance-
covariance est I'inverse de la matrice d’'information de Fisher du modele. Pour
obtenir une estimation de cette derniére, il suffit de prendre I'opposé de I'espé-
rance des dérivées secondes de la Iog-vraisemblalhtﬁ@}rpar rapport aux pa-
ramétresp. A partir de 1a, nous pouvons simuler de nouveaux parametres pour les
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modeles. Plus précisément, nous suivons les trois étapes suivantes pour obtenir un
échantillonk de parametres :

1. Nous générons le vecte® & partir de la loi normale multivariée que nous
venons de détailler.

2. Nous estimons les paramétres de projection de la marche aléatoire avec ten-
dance associée aux séries temporelles des modéles en utilisant les séries

i),k ‘A . L R . L
K‘t(l)’ venant d’étre simulées jusquta= tmax la derniere année d’observa-

tion.

3. Nous simulons une trajectoire future de chacune des sépi)epourt >
tmax Celle-ci est obtenue a partir des parametres estimés a I'étape 2, ainsi
que des réalisations des termes d’errélfren employant des simulations
de la loi normale# (0, 6%) ou 6¥ a été déterminé dans I'étape 2 encore une
fois.

Ainsi par cette méthode, nous tenons bien compte des deux sources d’aléa. Dans
nos applications numeérique, nous construisons 1.000 échantillons différents en
plus de celubest estimat@our étre cohérent avec la méthode de base, ou nous
simulons 1.000 trajectoires des séries temporelles a partir des estimations uniques
des parametres.

Lors de la mise en pratique de cette méthode, nous n’avons eu aucun probléme
pour les deux premiers modeles M1 et M2. Mais lors de I'application au modele
M3, nous avons eu la production de valeurs manquantes dans les simulations des
échantillons de parameétres. Nous pensons que le probleme survient lors de I'exé-
cution de la phase d’inversion de la matrice d’'information de Fisher par le logiciel

R. En tout état de cause, nous nous sommes rabattus sur la deuxiéme méthode qui
bien que plus longue, n’a pas posé de probleme.

Rééchantillonnage paramétrique des déces

Cette méthode est entierement basée sur I'hypothése de PdigstpourDy;. En

effet, nous employons les données d’exposition au risque et du nombre de déces
(Ext,Dxt) pour créer des échantillofmotstrap(Ey, D). Les D% sont simple-

ment obtenus par simulation a partir de la loi de Poisson de moy@gn&lous
pouvons alors obtenir des échantillons de nouveaux paramétres pour les modéles
en procédant de la méme fagon que dans I'approche précédente :

1. Nous créons les nouveaux nombres de dé@gar simulation selon la
distribution dePoissoriDyt).

2. Nous estimons les paraméti@® des modéles & partir des données simulées
(Ext,D2) & I'étape précédente.
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3. Nous estimons les parametres de projection de la marche aléatoire avec ten-
dance associée aux séries temporelles des modéles en utilisant les séries

1q(')’k venant d'étre simulées jusquta= tmax la derniére année d'observa-
tion.

4. Nous simulons une trajectoire future de chacune des sxétpi)epourt >
tmax Celle-ci est obtenue a partir des parametres estimés a I'étape 3, ainsi
que des réalisations des termes d’erréjﬁren employant des simulations
de la loi normale# (0, 6%) ot 6X a été déterminé dans I'étape 3 encore une
fois.

Nous choisissons d’effectuer 1.000 échantilldmotstrapdes nouveaux para-
metres dans nos applications numeériques. Le nombre de tables prospectives de
mortalité différentes est encore de 1.000 en plus de bel# estimateomme

dans la méthode de base pour chaque modeéle et sexe.

1.3.2 Application

Cette application va donc voir I'ajout du risque d’incertitude sur tous les para-
meétres du modele choisi par rapport a la méthode de base abordée dans la section
précédente. Nous avons sélectionné le modéle M2 pour les hommes et pour les
femmes pour modéliser la mortalité. Nous commencons en donnant les indica-
teurs liés au risque global de la somme des engagements futurs actualisés pour le
portefeuille d’assurés uniquement.

Best estimate Ecart-type| VaRygs TVaRgs Ratio/ar | Ratioryar
633.070.067| 9.050.529| 647.751.885 652.145.303 2,32% 3,01%

Les résultats obtenus sur ce portefeuille sont sensiblement les mémes que ceux
obtenus dans la section précédente qui n’'inclue pas le risque d’incertitude sur les
parametres. |l semble que nous ne gagnons pas de variabilité supplémentaire avec
I'ajout de ce risque. Les résultats sur la part systématique du risque sont resumés
dans le tableau suivant :

Best estimate Ecart-type| VaRygs TVaRgs Ratia/ar | Ratioryar
633.070.067| 8.927.732| 647.209.928 651.876.964 2,23% 2,97%

Il y a sur cet exemple peu de différence avec le risque global. Ici, la composante
systématique est encore prépondérante avec un@uatvariance expliquée de
I'ordre de 9730%.

Examinons les graphiques obtenus dans le cadre de notre problématique. Pour
commencer, nous donnons le graphe des ratios pour les portefeuilles assurés/ren-
tiers en faisant varier la taille des groupes de rentiers pour les ratio3/aé&las

etde laTVaR) g5 :
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L'interprétation est identique a celle de la section précédente a savoir que la cou-
verture naturelle s’apprécie par le creux que nous pouvons observer lorsque nous
ajoutons des rentiers au portefeuille d’assurés. La différence entre les cas 1 et 2
est encore une fois minime en faveur du cas assurés/rentiers dépendants puisque
les ratios sont dans ce cas légérement inférieurs. Le minimum semble étre atteint
pour 1.600 rentiers pour les deux types de ratios considérés. Les valeurs atteintes
sont pour le premier cas dRatioar = 0,57% etRatioryar= 0,72%, et pour le
deuxiéme cas dRatio/ar= 0,65% etRatioryvar= 0,81%. Nous nous intéressons
maintenant a la composante systématique du risque dont le graphe des ratios est
ci-apres.
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Les résultats s’interpréetent finalement de la méme fagon que pour la section pré-
cédente, d’'autant plus que la différence entre les cas 1 et 2 est ici inexistante. La
baisse relative des ratios de la composante systématique par rapport a ceux du
risque total n'est pas uniforme, et est plus marquée dans la zone minimale des
1.600 rentiers. Effectivement, pour les assurés uniquement, elle est de I'ordre de
1% a 4%, alors que cette diminution est la plus forte pour 1.600 rentiers avec une
chute relative de 76%.

Les ratios obtenus pour ces portefeuilles minimaux sont de I'ordRatie,/;r =

0,15% etRatioryar= 0,19%. Le risque systématique est donc dans cet exemple
tres bien compensé entre la longévité et la mortalité. En effet, laCpaet va-

riance expliquée par la part systématique est de I'ordre 2% dans le cas ou le
minimum est atteint. L'effet de la couverture naturelle est également notable pour
les portefeuilles de rentiers individuellement dans la mesure ou les ratios associés
aux parts systématiques sont égaukadio,sr = 2,80% etRatioryar= 3,40%.

1.3.3 Comparaison

Nous venons de traiter deux contextes différents dont I'un s’avére étre un enri-
chissement de I'autre par I'ajout du risque d’incertitude sur les parameétres. Pour
comparer ces deux situations, nous réunissons les ratios des parts systématiques
uniguement, puisque ces derniers sont les mémes pour les cas 1 et 2. Dans la |é-
gende du graphique, le contexte correspondant aux risques basiques est noté par
« base », l'autre I'étant par « incertitude ».
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Les différences ne sont que trés lIégéres et ne varient pas forcément dans le méme
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sens. Ces écarts sont les plus visibles lorsqu’ils se situent dans la zone proche des
assurés uniguement. Dans cette région, l'influence du portefeuille fixe d’assurés
est la plus forte. Or par construction, ces derniers sont en moyenne plus jeunes
que les rentiers. L'ajout de I'incertitude sur les paramétres pourrait donc avoir un
impact supérieur aux ages les moins élevés sur les niveaux des ratios. Enfin, dans
la zone minimale, les ratios « basiques » sont inférieurs a ceux tenant compte du
risque d’incertitude. Les valeurs sont égalédadio,or = 0,08% et aRatioryar=

0,10% pour la premiére situation, et pour la secondgaéio;ar = 0,15% et a
Ratioryar= 0,19%.

1.4 Risque de modele

Jusqu’a présent, nous travaillons en présumant que le modéle de mortalité per-
mettant de décrire les taux de mortalité est le bon. Or, nous ne pouvons pas avoir
une telle certitude puisque dans les faits nous sélectionnons notre modele a par-
tir de certains critéres. Nous souhaitons désormais pouvoir tenir compte dans nos
simulations d’un tel risque de se tromper de modele.

1.4.1 Principe

Dans ce mémoire, le critére permettant de classifier les modeles est celui du BIC.
Nous avons alors sélectionné le modéele M2 parmi cing modeles retenus au to-
tal. Un moyen pratique de prendre en compte le risque de modéle est finalement
d’employer I'ensemble de ces cing modeéles pour nos simulations. Pour ce faire,
nous décidons d'utiliser le BIC afin d’affecter un poids « relatif » & chacun des
modeles différencié selon le sexe également. Ces poids sont calculés en fonction
des écarts relatifs entre I'ensemble des BIC des différents modeéles. Pour clarifier
nos propos, nous rappelons les BIC en question et donnons les poids leur étant
associeés :

Modale Femmes _ Hommes _
Rang| BIC | Poids | Rang| BIC | Poids
M1 2 -60.298,49 0,2277 3 -77.885,87| 0,2142
M2 1 -45.589,22| 0,3012 1 -51.630,01| 0,3231
M3 4 -71.046,77| 0,1933 4 -123.337,90 0,1353
M5 5 -237.697,14] 0,0578 5 -221.132,27 0,0755
M7 3 -62.422,24| 0,2200 2 -66.226,09| 0,2519

TaB. 1.1 — Poids relatifs des modeles en fonction du sexe

Dans les programmes originaux de simulation, nous choisisMosienarios de
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mortalité parmi les 1.000 surfaces ou tables de mortalité disponibles une fois un
modéele sélectionné. Nous effectuons cette étape tout simplemadatirage aléa-

toire deM nombres entre 1 et 1.000. Dorénavant, nous allons rajouter une étape
supplémentaire qui va permettre de choisir un modéle parmi les cinq disponibles
M1, M2, M3, M5 et M7. Pour ce faire, nous définissons deux lois discretes, une
pour chaque sexe, a valeurs ddas2, 3,4,5} dont les masses de probabilité sont

les différents poids associés. Puis, il suffit de réaliser autant de simulations de ces
lois que de scénaridd pour sélectionner un modéle.

1.4.2 Application

Cette fois, nous utilisons tous les modeles disponibles pour prendre en considéra-
tion le risque de modeéle. Naturellement, nous tenons compte du risque d’incerti-
tude sur les paramétres. Pour commencer, nous résumons les mesures associées a
la somme des engagements futurs actualisés pour le portefeuille d’assuré unique-
ment.

Best estimate Ecart-type VaRygs TVaRgs Ratio/ar | Ratiorvar
642.376.171| 27.353.435 694.918.737 700.430.862 8,18% 9,04%

L'ajout du risque de modele augmente nettement la variabilité des résultats que
nous considérons. En effet par rapport a la section précédente, le niveau moyen
d’engagement reste a peu prés le méme puisqbedeestimate’augmente re-
lativement que de ,#7%, tandis que I'écart-type augmente lui relativement de
202%. En outre, les niveaux des ratios augmentent relativement de 253% pour le
Ratio/ar et de 200% pour IRatioryar Pour la part systématique, nous avons les
indicateurs suivants :

Best estimate Ecart-type VaRygs TVaRgs Ratio/ar | Ratiorvar
642.376.171| 27.319.472| 694.730.747 700.295.612 8,15% 9,02%

La différence est plus que minime avec le risque global et effectivement |&part
de variance expliquée par la composante systématique est de I'ordre7d8@9
Cette part représente donc pratiquement toute I'intégralité du risque.

Passons aux résultats graphiques que nous avons pour les ratios des portefeuilles

assurés/rentiers vis-a-vis de notre problématique. Tout d’abord pour le risque glo-
bal, le graphique est :
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Les niveaux des ratios sont bien plus supérieurs que ceux obtenus dans les deux
sections précédentes, ce qui correspond a I'effet de I'ajout du risque de modéle.
Néanmoins, I'interprétation reste la méme. Il y a peu de différence entre les deux
cas mais en faveur du cas assurés/rentiers dépendants. Le minimum est obtenu aux
environs de 1.600 rentiers pour des valeurfkd&o/ar = 0,67% etRatioryar=

0,83% dans le premier cas, et Batioyar = 0,73% etRatioryar= 0,91% pour

l'autre. Sur la part systématique, le graphique est le suivant.
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Le creux est toujours plus accentué avec la part systématique mais moins que
pour les deux situations précédentes. Il n'y a pas de différence entre les cas 1
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et 2, et le minimum est atteint aux environs de 1.600 rentiers pour des niveaux
de ratios égaux &atio/ar = 0,40% etRatioryar= 0,47%. Dans ce cas, nous
avons une parf de variance expliquée par la partie systématique du risque de
I'ordre de 3794%. Il semble donc que cette part augmente avec I'ajout successif
des risques. En effet dans le cas basique, elle étaitd®® puis de 728% avec

le risque d’incertitude supplémentaire et maintenant d®4&%. En outre pour

les portefeuilles de rentiers uniquement, nous obtenons pour la part systématique
des ratios du niveau dRatio/ar = 6,60% etRatioryar= 8,68%. Leffet de la
couverture naturelle est donc largement bénéfique. Mais pour la premiere fois,
nous avons une constatation quéliatio g pour les portefeuilles d’assurés et de
100 ou de 200 rentiers est supérieur a celui des rentiers uniquement. Dans ce cas
de figure, I'effet est négatif.

1.4.3 Comparaison

Nous avons désormais trois situations a comparer. Celles-ci sont synthétisées dans
le graphe suivant qui présentent les ratios pour les parts systématiques du risque.
La situation correspondant a I'ajout du risque de modele est notée dans la légende
par « modéle ».
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Comparaison des ratios sur la part systématique

Il apparait trés clairement ici que I'apport du risque de modéle dans nos résul-
tats est important. La différence se traduit avant tout dans les niveaux des ratios
obtenus avant et aprés I'ajout de ce risque. En effet, la zone optimale du nombre
de rentes semble demeurer la méme, soit aux environs de 1.600 rentiers au total.
Cependant, les creux sont visiblement différents. Tout d’abord, la variation des
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niveaux des ratios est plus importante dans le cas ou nous prenons en compte le
risque de modele. Toutefois comme révélé sur le graphe ci-aprés ou nous nous
intéressons au taux de variation suivant

_ Ratio/ar— Ratioyar pour le portefeuille d’assurés uniquement

Taux - . ; Z . ;
Ratio/ar pour le portefeuille d’assurés uniqguement

il N’y a pas de réelle différence entre les trois cas avant la zone optimale de rentiers.
Nous obtenons par contre une différence significative apres cette zone pour le cas
avec risque de modeéle. Si nous pouvons dire que la situation optimale de rentiers
offre un gain relativement équivalent pour nos trois cas, nous devons quand méme
remarquer que le cas avec risque de modele conduit a de réelles différences par
rapport aux deux précédents. De notre point de vue, il est beaucoup plus riche
car il semble capter les phénoménes vus avec les risques basiques et d’incertitude
des parametres, mais en plus il en contient des supplémentaires. En conséquence
de quoi nous estimons dorénavant que nous ne devons plus négliger ce risque de
modele et travailler avec par défaut.

O O ) ) O O O )
N N N N O 3 N N O S 3 N
s & F & T FE T P qF o
0.00%
-10.00% .
-20.00% *
-30.00% *
@ *
2 -40.00% =
£ L]
§  .50.00% .
3 -60.00% ]
o 8
-70.00% s : S
-
-80.00% s s 2
- - [ ]
-90.00% : , il ee*?®
$ s o8

-100.00%

Nombre de rentiers

‘ + Ratio VaR base # Ratio VaR incertitude # Ratio VaR modéle ‘

Taux de variation relative des ratios par rapport au cas
des assurés uniquement sur la part systématique

Le graphe des taux de variation relative des ratios entre les portefeuilles variables
assurés/rentiers et la situation du portefeuille uniquement d’assurés est fourni
seulement pour les ratios liés aV@R, gs. Nous précisons que celui que nous
pouvons avoiviala TVaR) g5 est sensiblement I'équivalent de celui-ci.
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1.5 Risque de pandémie

Ce mémoire a pour domaine la branche vie de I'assurance. Il est alors logique de
vouloir prendre en compte dans nos simulations I'impact d’'une éventuelle pan-
démie sur les engagements. En effet, une pandémie est une épidémie qui s’étend
sur une tres large région géographique comme un continent ou la planéte entiére.
L'exemple le plus frappant du début du ¥Xe€ siécle est la grippe espagnole qui

de 1918 a 1920 a fait plus de 15 millions de morts de I'Asie a I’Amérique du Nord

en passant par I'Europe. De nos jours, le SIDA est considéré comme une pandé-
mie apres avoir infecté plus de 40 millions de personnes. De tels phénoménes
influent forcément sur les taux de mortalité, c’est pour cela qu'’il est intéressant de
s’interroger sur leur impact.

1.5.1 Principe

L'étude de la pandémie n’est pas si aisée que cela. Ses conséguences sur la mor-
talité ou sa probabilité d’'occurrence sont variables selon le type de pandémie,
comme dans le cas des deux exemples cités précédemment. Nous nous sommes
basés sur I'étude de Van Broekhovera#t(2006) [27], et plus particulierement

sur les pandémies de type grippal. Notre modele est trés simple vu la complexité
du sujet. Pour chague année de développement des flux financiers dans nos si-
mulations, nous réalisons la simulation de I'occurrence d’'une pandémie ou non
par une variable de Bernoulli. Puis si épidémie il y a, nous ajoutons aux taux
de mortalité un surplus « forfaitaire » et identique a chaque age, mais pour cette
année particuliere seulement. Les parametres employés pour nos applications pro-
viennent de Van Broekhoven all (2006) [27] et sont :

Probabilité d’occurrence dans I'année 3%
Surplus de mortalité « forfaitaire » | 0,25%

TAB. 1.2 — Parametres du modele de pandémie

1.5.2 Application

Le dernier cas que nous étudions voit donc I'ajout supplémentaire du risque de
pandémie. Nous débutons en donnant les mesures associées a la somme des enga-
gements futurs actualisés pour le portefeuille d’assurés uniquement.

Best estimate Ecart-type VaRy o5 TVaR o5 Ratio/ar | Ratiorvar
643.099.516| 27.427.613 696.192.398 702.025.225 8,26% 9,16%

—78 —



Troisiéme partie — Un premier exemple pratique

L'ajout de la pandémie n’a pas ici de grandes conséquences sur le niveaux des
indicateurs en comparaison avec le cas précédent. Nous constatons tout du moins
une légere augmentation des indicateurs par rapport a la situation sans prise en
compte d’effet de pandémie. Ce résultat semble cohérent car une pandémie im-
pliqgue une mortalité supérieure et plus précoce des individus. Or sur un porte-
feuille d'assurés uniguement, ceci colte forcément plus cher a la compagnie. Nous
constatons le méme effet sur la part systématique du risque.

Best estimate Ecart-type VaRygs TVaRgs Ratio/ar | Ratiorvar
643.099.516| 27.393.407| 696.049.047| 701.918.373 8,23% 9,15%

Encore une fois, la composante systématique est prépondérante avec ude part
de variance expliquée de I'ordre de,99%.

Les graphiques des ratios sur les portefeuilles assurés/rentiers sont présentés ci-
apres, tout d’abord pour le risque global.
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L'interprétation est finalement la méme que celle vue dans la section précédente
sans le risque de pandémie. L'ajout de la pandémie n’a pas eu trop d’effet visible
sur le niveau des ratios ou sur la zone optimale du nombre de rentiers toujours au
voisinage de 1.600 rentiers pour des valeurRdga,,r = 0,67% etRatioryar=

0,83% pour le premier cas et Ratio/ar = 0,73% etRatioryar= 0,91% pour

le deuxiéme cas. Ces valeurs sont d’ailleurs les mémes que dans le cas ou nous
excluons la pandémie. Pour la part systématique, nous obtenons le graphique sui-
vant.
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L'analyse est la méme que celle de la section précédente. Il n’y a aucune diffé-
rence entre les cas 1 et 2. Le minimum est atteint pour environs 1.600 individus
a des niveaux de ratios égauRatio/ar = 0,40% etRatioryar= 0,47%. Dans

ce cas, nous avons une p&rtde variance expliquée par la partie systématique
du risque de I'ordre de 399%, trés proche de celle du contexte sans pandémie.
En outre pour les portefeuilles de rentiers uniquement, nous obtenons pour la part
systématique des ratios du niveauRkio/ar = 6,63% etRatioryar= 8,45%.

1.5.3 Comparaison

Nous comparons pour finir les quatre situations qui voient I'ajout successif des
risques basiques, du risque d’'incertitude des parameétres, du risque de modéle et
du risque de pandémie. Le graphique suivant rassemble les ratios de ces cas pour
la part systématique du risque.
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Leffet dO a la pandémie seule est a lire sur ce graphique en comparant les ratios
notés dans la Iégende par « pandémie » et ceux par « modeéle ». Nous pouvons no-
ter une certaine évolution reflétant donc I'impact de la pandémie, mais il semble
néanmoins que son influence reste faible. Le sens de variation de ces ratios est fa-
cilement interprétable. Pour de faibles nombres de rentiers, les engagements liés
aux assurés sont prépondérants dans le portefeuille total. Or, nous avons déja noté
que pour un portefeuille d’assurés uniquement les valeurs des ratios augmentent
légerement lorsque nous tenons compte d’effet de pandémie. Maintenant, nous
pouvons remarquer que dans la zone minimale vers 1.600 rentiers les ratios sans
et avec pandémie sont les mémes, ou quasi identiques. Puis lorsque le nombre de
rentiers croit, le sens s’inverse et les ratios avec pandémie se retrouvent plus bas
gue ceux sans. Dans ce cas, I'influence des engagements des rentiers domine celle
des assurés. Incorporer la pandémie dans notre modele a pour effet que les porte-
feuilles de rentes coltent moins chers, et dans ce cas mélangés avec le portefeuille
d’assurés font supporter relativement moins de risque a la compagnie.

1.6 Synthése

Dans ce chapitre, nous avons développé une premiére approche permettant d’ana-
lyser un point concret de la couverture naturelle. Nous avons voulu savoir s'il
était possible de déterminer un nombre optimal de rentiers a ajouter a un porte-
feuille fixe d’assurés, permettant ainsi de diminuer le risque relatif supporté par
une compagnie. Pour cela, nous nous sommes donnés deux contraintes. La pre-
miére et la principale est de voir I'impact sur la couverture naturelle de I'ajout de
certains risques supplémentaires aux risques basiques : risque d'incertitude des
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parameétres, risque de modele et risque de pandémie. La seconde est de comparer
deux types particuliers de composition des portefeuilles : le premier mélangeant
assurés et rentiers sur les mémes tétes, et le second sur des tétes différentes. Dans
le premier, nous introduisons de la dépendance entre les rentiers et les assurés,
tandis que dans le second I'indépendance est totale. En tout cas, nous avons pu
observer un nombre identique de 1.600 rentiers au total permettant d’obtenir les
ratios minimaux.

En définitive, nous n’avons remarqué que trés peu d’écart dans les ratios obtenus
entre les deux cas d’assurés/rentiers dépendants ou indépendants. Cette différence
s’amenuise méme lors de I'ajout du risque de modele. Cependant, le cas dépendant
semble produire des ratios Iégérement inférieurs. Ce résultat nous parait logique
puisque ce cas correspond a une situation de couverture parfaite ou longévité et
mortalité sont censées se compenser le mieux. Maintenant, la faible divergence
est certainement due aux modeles sous-jacents a notre étude. De plus, nous tra-
vaillons avec les mémes tables de mortalité pour les rentiers et les assurés. Or si
ces derniers ont le méme age et que le modele sélectionné admet peu de variabi-
lité, alors la différence entre les deux cas sera faible. Ceci est encore plus criant
lorsque nous utilisons I'ensemble des modéles pour insérer le risque de modeéle
dans notre étude.

Passons maintenant aux conséquences des risques supplémentaires sur nos résul-
tats. Tout d’abord, nous pouvons dire que I'ajout successif de ces risques implique
en valeur absolue une augmentation des ratios minimaux pour 1.600 rentiers sur
les graphiques. Par exemple poufT¥aR) g5, nous avons des niveaux de ratios

sur la part systématique égauwRatioryar= 0,10% pour la situation de base,
Ratiorvar = 0,19% avec le risque d’incertitude, Batioryar= 0,47% pour le

risque de modele et de pandémie. Néanmoins, la diminution de ces ratios rela-
tivement a la situation sans rentiers est finalement pratiguement la méme, et est
de I'ordre de 93% a 96%. Nous pouvons également affirmer que l'incertitude des
parametres n’ajoute que peu de variabilité supplémentaire a la situation de base.
Ceci est logique car I'erreur commise dans I'estimation des parametres est tres
faible par rapport a celle des simulations des projections futures des séries tem-
porelles. En effet, nous disposons d’'un volume d’observations statistiques assez
important qui nous permet d’avoir une faible incertitude sur les estimations des
parameétres de chacun des modeles. Par contre, la prise en compte du risque de
modele apporte beaucoup de variabilité supplémentaire. Il semble primordial de
considérer ce risque car nous avons noté que nous pouvons capter de nouveaux
phénomeénes en plus de ceux déja remargiigsiori cela provient simplement

du fait que par construction le modéle M2 et ses analogues avec incertitude sur
les parameétres sont tous employés pour tenir compte du risque de modéle. Enfin,
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il semble que la pandémie n’est pas un grand impact sur les résultats présentés. A
cela, nous pouvons penser que le probleme peut aussi résider dans la maniére de
mesurer son effet. Actuellement, nous développons nos flux jusqu’a extinction du
dernier vivant. En conséquence, nos mesures sont faites sur de longues périodes,
or il serait certainement judicieux de mesurer la pandémie sur de plus courtes
périodes.
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Chapitre 2

Analyses de sensibilité

e chapitre s’articule autour de I'étude de sensibilité de la couverture
naturelle a divers parametres. Compte tenu du temps limité dont nous
disposions, le choix de ces derniers est subjectif. Néanmoins, il se veut
le reflet de certaines de nos pistes de réflexion pratique. Nous n’ou-
blions pas que nous étudions la couverture naturelle a des fins de compenser entre
eux les risques de longévité et de mortalité. Nous sommes donc dans les analyses
développés ici largement intéressés par déterminer quels peuvent étre les consti-
tuantes d’un portefeuille optimal, au sens ou il permet de minimiser par exemple
le Ratia/ar ou celui duRatioryar Naturellement, nos applications doivent étre
limitées par certaines contraintes, ce qui de toute maniére s’avere étre le cas éga-
lement pour une compagnie dans la réalité. Pour commencer, nous travaillons en
englobant bien entendu les risques basiques, mais aussi ceux d’'incertitude des pa-
rametres et de modéle comme présentés dans le chapitre précédent. Nous mettons
de c6té celui lié a la pandémie. Ensuite, nous fixons des parametres pour I'en-
semble des analyses effectuées qui sont les suivants.

M N v Datet
5.000| 100 | 1/1.02| 2005

Nous rappelons quigl est le nombre de scénarios de mortalité chdisielui du
passif,v est le taux constant d’actualisation ou taux technique, et la @astd’an-
née a laquelle s’effectue I'actualisation des flux financiers.

Nous débutons nos analyses en étudiant la sensibilité de l'influence de la cou-
verture naturelle par rapport aux niveaux des prestations de chacun des types de
produits d’assurance ou de rente. Puis, nous portons notre regard sur I'évolution
de cette couverture lorsque les effectifs de rentiers hommes et femmes varient sans
que le portefeuille d’assurés ne soit modifié.
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2.1 Sensibilité par rapport aux niveaux des presta-
tions

Pour cette premiere analyse, nous désirons étudier la sensibilité des résultats par
rapport aux niveaux de montants des capitaux déces ainsi que ceux des arrérages
annuels de rente. Pour mener a bien cette analyse, nous allons fixer certaines ca-
ractéristiques associées aux portefeuilles utilisés pour cette étude. En outre, sauf
mention du contraire nous travaillons en incluant les risques d’incertitudes des
paramétres et de modele, comme présentés dans le chapitre précédent.

2.1.1 Préliminaires
Les portefeuilles

Dans la suite de cette section, festefeuilles de rentierssont constitués de deux

sous-groupes selon le sexe. Les caractéristiques sont les suivantes :

— ages : 65 ans,

— sexe : hommes et femmes,

— montant des arrérages annuels de renteariable mais identique par sous-
groupe,

— effectif : identique par sous-groupe fixé a 1.000 individus.

A cela, nous ajoutons lgrtefeuilles d’assuréscomposés de deux sous-groupes

également selon le sexe. De plus, nous utilisons deux ages différents pour ce type

de portefeuille, ce qui va nous amener a effectuer deux études de sensibilité au

total. Les différents parametres pour les assurances vie sont :

ages : 40 ou 60 ans,

sexe : hommes et femmes,

montant du capital décewvariable mais identique par sous-groupe,

effectif : identique par sous-groupe fixé a 4.000 individus.

Pour finir, nous allons développer les flux liés aux engagements jusqu’au déces du
dernier survivant pour chacune des simulations.

Remarque sur lesRatiq,

Le seul parametre variant aussi bien pour les portefeuilles d’assurés que de ren-
tiers est le montant du produit en question. Néanmoins, il demeure identique pour
chaque individu selon son type de contrat. Or que le niveau d’engagement pour
un produit soit de 1 euro ou de 1.000 euros, cela ne va produire aucune varia-
tion sur le niveau duRatig, pour une mesure de risqgecohérente ou tout du
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moins homogene. Cela tient naturellement a la définition du ratio qui est le rap-
port entre le capital économique et le montant d’engagement espéré, c’est donc
une mesure relative du risque supporté par la compagnie. Dans nos applications,
les portefeuilles d’assurés ont donc une unique valeur théoriqirRatia, pour

une mesurg fixé. Il en est naturellement de méme pour les portefeuilles de ren-
tiers. Bien entendu une fois les deux types de portefeuilles associés, cette valeur
varie et nous sommes alors intéressés par déceler le ou les niveaux inférieurs aux
ratios des portefeuilles pris individuellement. Ce cas refléte I'effet positif de la
couverture naturelle. De plus, nous nous intéressons également a déterminer le ou
les éventuels ratios minimaux parmi tous ceux calculés.

2.1.2 Cas des assurés de 40 ans

Notre premiére étude utilise des portefeuilles d’assurés dont I'age est fixé a 40 ans.
Nous faisons alors varier le montant du capital déces de 50.000 a 150.000 euros
avec un pas de 10.000 euros. De méme, les arrérages annuels de rente vont de
12.000 & 22.000 euros avec un pas de 1.000 euros. Nous obtenons les graphiques
suivants pour l&Ratia/ar 0U laVaRest de niveau 95.
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Premiere constatation, il n'apparait pas sur cette figure de minimum loeal et
fortiori global. Il n'existe donc pas un niveau de capital décés et de rente qui
combinés ensemble donnent un portefeuille de ratio minimal. Par contre, nous
pouvons distinguer une bande « minimale ». Cette derniere matérialise les ratios
les plus bas observés sur la surface a gauche. Elle permet a un niveau de capi-
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tal déces fixé de faire correspondre un montant d’arrérage permettant d’obtenir
le portefeuille assurés/rentiers avec le ratio minimal parmi tous les portefeuilles
dont l'arrérage de rente est variable. Ceci est également inversement lisible pour
un montant de rente fixé et des niveaux de capital déces variables. Cette obser-
vation est particulierement visible sur le graphe de droite des contours. Sur ce
dernier, nous pouvons observer une bande diagonale allant en s’élargissant pour
les arrérages ou capitaux les plus élevés. C’est cette région qui coincide avec les
ratios les plus bas. En valeurs numériques, nous obtenons des ratios minimaux
compris entre 358% et 371%. La répartition dans les engagements totaux des
portefeuilles liés a ces ratios particuliers est de I'ordre de 60% a 63% pour les
engagements liés aux rentes, et donc de 37% a 40% pour ceux des assurances.
La forme des graphiques que nous obtenons est particuliére et s’expliquent notam-
ment par la répartition des niveaux des engagements entre assurances et rentes.
Fondamentalement, plus le capital décés est élevé et la rente faible, et plus les
engagements totaux du portefeuilles proviennent majoritairement des assurances.
Or les mémes types dRatio/ar sur la part systématique du risque pour les por-
tefeuilles uniqguement d’assurés sont assez élevés et de I'ordre 28%4.4Ceci
explique le pic élevé dans le coin gauche observé sur la surface. Dans le méme
ordre d'idée, le pic du coin droit provient de la prépondérance des rentes sur les
assurances qui tendent vers un ratio de I'ordre &%, celui des portefeuilles

de rentiers individuellement. L’élargissement de la bande est d0 au fait que nous
nous approchons de la zone ou les capitaux et les arrérages sont les plus hauts, ce
qui implique que nous nous éloignons des sommets liés respectivement aux porte-
feuilles d’assurés et de rentiers individuellement. Passons maintenant aux mémes
graphiques mais pour les ratios liés aMaR) gs.
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Dans le cas de lId8VaR) g5, nous trouvons des niveaux de ratios plus élevés
gu’'avec laVaR, gs, ce qui s’expliquent largement par la définition de ces me-
sures. Néanmoins, les interprétations sont dans le fond que trés Iégérement diffé-
rentes. En effet comme nous pouvons le constater sur le graphe des contours, nous
conservons cette bande diagonale un petit peu décalée vers le bas cette fois, vers
des niveaux d’'assurances plus faibles pour des mémes niveaux de rentes. L'im-
portant est ici de noter que méme si elle se situe a des hauteurs de ratios plus
important, la localisation de cette bande est trés proche de celle trouvée avec le
Ratio/ar. Pourtant dans le méme temps, la surface a gauche évolue. L'altitude re-
lative entre eux des pics a gauche et a droite s’est modifiée, puisque la hauteur
de celui des rentes s’est rapprochée de celle des assurances. Effectivement, cette
déformation s’explique toujours par le fait que les ratios tendent vers ceux des
portefeuilles uniguement composés d’assurés d’'un coté, et de rentiers de l'autre.
Les valeurs du ratio sur la part systématique pourVaR) g5 sont de I'ordre de
15,53% pour les assurances et dé®&% pour les rentes. Le ratio des rentiers s’est
d’avantage rapproché de celui des assurés par rapport au casal® k. Pour

finir, la répartition dans les engagements totaux des portefeuilles de ratio minimal
s’est encore une fois |légerement décalé du coté des rentes. Les engagements de
celles-ci représentent de 63% a 65% de ceux totaux, au lieu de 60% a 63% préce-
demment.

Nous enrichissons cette étude en comparant les derniers résultats avec ceux que
nous pouvons obtenir en excluant le risque de modele, mais tout en gardant celui
d’incertitude sur les paramétres. Nous employons le modéle M2 pour les hommes
et les femmes. Nous présentons ici les graphiques des ratiosTdéaR g5 sur

la part systématique avec la méme échelle d’arrérages de rentes et des capitaux
allant de 100.000 a 250.000 euros avec un pas de 10.000 euros.
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En travaillant avec le meilleur modéle uniquement, nous trouvons des discor-
dances par rapport aux résultats précédents, mais également des points communs.
En effet, nous obtenons toujours une bande de ratios minimaux comprises entre
0,97% et 098%. Cependant, la localisation de cette bande pour des niveaux d’ar-
rérages de rentes inchangés est modifiée vers des valeurs de capitaux décés beau-
coup plus élevées. Par exemple pour une rente de 18.000 euros annuels, nous
trouvons en prenant en compte le risque de modele un capital optimal de 100.000
euros, et en I'excluant un capital de 180.000 euros. Notons que la part des rentes
dans les engagements de ces portefeuilles de ratios minimaux est d’environ 51%.
Globalement, il n’y a pas vraiment d’explications différentes a chercher pour la
forme des graphiques et plus particulierement la bande minimale. La différence
notable réside bien entendu dans la localisation de cette région permettant d’asso-
cier les niveaux de capitaux et d’arrérages conduisant aux portefeuilles de ratios
minimaux.

2.1.3 Cas des assurés de 60 ans

Pour la seconde étude, nous utilisons cette fois des portefeuilles d’assurances vie
pour des individus agés exclusivement de 60 ans. Ceci va par ailleurs nous per-
mettre d’avoir une premiére idée de I'impact de I'évolution de I'age sur la couver-
ture naturelle. Notre but est donc de comparer les nouveaux résultats avec ceux
précédemment analysés. Nous gardons la méme échelle pour les arrérages de rente
entre 12.000 et 22.000 euros avec un pas de 1.000 euros. Pour obtenir des gra-
phiques équivalents a ceux précédents, nous changeons la plage de capitaux de
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100.000 a 250.000 euros avec le méme pas de 10.000 euros. Nous débutons avec
les graphiques pour les ratios déMaR, g5 sur la part systématique seulement.
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Cette fois encore, nous devons faire la constatation qu’il n’existe pas de minimum
local ou global sur cette figure, mais une nouvelle bande diagonale « minimale ».
La localisation de cette bande a par contre totalement évoluée puisqu’elle se situe
a des niveaux de capitaux bien plus élevés pour de méme montants de rentes. Cette
bande s’élargit toujours pour des arrérages ou des capitaux élevés, comme nous le
voyons sur le graphe des contours. La forme de la surface reste fondamentalement
la méme avec les deux pics représentatifs des influences des portefeuilles unique-
ment constitués d’assurés (a gauche) et de rentiers (a droite). La valeur des ratios
sur la part systématique pour ces derniers types de portefeuilles sont de 'ordre
de 603% pour les assurances et d®®&% pour les rentes. L'ordre de grandeur

du ratio des assurés est le seul a changer puisque I'dge de ces derniers est mo-
difié dans cette seconde étude. Nous pouvons donc conclure que ce changement
n'a pas d’influence sur l'interprétation que nous avons déja formulée quant a la
forme des graphiques. Il est cependant raisonnable de voir la localisation de la
bande étre modifiée et correspondant a des niveaux de ratios compris, &ifre 0

et 0 78%. La répartition des engagements totaux entre la part provenant des as-
surances et celle des rentes est également modifiée : entre 39% et 40% pour les
rentes et donc entre 60% et 61% pour les assurances. Intéressons nous maintenant
aux graphiques pour les ratios del®aR) g5 sur la composante systématique du
risque.
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Par rapport aux résultats obtenus ave¢a, g5, nous avons les mémes observa-
tions exception faite des niveaux des ratios supérieurs ave¢ds gs. La forme

de la surface évolue et notamment le pic des rentiers augmente plus relativement
a celui des assurés. Effectivement, le ratio sur la part systématique pour les porte-
feuilles exclusivement constitués de rentiers est de I'ordre, #186% par rapport

a 6,91% pour celui exclusivement d’assurés. Par contre, la bande minimale est
située pratiquement pour les mémes niveaux de capitaux et d’arrérages pour des
ratios compris entre,@7% et Q98%. L'écart est encore moins important que par
rapport a la premiere étude et ne se ressent pas dans la répartition des engage-
ments totaux pour ces portefeuilles dont le ratio est minimal. Nous n’avons pas
de différence fondamentale a formuler pour expliquer la forme de la surface ni la
localisation de la bande que les propos déja évoques.

2.1.4 Synthése

Cette premiére analyse nous a amener a voir un effet largement bénéfique de la
couverture naturelle entre des portefeuilles d’assurés et de rentiers. Nous avons
remarqué l'existence d’'une bande mettant en correspondance un niveau de capi-
tal déces et un d’arrérage de rente permettant d’obtenir les portefeuilles dont le
ratio est minimal. Il n’existe pratiquement pas de différence dans la localisation

de cette bande pour les montants des assurances et des rentes en fonction du type
de ratio que nous avons pu choisir. Et ce méme si les surfaces évoluent entre la
VaR) g5 et laTVaR g5, et notamment vis-a-vis des sommets dus a la prépondé-
rance croissante des assurances ou des rentes dans le portefeuille total en fonction
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de I'évolution inverse des niveaux de capitaux et d’arrérages. En modifiant I'age
des assurés, nous récupérons logiqguement des montants d’engagements inférieurs
a ceux précédents pour les portefeuilles d’assurance. Nous obtenons une nou-
velle localisation de cette bande, désormais pour des capitaux plus élevés pour
les mémes niveaux de rentes a I'age de 60 ans. La répartition des engagements
des portefeuilles totaux appartenant a cette région évolue également. Nous avons
observé que la part des rentes a diminuer en augmentant I'adge des assurés. Nous
obtenons également le méme type de conclusions lorsque nous excluons le risque
de modele et travaillons avec un seul modele de mortalité particulier. Limpact
guant au choix de modélisation est donc important. La question qui se pose a nous
est de savoir comment évolue cette fameuse bande. Existe-t'il par exemple une
légere inclinaison de celle-ci en direction des niveaux de rentes et d’assurances
élevés que nous ne pouvons pas relever sur nos graphiques ?

2.2 Sensibilité par rapport aux nombres d’hommes
et de femmes rentiers

Nous venons de décrypter un premier phénomeéne lié a la couverture naturelle.
Cette nouvelle analyse va se pencher sur la sensibilité par rapport aux nombres de
rentiers hommes ou femmes. Elle se veut étre la généralisation de la premiére ap-
proche menée dans le premier chapitre de cette partie, ou la proportion d’hommes
et de femmes demeurait égale tout au long de I'étude. Ici, nous partons toujours
d’'un portefeuille d’assurés unique et fixé selon certains critéres. Puis, nous lui
ajoutons des portefeuilles de rentes dont les effectifs d’hommes et de femmes
sont a chaque fois variables. Nous apprécions ensuite les résultats numériques is-
sus des seuls ratios découlant d& WaR, gs. Exception faite des niveaux de ces
ratios, nous avons pu déja remarquer un tres léger décalage entre les résultats liés
aux Ratioy/ar et ceux auxRatioryar Nous préférons utiliser [@VaRde niveau

0.95 pour son aspect plus prudent qu¥&Rde méme niveau.

2.2.1 Préliminaires
Les portefeuilles

Dans cette section, I'uniqugortefeuille d’assurésest composé de deux sous-
groupes selon le sexe. L'étude est effectuée en deux parties utilisant un age diffé-
rent pour les assurés. Pour chacune des parties, les assurés sont considérés comme
ayant le méme age. De plus, nous allons faire varier sommairement la proportion
d’hommes et de femmes de ce portefeuille, mais sans toucher a I'effectif total du
portefeuille. Les éléments caractéristiques sont alors les suivants :
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ages : 40 ou 60 ans,

sexe : hommes et/ou femmes,

montant du capital déces : identique par sous-groupe fixé a 100.000 euros,
effectif : 8.000 individus au total répartis le cas échéant exclusivement en hom-
mes, en femmes ou a moitié.

Nous utilisons en outre dgsortefeuilles de rentiersconstitués de deux sous-
groupes également selon le sexe. Leurs caractéristiques sont données par :

— age : 65 ans,

— sexe : hommes et femmes,

— montant des arrérages annuels de rentes : identique par sous-groupe fixé a
15.000 euros,

— effectif : variable selon le sexe.

En ce qui concerne le nombre d’hommes, les valeurs de nos applications varient
entre 0 et 1.000 individus avec un pas de 100. Pour les femmes, I'échelle est sui-
vant le cas comprise entre 0 et 1.500 personnes ou entre 0 et 2.000 personnes avec
un pas de 100. Enfin, nous développons les flux liés aux engagements jusqu’au
déces du dernier survivant pour chacune des simulations.

Remarque sur lesRatig,

Par rapport a I'analyse de sensibilité précédente, le portefeuille d’assurés est fixe
et seuls ceux de rentiers évoluent selon I'effectif lié au sexe, les autres para-
metres étant constants. Chaque portefeuille de rentiers hommes et femmes a selon
le cas soit un effectif total différent des autres, ou soit une répartition hommes-
femmes différente de ceux possédant le méme nombre d’individus global. Dans
ces conditions, il est presque certain de trouver pour ces portefeuilles des valeurs
différentes pour leRatio, avecp uneVaRou TVaR Ceci s’avere effectivement

vrai pour le risque global que nous associons a la somme des engagements fu-
turs actualisés, puisque par exemple les fluctuations d’échantillonnage dues aux
effectifs croissants provoquent la baisse des ratios. Ces fluctuations n’existent
plus par contre pour la composante systématique du risque, et seule la répartition
hommes-femmes reste discriminante pour nos megupasticuliéres. Mais pour

une méme repartition, nous avons donc une méme valeur théoriquRaties

une fois la mesure fixée, car ce ratio est une mesure relative. Nous obtenons donc
les mémes niveaux de ratios pour la part systématique du risque pour des porte-
feuilles exclusivement constitués d’hommes, de femmes, a moitié d’hommes et de
femmes, ou a un tiers d’hommes et deux tiers de femmes par exemple. Pour bien
apprécier I'effet de la couverture naturelle, il faut donc comparer les valeurs pour
la composante systématique du ratio du portefeuille d’assurés et des portefeuilles
de rentiers avec ceux résultants de I'association des portefeuilles assurés/rentiers.
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L'idéal est naturellement d’obtenir un ou des minimums.

2.2.2 Cas des assurés de 40 ans
Dans cette premiere sous-section, nous fixons I'dge des assurés a 40 ans. Puis,
nous utilisons trois types de portefeuille d’assurés constitué :

1. exclusivement d’hommes,

2. exclusivement de femmes,

3. a moitié dhommes et de femmes.

Nous prenons en compte a chaque fois le risque de modéle ainsi que celui d’incer-
titude sur les parametres. Toutefois dans le cadre du portefeuille d’assurés a moitié
d’hommes et de femmes, nos simulations sont également faites avec le modele M2
pour les hommes et les femmes en gardant I'incertitude sur les parametres.

Assurés exclusivement masculins

Dans le cas d’assurés de sexe masculin, les graphiques suivants pour les ratios de
la TVaR, g5 sur la part systématique sont obtenus :
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Surface et contours dé&atioryarpour la part systématique

Le premier constat est que la couverture naturelle n’a ici aucun ou voir tres peu
d’effet bénéfique si nous comparons I'ensemble des ratios issus de la nappe avec
celui particulier du portefeuille d’assurés uniquement. Ce dernier se situe dans
le coin en bas a gauche a un niveau ¢2%%. Les quelques cas ou la couver-
ture est positive sont localisés pour un nombre tres limité de femmes, entre 0 et
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200. Une région semble étre constituée des minimums et est localisée pour 100
femmes et entre 0 et 400 hommes environ pour des ratios de |'ordrgl@&o5

Le gain est donc relativement faible. Tous les autres cas de figure présents sur
les figures sont des situations ou les ratios sont supérieurs a celui des assurés
seulement. Nous pouvons d’hors et déja affirmer que le sexe semble jouer un réle
dans le résultat final de couverture naturelle entre les deux produits. En effet, la
nappe est totalement dissymétrique et pour un nombre total de rentiers fixe, les
ratios augmentent globalement lorsque la part de femmes rentiéres dans le porte-
feuille d’assurés/rentiers devient prépondérante. Remarquons que les ratios de la
TVaR) g5 sur la part systématique des portefeuille de rentiers sont compris entre
7,75% et 1369%, niveaux pour les rentiers respectivement exclusivement mas-
culins ou féminins. Or, ces valeurs sont globalement bien supérieures a ceux en
ajoutant les assurés. Dans ce sens, la couverture naturelle est bénéfique.

Assurés exclusivement féminins

Nous obtenons le type de graphiques suivants pour les ratiosTdéal®, o5 dans
le cas d’assurés uniquement de sexe féminin.
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La situation est ici pratiguement complétement opposée a celle précédente. En ef-
fet avec un ratio de 312% pour le portefeuille d’assurés uniquement, nous pou-
vons constater que les autres ratios de la nappe lui sont inférieurs. La couverture
naturelle a donc un effet largement bénéfique de ce point de vue. Nous obtenons
la méme fourchette entre 75% et 1369% de ratios sur la part systématique pour

les portefeuilles de rentes puisque ceux-ci ont les mémes caractéristiques que pré-
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cédemment. Cette fois le ratio pour les assurés leur est tous supérieur, ce qui im-
plique qu’il faut donc s’éloigner de la « zone d’influence » de ce portefeuille pour
obtenir les ratios sur portefeuilles assurés/rentiers les plus bas et méme inférieurs
a ceux des rentes uniguement. Sur nos graphiques, le minimum se situe pour 2.000
femmes et 1.000 hommes a un niveau de646. Ce ratio n’est certainement pas

le niveau minimal compte tenu qu’il est atteint pour nos limites d’échelles. Néan-
moins, la région I'entourant fait partie de la zone que nous recherchons pour ses
vertus de couverture naturelle positive, puisque les ratios s’y trouvant sont in-
férieurs aux portefeuilles d’assurés et de rentiers pris individuellement. Dernier
constat pour un nombre de rentiers total fixe, les ratios diminuent lorsque la part
de femmes dans le portefeuille d’assurés/rentiers augmente. Le sexe semble donc
avoir une influence, et ici il est préférable d’avoir plus de femmes que d’hommes
dans les portefeuilles de rentes pour jouir de la couverture maximale.

Assurés a moitié masculins et féminins

Pour ce cas particulier, nous avons scindé I'étude en deux parties : la premiere
en prenant en compte le risque de modeéle, et la seconde en I'excluant et en ne
travaillant qu'avec le modele M2.

1 - Risque de modele inclus

Nous donnons les graphiques obtenus pour les ratios T& &y 95 sur la part
systématique dans le cadre ou le risque de modéle est retenu.
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Ici encore, le ratio du portefeuille d’assurés uniguement s’avere av86%bétre
supérieur a I'ensemble des ratios des portefeuilles de rentiers uniquement, ainsi
gu’a ceux des portefeuilles d'assurés/rentiers de la surface ci-avant. Nous sommes
donc dans une situation ou la couverture naturelle est extrémement bénéficiaire
vis-a-vis des assurances. Sur les graphiques, nous pouvons observer une zone as-
sez étendue a partir de 500 femmes environs ou les ratios sont localisés en dessous
des 750%, et donc des ratios des rentiers également. C’est également dans cette
zone que se situe la région minimale d’'un niveau dé836 atteint pour 1.200
femmes et entre 0 et 200 hommes. Il semble encore que le réle des hommes et des
femmes dans la couverture pour ce portefeuille d’assurés particulier ne soit pas le
méme. Le nombre de femmes est essentiellement le facteur primordial, tandis que
celui des hommes ne parait pas trop faire évoluer le niveau des ratios comparati-
vement aux femmes. Ceci est particulierement visible en regardant les ratios du
graphe des contours, il suffit de tracer des perpendiculaires avec I'axe des femmes
et de les comparer avec les lignes de niveau. Notons que ce fait est de plus en plus
marqué pour un nombre de femmes suffisamment important, a partir de 500 par
exemple.

2 - Risque de modele exclus

Nous donnons les mémes types de graphiques mais dans le cadre du modele M2
uniquement et en tenant toujours compte du risque d’incertitude sur les parametres
de ce modele.
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Les résultats sont assez différents du cas précédent. Les ratios obtenus sont bien
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évidemment inférieurs que lorsque nous retenons le risque de modele qui est
source de plus grande variabilité. Nous avons par exemple un résultad3 4

pour les assurés uniguement. Cette fois, ce nombre est compris dans la fourchette
entre 182% et 584% des ratios des rentes sur la part systématique, ceux-ci sont
associés respectivement aux rentiers hommes et femmes uniquement. La diver-
gence la plus notable avec le cas précédent est I'évolution de la zone de ratios
minimaux. Celle-ci se situe dorénavant a un niveau,@2% pour un nombre de
femmes compris entre 500 et 700 sur nos graphique. Quant au nombre d’hommes,
celui-ci est limité a 1.000, mais tout simplement en raison de notre échelle. La
zone minimale est certainement en dehors de nos graphiques pour des nombres
d’hommes supérieurs a 1.000 et des nombres de femmes éventuellement infé-
rieurs. Pour s’en convaincre, il suffit de regarder I'allure des contours a droite. Le
réle des hommes dans l'effet de la couverture naturelle s’est donc considérable-
ment accru par rapport a I'exemple précédent.

2.2.3 Cas des assurés de 60 ans

Cette fois, notre étude se borne a des assurés agés de 60 ans et répartis a part
égale entre les hommes et les femmes. Nous travaillons d’abord avec le risque de
modele, puis nous I'omettons de la méme maniére que précédemment.

Risque de modéle inclus

Les graphiques suivants sont donnés pour le ratio liéfa/laR) g5 pour un porte-
feuille d’assurés a moitié d’hommes et de femmes tous agés de 60 ans.
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L'age des assurés est un facteur qui a des conséquences importantes dans I'ob-
tention de nos résultats. Si nous comparons ces graphiques a la méme situation
mais pour des assurés agés de 40 ans, alors nous remarguons une baisse totale
des ratios. Par exemple pour le cas des assurés uniguement, nous passons d’un
niveau de 135% a 691% ici. Ceci a pour effet a ce qu’il soit inférieur a I'en-
semble des ratios des portefeuilles de rentiers compris pour rappel gffifé @t
13,69%. Dans ce cas, la zone minimale ne peut pas étre obtenue pour des valeurs
des nombres d’hommes et de femmes trop élevées. Le minimum global est atteint
pour Q 72%, a des valeurs de 700 femmes et 400 hommes. Le rble des sexes dans
la couverture naturelle a encore évolué par rapport au cas ou les assurés sont ages
de 40 ans.

Risque de modele exclus

Dans une situation ne tenant pas compte du risque de modele mais du risque d’in-
certitude sur les parametres, nous obtenons les graphiques suivants pour les ratios
de laTVaR g5 sur la part systématique en utilisant le modéle M2.
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Comme attendu, les ratios ont diminué de valeur puisqu’un risque a été supprimé.
De plus, I'age implique encore une fois que I'ensemble des ratios ont diminué.
L'exemple parfait est le cas des assurés uniquement, dont le ratio diminue de
4,33% a 247%. Nous sommes par contre dans la méme situation que pour les
assurés de 40 ans, c'est-a-dire que le ratio d@% se situe dans le panel des
ratios des rentes compris entr82% et 584%, respectivement ratio des rentiers
uniqguement hommes et femmes. Ceci peut étre la raison pour laquelle nous ne
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déterminons pas une zone limité de ratios minimaux selon le nombre d’hommes.
En effet, nous obtenons plutét une ligne minimale partant de 0 hommes et 700
femmes et allant jusqu’a 1.000 hommes et 500 femmes. Cette ligne est alors cou-
pée par la limite due a notre échelle. Les ratios minimaux sont au passage compris
entre 035% et 037%.

2.2.4 Synthése

Cette analyse s’est focalisée principalement sur la sensibilité de I'impact de la
couverture naturelle aux nombres de rentiers hommes et femmes. Pour commen-
cer, nous avons pu remarquer dans chacun des cas étudiés une zone particuliere de
ratios sur la composante systématique du risque lié a la somme des engagements
futurs actualisés. Cette zone coincide aux endroits ou les ratios sont inférieurs a
la fois a celui du portefeuille d’assurés fixé, mais aussi a ceux des portefeuilles
de rentiers correspondants. C’est en cela que réside le véritable impact bénéfique
de la couverture naturelle qui arrive a compenser deux sources de risque relative-
ment aux montants d’engagements espérés. Nous pouvons méme aller plus loin,
car nous avons identifié une région a l'intérieur de cette zone bien spécifique.
Cette région est celle des ratios de niveau minimal, en définitive la ou la couver-
ture naturelle est la plus forte. C’est certainement la que rentre en jeu l'influence
du sexe dans la localisation de cette zone minimale.

Nous pouvons dire que ce role est différent. Les deux premiers exemples ou les as-
surés ont 40 ans peuvent nous amener a penser qu'il est préférable de souscrire des
rentiers hommes pour des assurés hommes et des rentiéres femmes pour des assu-
rés femmes. Néanmoins pour I'exemple suivant ou nous mélangeons des assurés
hommes et femmes, il apparait que les rentiéres ont une influence prépondérante
dans l'efficacité de la couverture naturelle. Le fonctionnement est plus complexe
que cela car il dépend bien évidemment du modéle de mortalité choisi. L'écart est
notable entre le fait d’utiliser un seul modele et I'ensemble de ceux disponibles, et
est logique quand nous songeons a la différence dans les taux futurs de mortalité
et leur variabilité selon le modéle ou le sexe.

Enfin, nous avons pu saisir un autre effet lié a I'age. Et la encore le fonctionne-
ment est complexe car la mortalité des assurés est totalement modifié pour chaque
modéele. Ceci provoque en outre une nette diminution des ratios des portefeuilles
d’assurances dwepriori a la baisse supérieure de variabilité du risque par rapport
au niveau d’engagement espéré par la compagnie. Il est alors également logique de
trouver une nouvelle répartition de I'influence du sexe sur la couverture optimale.
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Pour aller plus loin

% et ultime chapitre permet de clore ce mémoire en s’attardant plus lon-
Dt guement sur les différentes pistes de réflexion visant a enrichir ou amé-
liorer notre étude. Ces derniers points n'ont pas été appliqués ou pris
en compte bien souvent par manque de temps ou car trop difficile a
mettre en ceuvre pour le moment. Nous distinguons deux groupes de pistes. Le
premier concerne les améliorations possibles a faire vis-a-vis des modeles ou hy-
pothéses permettant d’obtenir le cadre de notre étude sur la couverture naturelle.
Le deuxieme rassemble nos idées quant a la poursuite de I'analyse de I'impact de
la couverture naturelle.

3.1 Ameéliorations possibles

Tout au long de ce travail, certains éléments nous sommes apparus comme pouvant
apporter un plus dans les traitements effectués qui permettent d’étudier le principe
et 'impact de la couverture naturelle. Nous résumons ici les principaux points
dont 'amélioration pourrait enrichir ce mémoire.

Lhypothése de Poisson

Pour commencer, cette étude est presque entierement basée sur une hypothese par-
ticuliere. Cette hypothése1.1est celle de modélisation du nombre de ddags

I'age x pendant I'annéé selon une loi de Poisson. La conséquence s’apprécie di-
rectement dans I'emploi du maximum de vraisemblance pour I'estimation des pa-
rametres des modeéles de mortalité. Ce n’est bien sr qu’un point clé de toutes les
conséquences découlant de cette spécification, mais qui traduit néanmoins I'im-
portance de celle-ci. Il faut noter que cette hypothése est une approximation du
modéele naturel oDy suit une loi binomiale de paramétres le nombre de survi-
vant d’agex en début d’annéeet la probabilitégy(t) de décéder dans I'annéa
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I'age x. De plus si nous utilisons un principe de fermeture des tables et notamment
sur les probabilitésy(t), I'hnypothése de Poisson peut alors rentrer en conflit avec
un tel procédé qui modélise directement les décés. Néanmoins pour employer les
programmes deifeMetrics nous sommes quelque part obligés de supposer cette
hypothese.

Le modéele de pandémie

Le modéle que nous avons utilisé dans ce mémoire est trés simple, puisque basé
sur une loi de Bernoulli. Finalement, nous ne proposons et implémentons qu’un
uniqgue modele de pandémie de type grippal. Il serait certain que de développer
d’autres modéles nous permettrait de mieux analyser I'impact de ce phénomene
épidémique. Lors de nos recherches, nous avons pris connaissance de modeéles de
mortalité particuliers. Ces derniers contiennent directement la possible occurrence
et les effets d’'une pandémie par I'intermédiaire de sauts. Leur dénomination pro-
vient d’ailleurs de cette particularité, puisqu’on les appelle les « modéles de mor-
talité a sauts ». Plusieurs références existent sur ce sujet, nous en citons deux : la
premiere de Chen & Cox (20073][qui incorpore des sauts au modele classique

de Lee-Carter, et la seconde de Hainaut & Devolder (2007)qui utilise des
processus de Lévy pour les sauts.

Mortalité et antisélection

Nous avons déja évoqué auparavant le risque d’antisélection menacgant les assu-
reurs sur le marché des rentes. Ce risque provient de la différence de mortalité

existant entre les rentiers et le restant de la population. En effet, les personnes

étant en excellente santé pensent vivre plus longtemps que la moyenne. Dans le
cas des assurances vie, c’est le contraire bien évidemment qui est a redouter pour
les compagnies. En tout cas, il parait certain qu’il existe de réelle divergence entre

les mortalités des populations de rentiers et d’assurés. Il serait donc trés opportun
d’en prendre compte dans nos modéles soit par I'intermédiaire de tables d’expé-

rience, ou soit de coefficients correcteurs.

3.2 Analyses supplémentaires

Nous disposions naturellement d’'un temps limité pour réaliser les analyses nous
intéressant. Cependant, d’autres types d’études que celles menées auraient pu éga-
lement étre envisagées.
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Le taux d'actualisation

Nous avons dans nos applications toujours supposé comme constant le taux d’ac-
tualisation ou de facon équivalente le taux technique des produits. Il serait tou-
tefois intéressant d’intégrer d’'une maniere ou d’'une autre dans notre étude une
possible variation de ce taux. Ceci constituerait par ailleurs une premiére étape
vers la prise en compte des risques financiers non inclus ici. Il ne s’agit pas forceé-
ment de partir vers des modeles du type du taux d’intérét stochastique, mais plus
facilement de faire une analyse de sensibilité a partir de variations déterministes
de ce taux par exemple.

Approfondissement des analyses

Dans les analyses de sensibilité que nous avons développées, nous avons eu l'oc-
casion d’effleurer en quelque sorte deux autres parametres. Tout d’abord, 'age
notamment chez les assurés a été modifié dans plusieurs études. Nous avons a
ce propos remarqué sur I'ensemble de nos exemples que pour un age de rentiers
fixe, le passage de 40 a 60 ans chez les assurés provoque une baisse des ratios
sur les parts systématiques du risque. Il nous parait intéressant de développer plus
en avant une analyse sur les niveaux de ratios obtenus en fonction de I'age des
assurés, mais aussi pour celui des rentiers. Enfin, nous souhaiterions développer
les comparaisons entre les modéles pour mieux déterminer la dépendance entre
les résultats obtenus et le ou les modeéles sélectionnés.

Vers d’autres mesures

Ce mémoire a nécessité le choix de certaines mesures pour évaluer I'impact de la
couverture naturelle. Nous pouvons nous demander dans quel mesure nos inter-
prétation sont-elles dépendantes de ce choix effectué. Il serait par exemple utile
d’employer de nouvelles mesures de risque pour le ratio que nous avons défini, ou
pourguoi pas introduire une nouvelle mesure pour la couverture naturelle. Nous
pouvons également raccourcir I’horizon sur lequel nous considérons les risques.
Pour le moment, notre étude se cantonne a une vision globale des engagements
jusqu’a leur extinction. Dans ce contexte d’étude a plus court terme, nous pour-
rions peut-étre nous interroger de nouveau sur I'impact de la pandémie.
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"’?5 au, fonctionnement de la couverture,ngtgr_elle. Intuitivement, nous la
.}ﬁ, s présentons comme un moyen de bénéficier des effets contraires des
) risques de longévité et de mortalité. Cette conviction demeure bien en-
tendu a étre vérifiee, mais surtout approfondie et analysée en méme temps. Pour
cela, nous avons d( choisir certaines orientations qui nous I'avouons ne sont pas
sans conséquences. Celles-ci sont de I'ordre de trois types principaux : la modéli-
sation de la mortalité, la simulation des engagements, et enfin le traitement pour
I'analyse de ces simulations.

o ans toute notre étude, nous n’avons eu de cesse de nous interroger quant
3
N

Premierement pour la modélisation de la mortalité, nous choisissons d’employer
des modéles a la fois stochastiques et extrapolatifs. lls permettent tout d’abord
d’extrapoler dans le futur des tendances constatées par le passé. Cette méthode est
limitée car elle ne peut tout simplement pas prévoir des variations liées a des fac-
teurs biologiques ou environnementaux par exemple. Ensuite, de par leur aspect
stochastique, ils autorisent la prise en compte de plusieurs scénarios de morta-
lité. Ainsi, nous pouvons incorporer les différents risques systématiques de mor-
talité et de longévité dans notre étude. Deuxiémement pour la partie consacrée a
la simulation, nous avons un travail préalable de calibrage des modéles sur des
données francaisesa LifeMetrics Une fois ceci effectué, nous construisons des
algorithmes permettant de simuler les engagements de portefeuilles de rentes et
d’assurances vie, contrats qui refletent parfaitement I'impact des risques étudiés.
De plus, notre méthodologie décompose la part systématique du risque total. En-
fin troisiemement, nous mettons en place deux indicateurs relatifs particuliers. Ils
vont nous permettre de détecter et comparer ultérieurement le niveau de couver-
ture naturelle contenu dans I'association des portefeuilles. Notre indicateur privi-
légié est le rapport entre le capital économique, symbolisant le surcodt du risque,
et le montant espéré des engagements.

Notre travail s’achéve en utilisant tous nos développements pour analyser I'ef-

fet de la couverture naturelle. Dans toutes nos applications, nous avons a chaque
fois détecté I'influence de cet outil de compensation des risques. Notre premiére

approche pratiqgue a montré I'existence d’un nombre optimal de rentes a ajouter

aux assurances pour obtenir la couverture la plus importante. Nous avons pu par
ailleurs constater sur cet exemple que I'ajout successif de risques supplémentaires
ne modifiait pas la nature fondamentale de cette influence, mais seulement le ni-
veau. Il s’agissait des risques d’incertitude sur les parametres, de modele et enfin
de pandémie. Néanmoins, ce dernier point ne peut étre considéré comme a va-
leur générale. En effet, nos analyses de sensibilité ont noté quelques divergences,
notamment pour les cas avec et sans le risque de modéle. En faisant varier les
montants de prestations, nous avons remarqué un résultat général. Il existe pour
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un capital fixé un unique montant d’arrérage, et inversement, offrant la couverture
optimale. La prise en compte ou non du risque de modele ne modifie pas ce résul-
tat, mais seulement ses valeurs. Pour la seconde analyse de sensibilité par rapport
aux effectifs de rentiers hommes et femmes, nous avons toujours réussi a exhiber
une zone ou la couverture est la plus importante. Mais cette fois, le phénomeéne
est un peu plus complexe. Les résultats évoluent nettement selon que le risque de
modéele est pris en compte ou pas, et selon la constitution en hommes et femmes
du portefeuille d’'assurés. Nous ne sommes pas arrivés a trouver une regle défini-
tive quant & la localisatioa priori de cette zone.

Nous pensons avoir montré dans ce mémoire l'utilité de la couverture naturelle
comme moyen de compenser les risques systématiques de longévité et de mor-
talité. Naturellement, certains points restent a développer. La maniére dont nous
avons introduit le risque de modéle ou la pandémie sont des premiers « jets ».
Une idée serait d’'améliorer ces deux points. Les modeles de mortalité a « sauts »
sont une maniére originale pour parvenir a ce but. En effet, ils tiennent compte
d’éventuels sauts des taux de mortalité en plus ou en moins, dus aux épidémies ou
a des avancés médicales majeures par exemple. Un autre point important a noter
est la différence de mortalité entre les rentiers d’un coté, et les assurés de l'autre.
Il parait indéniable que le phénoméne d’antisélection joue pleinement dans les
domaines de I'assurance vie et des rentes, selon le niveau de santé des individus.
Dans notre cas ou nous travaillons a partir de statistiques nationales, nous ne te-
nons donc pas compte de ce point. Une maniéere d’y remédier serait de déterminer
des coefficients correcteurs a appliquer aux deux types de mortalité différente.
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Modele de Lee-Carter

Le modele proposé par Lee & Carter (1992)]est certainement I'un des plus
populaires de nos jours dans le monde actuariel. Ce modéle propose d’'ajuster les
logarithmes des taux de décés de la maniere suivante

INmy(t) = [%El) + [%EZ) Kt(z) + &t

avecey; des variables aléatoires centrées, indépendantes et identiquement distri-
buées selon une loi normale représentant le terme d’erreur. Cette hypothése d’ho-
moscédasticité des résidus est par ailleurs forte en pratique puisque le logarithme
du taux de mortalité est plus variable aux grands ages qu’aux ages jeunes par
manque de nombre d’observations. Naturellement, on dispose des taux bruts de
mortalité calculés a partir d'un ensemble de données pour les ajuster de la ma-
niere deécrite ci-dessus. Finalement, a la transformatiarie logarithme et le
terme d’erreur pres, les taux de mortalité sont soumis a un double effet. Un pre-
mier effet correspondant au premier terme de la somme est totalement spécifique
al'age. Le second effet, deuxieme terme de la somme, est la résultante du produit
entre une composante temporelle qui permet de décrire I'évolution de la mortalité
au cours du temps, et d’une autre composante lié a I'age. Plus particulierement,
l'interprétation des parametres est la suivante :

— [%Sl) est la valeur moyenne temporelle dest) pour I'agex,

— B)EZ) est la sensibilité pour chaque agees logarithmes des taux de mortalité
par rapport a la composante temporal(@> , soit formellement
dinmy(t)

52,
dx?

— Kt(z) est pour rappel la composante qui décrit I'évolution de la mortalité a tra-

vers le temps.

Cependant, il est important de noter qu’il faut rajouter au modéle des contraintes
pour que ce dernier soit identifiable. Les contraintes sur les parameétres sont bien
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souvent les suivantes
(2) (2
2 2

On peut alors trouver une estimation des paramétres du modéle en utilisant un
critére des moindres carrés ordinaires, soit en d’autre terme par

Ay Afo _ i 2
(B, B2 &2 = argmin, o 42 Z (In i(t) — B — B Kt(2)> :

X'/

ou lesmi(t) sont les taux bruts de mortalité estimés a partir des données dispo-
nibles.

In fing, I'estimation des paramétres se fait en employant une méthode de décom-
position en valeur singuliere. Ceci implique par ailleurs un nouveau défaut pour
ce modéle. En effet, cette méthode nécessite d’avoir a disposition des tables rec-
tangulaires compléetes de taux de déces. Il se pose alors le traditionnel probleme
de fermeture de la table aux ages élevés ou I'effectif soumis a exposition n’est
plus assez important pour fournir des résultats stables, voir inexistant. Pour plus
de détail, le lecteur peut se référer a Planchet & Thérond (2C08) [

Enfin, I'extrapolation du facteur temporqﬁz) est souvent effectué a partir de pro-

cessus de marche aléatoire, cf. Lee & Carter (1997) pu comme un processus
ARIMA, cf. CMI (2006) [9].
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