Cours de Calcul stochastique
DESS IM EVRY
Option Finance

Monique Jeanblanc

Septembre 2002



Contents

1 Généralités 7
1.1 Tribu. . . . e e 7
1.1.1 Définition d’une tribu . . . . . . . ... 7

1.1.2 Mesurabilité . . . . . . . . . . e 8

1.1.3 Tribuengendrée . . . . . . . . . . e 8

1.2 Probabilité . . . . . .. 9
1.2.1 Définition . . . . . . . .. 9

1.2.2 Propriétés . . . . . . . 9

1.2.3 Ensembles négligeables . . . . . . .. . ... o0 9

1.3 Loideprobabilité . . . . . . . . . ... 9
1.3.1 Existence d'une v.a. . . . . ... Lo 10

1.3.2 Espérance . . . . . . ... e 10

1.3.3 Intégrabilité uniforme . . . . . .. ... L o 11
1.3.4 Indépendance . . . . . . . . . .. L e 11

1.3.5 Probabilités équivalentes . . . . . . . . . .. ... 12

1.4 Variables gaussiennes . . . . . . . ... Lo e 13
1.5 Convergence de v.a. . . . . . . .o e e e 13
1.5.1 Convergence presque SUIe . . . . . . . . v v v v v vt e 13

1.5.2  Convergence quadratique, ou convergence dans L2(2) . . . ... ... ... 14
1.5.3 Convergence en probabilité . . . . . ... . ... oo 0oL 14
1.5.4 Convergenceenloi . . . . . . . .. . . ... 14

1.6 Processus stochastiques . . . . . . . . . . ... 15
1.6.1 Filtration . . . . . . .. L e 15

1.6.2 Processus . . . . . . . . . e 15
1.6.3 Processus croissant . . . . . . .. ... L Lo 16
1.6.4 Processus Gaussiens . . . . . . . . . ... 16

1.7 Espérance conditionnelle . . . . . . . ... oL 16
1.7.1 Casdiscret . . . . . . . . e e 16
1.7.2 Espérance conditionnelle par rapport a une tribu . . . . . .. ... ... .. 17
1.7.3 Espérance conditionnelle par rapport a une variable . . . .. ... ... .. 18
1.7.4 Propriétés de 'espérance conditionnelle . . . . ... .. ... ... ..... 18
1.7.5 Variance conditionnelle . . . . . ... ... Lo oo 18
1.76 Formulede Bayes. . . . . . . . ... 18

1.8 Loi conditionnelle . . . . . . . . . . . e 19
1.8.1 Définition . . . . . . . . . e e e 19
1.8.2 Cas Gaussien . . . . . . . . .. 19

1.9 Martingales . . . . . . . L 19
1.9.1 Casdiscret . . . . . . . L 19
1.9.2 Cascontinu. . . . . .. .. . 20

1.10 Temps d’arrét . . . . . . . . .. e 20



CONTENTS

1.10.1 Définitions . . . . . . . . . 21
1.10.2 Théoreme d’arrét . . . . . . . . ... L e 21
1.10.3 Processus de Markov . . . . . . . . ... Lo 22
1.11 Rappels d’analyse . . . . . . . . . .. L e 22
1.11.1 Dérivation sous le signe somme . . . . . . . . ... L Lo 22
1.11.2 Espace complet . . . . . . . . .. e 22
1.11.3 Théoreme de Lebesgue dominé . . . . . . ... ... .. ... ... ..... 22
LE MOUVEMENT BROWNIEN 23
2.1 Le mouvement Brownien . . . . . . . . .. ... L Lo 23
2.1.1 Définition. . . . . . . . . . L e 23
2.1.2  Généralisation. . . . . . . . ..o 24
2.2 Promenade aléatoire . . . . . . . .. L 24
2.3 Propriétés . . . . .. 26
2.3.1 Processus gaussien . . . . . .. . ... oo e e 26
2.3.2 Unenotation . . . . . . . . . . . . e e 26
2.3.3 Scaling . . . ... 26
2.3.4 Propriété de Markov . . . . . . ... L e 27
2.3.5 Equationdelachaleur . . . . ... ... ... ... ... . ... 27
2.3.6 Trajectoires . . . . . . . .. L L e 29
2.3.7 Propriétés de martingale . . . . . .. ... L Lo 30
2.3.8 Temps d’atteinte . . . . . . .. .o 31
2.3.9 Brownien multidimensionnel . . . . . . . .. ... L Lo L oL 33
2.4 Intégrale de Wiener . . . . . . . . . L e 33
2.4.1 Définition . . . . . . .. 33
2.4.2 Propriétés . . . . . .. 34
2.4.3 Processus lié a l'intégrale stochastique . . . . . . .. ... ... ... ..., 35
2.4.4 Intégration par parties . . . . . . . . . ... 36
2.5 Exemples . . . ..o 36
2.6 Le brownien géométrique . . . . . .. ... 36
2.6.1 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck . . . . . .. ... .. ... ... ... .. 37
2.6.2 Modele de Vasicek . . . . . ... L 39
INTEGRALE STOCHASTIQUE 41
3.1 Définition . . . . . .. 41
3.1.1 Cas de processus étagés . . . . . . . ... 41
3.1.2 Casgénéral . . . . ... 41
3.2 Propriétés . . . . ..o 42
3.2.1 Linéarité. . . . . . . . . e e e 42
3.2.2 Propriétés de martingale . . . . . . . ... L oL oL 42
323 Unexemple . . . . . . e 43
3.2.4 Martingale locale . . . . . .. ... L 43
3.2.5 Imégalité maximale . . . . . . . . ... Lo 44
3.3 Processus d’Itd . . . . . . L 44
3.3.1 Définition . . . . . ..o 44
3.3.2 Propriétés . . . . .. 44
3.3.3 Intégrale par rapport a un processus d’Ité. . . . . . ... ... ... L. 44
3.3.4 Crochet d'un processus d’Itd . . . . . . . ..o Lo 45
3.4 Lemme d’'Itd . . . . . . . . e e e e 45
3.4.1 Premiere forme . . . . . ... 46
3.4.2 Fonction dépendant du temps . . . . . . ... Lo 47

3.4.3 Cas multidimensionnel . . . . . . . . . . .. 48



CONTENTS

3.4.4 Cas du Brownien multidimensionnel. . . . . . .. ... ... 0L
3.4.5 Application a la formule de Black et Scholes . . . . . . ... ... ... ...
3.46 APT évaluation. . . . . . . . . . . . . .. e
4 EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES
4.1 Equations différentielles stochastiques . . . . . . . . ... ... . 0L
4.1.1 Définition . . . . . . . L e e
4.1.2 Théoreme d’existence . . . . . . . .. Lo
4.1.3 Propriété de Markov . . . . . . ...
4.1.4 Théoreme de comparaiSomn . . . . . . . . . . v o v v vt
4.1.5 Exemple : Martingale exponentielle . . . . . ... ... .. ... ... ...
4.2 Equations aux dérivées partielles . . . . . . . . .. ..o o
4.2.1 Probléeme parabolique . . . . . . .. ...
4.2.2 Généralisation . . . . . . ... e e
4.2.3 Formule de Black et Scholes . . . . . . . .. ... .. oL
4.2.4 Formule de Feynman-Kac . . . .. . ... .. ... ... ... ........
5 EXEMPLES DE PROCESSUS D’ITO
5.1 Le brownien géométrique . . . . . . . .. L
5.2 Modele de Cox-Ingersoll-Ross . . . . . . . . . . . .. .. ...
5.3 Processus de Bessel et carré de Bessel . . . . . . ... o 0oL
54 Definitions . . . . . . . L
5.4.1 Euclidian norm of n-dimensional Brownian motion . . . . . . ... .. ...
5.4.2 General definition . . . . . .. ... . e
5.4.3 Scaling properties . . . . . .. ...
5.4.4 Absolute continuity . . . . . .. ...
5.5 Properties . . . . ..
5.5.1 Additivity of BESQ . . . . ...
5.5.2 Bessel functions. . . . . . . .. ..
5.5.3 Transition densities. . . . . . . . ... L Lo
5.5.4 Hitting times for Bessel processes . . . . . . . . . ... L.
5.5.5  Laplace transforms . . . . . . . . . ...
5.6 Cox-Ingersoll-Ross processes . . . . . . . . . . . ..
5.6.1 CIR processes and BESQ . . . . .. .. ... oL
5.6.2 Transition probabilities for a CIR process . . . . . . . ... ... ... ...
5.6.3 CIR model for spot rate . . . . . . . . .. ... ...
6 CHANGEMENT DE PROBABILITE
6.1 Théoreme de Girsanov . . . . . . . . . . . . 0 i e e e e
6.1.1 Changement de probabilité . . . . ... ... .. ... .. 000,
6.1.2 Théoreme de Girsanov . . . . . . . . . . ...
6.1.3 Remarques . . . . . . . . . e
6.1.4 Exercices . . . . . . . . e
6.1.5 Cas vectoriel . . . . . . ..
6.2 Application aux modeles financiers . . . . . . .. ... oL
6.2.1 Application a la valorisation d’un actif contingent en marché complet . . .
6.2.2 Arbitrages . . . . ...
6.2.3 Hedging methodology . . . . . . . . ... ... ... .. ..
6.2.4 Arbitrageet mme . . . . ...
6.2.5 Casgénéral . . . . . . .
6.3 Probabilité forward-neutre . . . . . . . ...
6.3.1 Définitions . . . . . . . . .. e e

48
a0
50

53
53
93
93
54
54
%)
%)
55
56
o7
o7



6.3.2 Changement de numéraire . . . . . . ... ... ... ... ..
6.3.3 Changement de numéraire . . . . . . . . . .. .. ... ....
6.3.4  Valorisation d’une option sur obligation a coupons . . . . . .

7 Hitting Times
7.1 Hitting Times and Law of the Maximum for Brownian Motion

7.1.1 Law of the Pair of the Random Variables (W, M) . . . . . .
7.1.2 Hitting Time Process . . . . . . . ... ... .. ... ....

7.1.3 Law of the Supremum of a Brownian Motion over [0, ]

7.1.4 Law of the Hitting Time . . . . . . .. ... ... ... ....
7.1.5 Law of the Infimum . . .. .. ... ... .. .........
7.1.6 Laplace Transform of the Hitting Time . . ... .. ... ..
7.2 Hitting Times for a Drifted Brownian Motion . . . . . ... ... ..

7.2.1 Joint Laws of the Pairs (M, X) and (m, X) at Time ¢

7.2.2  Laws of Maximum, Minimum and Hitting Times . . . . . . .
7.2.3 Laplace Transforms . . . ... ... ... ... ... .....
7.3 Hitting Times for Geometric Brownian Motion . . . .. .. ... ..
7.3.1 Notation. . . . . . ... .
7.3.2  Law of the Pair (Maximum, Minimum) . . ... ... .. ..
7.3.3 Laplace Transforms . . . . . ... ... ... ... ......
7.4 Other Cases . . . . . . . . . i i i i e
7.4.1 Vasicek Processes . . . . . . .. ... . o .
7.4.2 Deterministic Volatility and Non-constant Barrier . . . . . .
7.5 Hitting Time of a Two-sided Barrier . . . . .. ... ... ... ...
7.5.1 Brownian Case . . . .. .. ... ... .. ... ...
7.5.2 Drifted Brownian Motion . . . . ... ... ... .......

8 Compléments sur le mouvement Brownien

8.1 Théoreme de représentation prévisible . . . . . . ... ... ... ..
8.1.1 Représentation prévisible . . . . . ... .. ... ...
8.1.2 Représentation prévisible et théoreme de Girsanov . . . . . .
8.1.3 Calcul de Malliavin . . . . . .. .. ... .. ... .. .....

8.2 Equations différentielles stochastiques rétrogrades . . . . . . . . . ..
8.2.1 Definition . . . . . .. ...
8.2.2 Existence . . . . . .. ..
8.2.3 Hedging terminal wealth and consumption. . . . . . .. . ..
8.2.4 Comparison theorem . . . . . . . . ... ... ... ..
825 Linear BSDE . . . ... ... ... .. oo,

8.3 Changement de temps . . . . . . . . ... Lo
8.3.1 Inverse d’'un changement de temps . . . . . . . ... ... ..
8.3.2 DBrownien et changement de temps . . . . . ... .. ... ..
8.3.3 Application aux Processus de Bessel . . . .. ... ... ...
8.3.4 Application aux processus d’Ornstein-Uhlenbeck . . . . . ..
8.3.5  Application aux processus de Cox-Ingersoll-Ross . . . . . ..
8.3.6 Extended CIR process . . . . . . .. ... .. ... ......
8.3.7 Constant Elasticity of Variance process . . . ... ... ...
8.3.8 Pont de Bessel et processusde CIR . . . . .. ... ... ...

84 Tempslocal . . . . . . .. ..
8.4.1 Temps d’occupation . . . . .. ... ... ...
8.4.2 Formule de Tanaka . . . . . . ... ... ... ... ... .
8.4.3 Le lemme de réflexion de Skohorod . . . . . . ... ... ...
8.4.4 Temps local d’'une semi-martingale . . . . . .. .. ... ...

CONTENTS



CONTENTS 5

8.5 Ponts, excursions et méandres . . . . . ... oL oL 117
8.5.1 Les zéros du Brownien . . . . . . ... ... L 117

8.5.2 Excursions . . . . . ... e e e 117

8.5.3 Pont Brownien . . . . . . . . . . e e 119
8.5.4 Méandre . . . . . . ... 120

8.6 Le Brownien Fractionnaire . . . . . . . . . . . . ... 120
8.6.1 Self-similar processes . . . . . . . ... 121
8.6.2 Definition of fractional Brownian motion . . . . . .. .. ... ... .... 121

9 Appendix 123
9.1 Gamma function . . . . . . . . . .. e e 123
9.2 Bessel functions . . . . . . . . . e 123
9.3 Parabolic cylinder functions . . . . . . ... oL oo 124
9.4 Airy function . . . . ... 124
9.5 Whittaker functions . . . . . . . .. .. 124

Begin at the beginning, and go on till you come to the end. Then, stop.

L. Caroll, Alice’s Adventures in Wonderland



CONTENTS



Chapter 1
Généralités

Dans ce chapitre aride sont rassemblées les notions de base de théorie des probabilités qui seront
utilisées dans toute la suite du cours®. L’espace de probabilité sur lequel on travaille est noté .
Pour les démonstrations et de plus amples informations, consulter les ouvrages de Breiman [?],
Pitman, Jacod et Protter, Sinai.

1.1 Tribu

L’espace 2 est un espace abstrait dont les éléments sont notés w. Un sous-ensemble de €2 est
un événement. Dans certaines parties de cours, on précisera la structure de €2 en construisant
explicitement cet espace. Dans la plupart des cas, la structure de 2 n’a pas de role a jouer. Par
contre, lorsque I'on veut construire une variable aléatoire de loi donnée, un choix judicieux de €
s’impose : il est impossible de construire une v.a. sur un espace quelconque donné a ’avance.
Cette difficulté s’accroit quand il s’agit de construire plusieurs v.a. (ou une suite) indépendantes.
Nous n’aborderons pas ces probleémes ici (Voir Breiman [?]). On pourra regarder le paragraphe
concernant ’existence d’une v.a. (voir ci-dessous) pour une approche du probléme.

1.1.1 Définition d’une tribu

Définition 1.1.1 Une tribu (o-algebra en Anglais) sur 2 est une famille de parties de Q, con-
tenant l’ensemble vide, stable par passage au complémentaire, union dénombrable et intersection
dénombrable.

Une tribu contient donc ’espace §2.
Un espace mesurable est un espace muni d’une tribu.

Proposition 1.1.1 Une intersection de tribus est une tribu.

Attention : ce n’est pas vrai pour la réunion : une réunion de tribus n’est pas une tribu.

Soit F une tribu. Une sous-tribu de F est une tribu G telle que G C F, soit A € G implique
AeF.

La plus petite tribu contenant une famille d’ensembles est l'intersection de toutes les tribus qui
contiennent cette famille. Elle est en général difficile (voire impossible) & décrire plus précisement.

Exemple 1.1.1 la tribu des boréliens de IR. C’est la plus petite tribu contenant tous les in-
tervalles ouverts (ou fermés, ou ouverts & droite fermés a gauche...). On la note Br. On peut

LGive us the tools, and we will finish the work. Winston Churchill, February 9, 1941.
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trouver des sous ensembles de IR qui ne sont pas des boréliens, mais ils sont difficiles a exhiber.
Voir Neveu [?].

1.1.2 Mesurabilité

Définition 1.1.2 Soit (2, F) et (E,&) deux espaces mesurables. Une application f de Q@ dans E
est dite (F,&) mesurable si f~1(A) € F, VA€EE, ou

FUA) Y {wenlfw) e A).

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur les tribus employées, on dit simplement que f est mesurable.

Une fonction f de IR dans IR est borélienne si elle est (Br,Br)-mesurable, soit f~1(A) €
Br, VA € Bpr. Il suffit que cette propriété soit vérifiée pour les intervalles A.
Les fonctions continues sont boréliennes.

Définition 1.1.3 Soit (Q,F) un espace mesurable. Une variable aléatoire réelle (v.a.r.) X est
une application mesurable de (Q,F) dans IR ( donc telle que X *(A) € F, VA€ Br).

Une constante est une v.a. de méme qu’une fonction indicatrice d’ensemble de la tribu F.

Proposition 1.1.2 Si X est une v.a.r. G-mesurable et f une fonction borélienne, f(X) est
G-mesurable.

n

Une v.a. G mesurable est limite croissante de v.a. du type Z a;1 4, avec A; € G. Une fonction

i=1
n

borélienne est limite croissante de fonctions du type Z a;1 4, ou A; est un intervalle.

i=1

1.1.3 Tribu engendrée

Définition 1.1.4 La tribu engendrée par une famille d’ensembles A est la plus petite tribu con-
tenant cette famille, on la note o(A). Elle est Uintersection de toutes les tribus contenant A.

Si Fy et Fa sont deux tribus, on note F; V F3 la tribu engendrée par F; U F,. C’est la plus petite
tribu contenant les deux tribus F; et Fo.

Définition 1.1.5 La tribu engendrée par une variable aléatoire X définie sur (2, F) est ensemble
des parties de Q qui s’écrivent X ~1(A) ot A € Br. On note cette tribu o(X).

La tribu o(X) est contenue dans F. C’est la plus petite tribu sur Q rendant X mesurable.

Une v.a.r. X est G-mesurable si 0(X) C G.

Propriété: si Y est une application de Q dans IR, o(X) mesurable (c’est-a-dire telle que Y ~1(A) €
0(X), VA€ Bprouencoreo(Y) C o(X)), il existe une fonction borélienne f, de IR dans IR telle
que Y = f(X), et réciproquement.

Définition 1.1.6 La tribu engendrée par une famille de variables aléatoires (X¢,t € [0,T]) est
la plus petite tribu contenant les ensembles {X; *(A)} pour tout t € [0,T] et A € Br. On la note
O'(Xt, t S T) .
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1.2 Probabilité

1.2.1 Définition

Une probabilité sur (€2, F) est une application P de F dans [0, 1] telle que
a) P(Q) =1,
b) P(US2gA,) =307 o P(A,) pour des A, appartenant & F deux & deux disjoints.

Notation: P(A) = [, dP = [, 1 4dP ou 14 (fonction indicatrice) est la fonction définie sur 2
par Ig(w)=1siwe Aet Ty(w)=0siw¢ A

1.2.2 Propriétés

On a P(A) + P(A°) =1 pour tout A appartenant & F.

Si A C B, alors P(A) < P(B) et P(B) = P(A)+ P(B— A),ou B— A= Bn A"

Si les A,, forment une suite croissante (resp. décroissante) d’éléments de F, c’est-a-dire si A,, C
Apy1 (resp. A, D Apy1), et si A = Uy A, (resp. A = N,A,) alors A appartient a F et
P(A) =lim P(4,).

Théoréme de classe monotone: Soit P et ) deux probabilités sur (2, F, P) telles que P(A) = Q(A)
pour tout A € C, ou C est une famille stable par intersection finie et engendrant F. Alors P = @
sur F.

Remarque: on prendra soin, pour appliquer ce théoreme, de vérifier la stabilité par intersection
de C (c’est-a-dire de montrer que si C; € C,Cy € C, l'intersection Cq N Cy appartient a C).

1.2.3 Ensembles négligeables

Un ensemble est dit négligeable s’il est de probabilité nulle.

Une union dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.

Une propriété est vraie presque surement (p.s.) si elle est vraie en dehors d’un ensemble négligeable.
On dit aussi que la propriété est vraie pour presque tout w.

Un espace (2, F, P) est dit complet s’il contient tous les ensembles G tels que inf{P(F) : F €
F,GCF}=0.

1.3 Loi de probabilité

Définition 1.3.1 Soit X une variable aléatoire définie sur (2, F, P). La loi de X est la probabilité
Px sur (R, Br) définie par Px(A) = P{w; X(w) € A} = P(X € A), VA€ Bp.

On définit aussi la fonction de répartition de la variable X. C’est la fonction croissante définie
sur IR par F(z) = P(X < x).

Certains auteurs utilisent P(X < z) comme fonction de répartition. Les deux expressions ne
différent qu’en un nombre au plus dénombrable de valeurs de z, et les modifications sont minimes.
La fonction de répartition que nous utilisons ici est continue a droite, 'autre définition conduit a
une fonction continue a gauche, les deux fonctions étant égales en tout point de continuité.

La densité f(x) d’une variable aléatoire est la dérivée de la fonction de répartition (si cette dérivée
existe). On peut alors écrire P(X € A) fA x)dz. En particulier P(X € [a,b]) f f(z

Il nous arrivera alors d’utiliser la notation dlfferentlelle P(X € dz) pour désigner f (x)dx.
Lorsque deux v.a. ont méme loi (ou méme fonction de répartition, ou méme densité) on dit
qu’elles sont égales en loi. On utilisera tres souvent la remarque élémentaire suivante : si X et Y
sont deux v.a. telles que P(X < a) = P(Y <a),Va € IR, alors X et Y ont méme loi, ce que 'on

notera X Lot Y.
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1.3.1 Existence d’une v.a.

Pour construire une v.a. de loi donnée (par exemple ue gaussienne=, on choisit comme espace
) = IR. Ensuite, on définit une v.a. (une application de 2 dans IR de facon simple: X : w — w

est 'application identié. Il reste a construire une probabilité P sur 2 = IR telle que X aie une loi
2

1 w
exp ——dw. La fonction de répartition de X est
o P 9 1%
w

Fx(z) = P(X <x) = / ooy Pldw) = / L exp— L

gaussienne. Soit P(dw) =

x 1 2

D’o’u X est une v.a. Gaussienne.

Si 'on souhaite construire deux v.a. indépendantes de loi gaussienne: on recommence, sur un
autre espace: soit 2 = 1 x g, sur chacun des ; = IR, on construit une v.a. et une probabilité
telle que la v.a. soit de loi gaussienne et on pose P = P; ® P5. Si on souhaite construire une v.a.
de loi exponentielle, on choisit Q = IRT.

1.3.2 Espérance

L’espérance d’une variable aléatoire X est par définition la quantité [, XdP que 'on note E(X)
ou Ep(X) si l'on désire préciser quelle est la probabilité utilisée sur 2. Cette quantité peut ne
pas exister.

Pour calculer cette intégrale, on passe dans “I’espace image” et on obtient, par définition de la loi
de probabilité [, XdP = [ dPx(z).

Il existe des variables aléatoires qui n’ont pas d’espérance, c’est-a-dire pour lesquelles I'intégrale
Jo XdP n’a pas de sens. On dit que X est intégrable si | X| a une espérance finie. On note L'(Q2)
'ensemble des v.a. intégrables.( ou L'(£, P) si 'on veut préciser la probabilité utilisée). L’espace
L'(Q) contient les les constantes, les v.a. bornées et les .a. majorées en valeur absolue par une
v.a. intégrable.

De la méme fagon, on définit pour toute fonction borélienne @ telle que ®(X) soit intégrable (ce
qui a lieu par exemple si ® est bornée)

E(@(X)):A@(X)dp:/ﬂ@(x)dpx(x).

Si X admet une densité f, on a E(X) = [ zf(x)dr et E(®(X)) = [ ®(x)f(x)dz.

SiTon connait E(®(X)) pour toute fonction ® borélienne bornée, on connait la loi de X: 1'égalité
E(®(X)) = E(®(Y)) pour toute fonction borélienne bornée ® implique I’égalité en loi de X et Y.
Attention : I’égalité en loi n’est pas I’égalité presque sure. Par exemple, si X est une gaussienne

centrée, on a X "' _X et ces deux variables ne sont pas égales presque surement.
En fait, il suffit que I’égalité E(P(X)) = E(P(Y)) soit vérifiée pour une classe suffisamment riche
de fonctions, par exemple pour les fonctions indicatrices de boréliens, ou d’intervalles, ou pour les

fonctions de la forme e**, A € IR pour avoir X Ly,
La fonction caractéristique d’une v.a.r. est la transformée de Fourier de la loi de X, c’est-a-dire
la fonction
Y(t) = B(eX) = / e Py (dx).

R
Si X admet une densité f(z), la fonction caractéristique de X est [ e” f(x)dx. La fonction
caractéristique caractérise la loi de X au sens ou la connaissance de cette fonction détermine la
loi de la variable. Si la transformée de Fourier ¢ appartient & L*(dx), c’est-a-dire si son module
est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue dz, la densité associée (unique) est donnée par
la formule d’inversion

f@) = 2 / T et

zg_oo
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La fonction W(\) “l g (e*X) que I'on appelle transformée de Laplace caractérise aussi la loi d'une

variable. Mais dans ce cas il n’y a pas de formule d’inversion simple. Pour connaitre la loi d’un
couple (X,Y), il suffit de connaitre E(exp(AX 4+ 1Y) pour tout couple (A, ). Lorsque la v.a. X
est positive, on utilise de préférence E(e~**) comme transformée de Laplace, définie alors pour
tout A > 0.

Exemple 1.3.1 Exemple fondamental; Si X est une variable gaussienne de loi N'(m, 0?), on

a E(e*) = exp(Am + )‘22"2) et réciproquement.

Proposition 1.3.1 Propriétés de ’espérance a. L’espérance est linéaire par rapport a la
variable, c’est a dire
E(aX +bY)=aFE(X)+bE(Y),

a et b étant des réels.

b. L’espérance est croissante: si X <Y (p.s), on a E(X) < E(Y).

c. Inégalité de Jensen : si @ est une fonction conveze, telle que ®(X) est intégrable, E(P(X)) >
P(E(X)).

1.3.3 Intégrabilité uniforme

Une famille de v.a. (X;,i € I) est dite uniformément intégrable si sup, fIXi\>a | X;|dP — 0 quand
a — oo.
Sl existe Y € LY(P) telle que | X;| <Y, Vi, la famille (X;,i € I) est uniformément intégrable.

1.3.4 Indépendance
Définition 1.3.2 Deux sous-tribus Fi et Fo sont indépendantes si
P(ANB)=P(A)P(B),YA € F1,¥YB € F>.

Pour que deux tribus F; et Fy soient indépendantes, il faut et il suffit que P(ANB) = P(A)P(B),
VA € C1,VB € C2 ot C; est une famille stable par intersection telle que o(C;) = F;.
Définition 1.3.3 Une variable aléatoire X est indépendante d’une sous-tribu G si les tribus o(X)
et G sont indépendantes.
Proposition 1.3.2 La v.a. X est indépendante de la sous-tribu G si et seulement si

P{AN(X <)} =PA)P(X <z),Vr € RVA€cG.

Deux variables (X,Y") sont indépendantes si les tribus 0(X) et o(Y") sont indépendantes.

Proposition 1.3.3 Les v.a. X et Y sont indépendantes si et seulement si
P{(X <2)N (Y <y)} = P(X <2)P(Y <y), Vo€ Ry < R.

Si X et Y sont indépendantes, E(XY) = E(X)E(Y). (La réciproque n’est pas vraie)
Si X et Y sont indépendantes, f(X) et g(Y) aussi.
Si X et Y sont indépendantes, on peut calculer E(p(X,Y")) de deux fagons :

E(p(X,Y)) = E(f(X)) = E(9(Y)),avec f(z) = E(¢(z,Y)), g(y) = E(p(X,y))
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Proposition 1.3.4 Les v.a. X et Y sont indépendantes si et seulement si
E(f(X)g(Y)) = E(f(X)) E(g(Y)) pour toutes fonctions f et g boréliennes bornées.

Il suffit que cette égalité ait lieu pour une classe suffisamment riche de fonctions f et g, par
exemple pour les fonctions indicatrices. Si X et Y sont a valeurs positives, il suffit que I'égalité
soit vérifiée pour f(x) = exp(—Azx) et g(x) = exp(—px) pour tous A, p positifs.

Une famille de sous-tribus (F;,i € IN) est indépendante si toutes les sous familles finies le sont,
c’est-a-dire si P(M1<i<ndi) = H1<1<n (A;),VA; € F;,Vn. Méme définition pour une famille non
dénombrable.

Meéme définition pour une famille de variables aléatoires.

1.3.5 Probabilités équivalentes

Définition 1.3.4 Deuz probabilités P et Q définies sur le méme espace (Q, F) sont dites équivalentes
si elles ont mémes ensembles négligeables, c’est a dire si

P(A) =0 <= Q(A) = 0.

Une propriété vraie P p.s. est alors vraie @ p.s.
Si P et @ sont équivalentes, il existe une variable Y, strictement positive, f—mesurable d’espéran-
ce 1 sous P appelée densité de Radon-Nikodym telle que d@Q = YdP ou encore Q(A) = [ L YdP.

d
On écrit également cette relation sous la forme d—g =Y. Réciproquement, si Y est une v.a.

strictement positive, F-mesurable, d’espérance 1 sous P, la relation Eq(Z) = Ep(ZY) définit
une probabilité @) équivalente a P. Elle est facile a mémoriser par la régle de calcul formel
suivante:

Eq(Z) = / ZdQ = / ——~dP = / ZYdP = Ep(ZY)

1
On a aussi — = —

dQ Yy’
SiY est seulement positive, on a P(A) = 0= Q(A) = 0 et on dit que Q est absolument continue
par rapport a P.

Exemple 1.3.2 1. Soit U une variable de Bernoulli sous P définie par
PU=0)=1-p, PU=1)=p.

Soit Y la variable définie par Y = AU + u(1 — U). Elle est d’espérance 1 pour A\p + u(l — p) =
L,A > 0. Soit dQ = YdP, on a QU =1) = Ap. Sous @Q , U est une variable de Bernoulli de
parametre Ap.

2. Si X est une v.a. de loi N(m,0?) sous P et soit Y = exp{h(X —m) — 1h%c?}. Soit
dQ = YdP. Sous @, X est une v.a. de loi N'(m + ho?,0?).
Démonstration : Il suffit de calculer Eg{exp(AX)}) = Ep{Y exp(AX)} et de vérifier que Eg(exp AX) =
exp[\(m + ho?) + #] .

3. Soit X est un vecteur gaussien sous P et U une variable telle que le vesteur (X, U) soit

1
gaussien. On pose d@Q = YdP avec Y = exp(U — Ep(U) — §Vaer), le vecteur X est gaussien

sous @, de méme covariance que sous P.
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1.4 Variables gaussiennes

Une variable X est gaussienne de loi N'(m,o?) si elle a pour densité

(z —m)?

oVv21 202

N(m,o?)(z) =

On considére qu’une v.a. constante suit une loi gaussienne de variance nulle, ce qui correspond
a une masse de Dirac. La mesure de Dirac d, au point a est une probabilité sur IR telle que

/ f(x)da(dz) = f(a) et correspond & une v.a. constante égale & a.
R

Définition 1.4.1 Un vecteur X = (X1, Xa,..., X)) est gaussien?® si toute combinaison linéaire
Z?:l a; X; est une variable gaussienne a valeurs réelles.

On caractérise la loi de X par son vecteur espérance et sa matrice de covariance

I'= [o—i’j]izl,n;jzl,n
ou 0;; = F(X;X;) — E(X;)E(X;). Laloi de X admet une densité si la matrice I' est inversible.
Si deux variables forment un couple gaussien de covariance nulle, elles sont indépendantes.

Si (X,Y) est un vecteur Gaussien, il existe « tel que X — aY est indépendant de X.

Si X et Y sont des gaussiennes indépendantes, aX + bY est une gaussienne et le couple (X,Y)
est gaussien. Ce n’est en général pas vrai si les variables ne sont pas indépendantes.

Enfin, nous rappelons une nouvelle fois le résultat important suivant

Proposition 1.4.1 Si X est une variable gaussienne de loi N'(m,d?), on a, pour tout \ réel,

E(e*X) = exp(Mm + )‘22"2) . Réciproquement si pour tout A\ € R, E(e*X) = exp(Am + )‘22”2), la

variable X est de loi N'(m,c?).

1.5 Convergence de v.a.

L’espace (2, F, P) est fixé. Toutes les variables aléatoires sont définies sur cet espace.
On distingue plusieurs types de convergence:

1.5.1 Convergence presque siire

Une suite de variables aléatoires X, converge p.s. vers X si pour presque tout w,
Xn(w) = X(w) quand n — oo.

On note X, =3 X
.D.S.

Cette notion de convergence dépend du choix de P. Si @) est équivalente & P et si X, Pos x ,
on a X, Qs

Théoréme de convergence monotone: Si X,, est une suite de variables aléatoires monotone (soit
Xn < Xpy1)etsi X =lim,, X, ona E(X) =limE(X,) .

Théoreme de Lebesgue dominé: Si X,, est une suite de variables aléatoires convergeant p.s. vers
X et ¢'il existe une variable aléatoire Y intégrable telle que |X,,| <Y, alors E(X,,) converge vers
E(X).

Théoréme 1.5.1 Loi des grands nombres. Si (X;,¢ > 1) est une suite de v.a. équidistribuées,
indépendantes d’espérance finie, %Z?:l X, converge p.s. vers E(Xy).

2L’exposant T désigne la transposition
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1.5.2 Convergence quadratique, ou convergence dans L*((Q)

On note | X, wf / X2dP = \/E(X?). On identifie deux v.a. égales p.s., ainsi on définit ainsi
\ Jo
la norme || - || sur I'espace des v.a. de carré intégrable. On dit que X € L?(2) (ou L3(f, P)) si

[ X]|, < oc. Soit X, € L? et X € L2. La suite de variables aléatoires (X,,) converge en moyenne
quadratique (dans L?(2)) vers X si

(|1 Xn — X|)? = E(X, — X)? — 0 quand n — oo.

Cette notion de convergence dépend du choix de P.
Si X,, — X dans L*(Q), on a E(X2) — E(X?). La réciproque est fausse.

L’espace L?() est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (X,Y) = [, XYdP. En
particulier, il est complet.
Si une suite converge dans L2, il existe une sous-suite qui converge p.s.
Si une suite uniformément intégrable (par exemple bornée) converge p.s., elle converge dans L?.
Théoreme : (Loi des grands nombres) Si (X;,4 > 1) est une suite de v.a. équidistribuées,
indépendantes de variance finie , % >, X, converge en moyenne quadratique vers E(X1).
Si une suite de v.a. gaussiennes converge en moyenne quadratique, la limite est une variable
gaussienne.
Soit p > 1. On note [|X|[, la quantité positive définie par ([|X][,)? := Jo | X[PdP = E(|X|?). On
définit ainsi une norme sur l'espace LP(2) des v.a. X telles que [|X||, < co. Une suite de v.a.
X, dans LP converge 8'il existe X tel que E(X,, — X)? — 0. La convergence dans LP pour p > 1
implique la convergence dans L? pour tout ¢, 1 < ¢ < p.

1.5.3 Convergence en probabilité

Une suite de variables aléatoires X,, converge en probabilité vers X si
Ve >0 P(|X,—X]|>e¢) — 0quand n — oco.

On note X, Ex.
La convergence p.s. implique la convergence en probabilité.
La convergence en probabilité implique qu’une sous-suite converge p.s.
La convergence quadratique implique la convergence en probabilité.

1.5.4 Convergence en loi

Une suite de variables aléatoires X,, converge en loi vers X si E(®(X,)) — E(®(X)) quand
n — oo pour toute fonction ® continue bornée.

On note X, £X. La convergence en loi est également définie par la convergence simple des fonc-
tions caractéristiques, soit ¥,,(t) — ¥(¢) pour tout ¢, ot ¥,, désigne la fonction caractéristique de
X,, et @ celle de X.

Si X est une v.a. de fonction de répartition F' continue, et si X,, est une suite de v.a. de fonction
de répartition F,, telles que F,,(z) converge vers F(z) pour tout z, alors X,, converge en loi vers
X et réciproquement.

La convergence en probabilité implique la convergence en loi.



August 13, 2003 15
Théoréme 1.5.2 Théoréme Central limite Si (X;,i > 1) est une suite de v.a. équidistribuées,

indépendantes, de variance finie o

1.6 Processus stochastiques

1.6.1 Filtration

On va s’intéresser a des phénomenes dépendant du temps. Ce qui est connu a la date ¢ est
rassemblé dans une tribu F;, c’est 'information a la date ¢.

Définition 1.6.1 Une filtration est une famille croissante de sous tribus de F, c’est-a-dire telle
que Fy C Fs pour tout t < s.

On demande souvent que les ensembles négligeables soient contenus dans Fy.
On parle d’hypotheses habituelles si
- les ensembles négligeables sont contenus dans Fy ,
- La filtration est continue a droite au sens ol Fy = Ng>1Fs.
Une filtration G est dite plus grosse que F si F; C G, Vt.

1.6.2 Processus

Un processus stochastique (ou fonction aléatoire) est une famille de variables aléatoires (X;t €
[0, 00[) définies sur le méme espace de probabilité .

Définition 1.6.2 Un processus stochastique X = (Xy,t > 0) est dit adapté (par rapport d une
filtration Fy) si X; est Fy-mesurable pour tout t.

On dit que le processus est a trajectoires continues (ou est continu) si les applications t — Xy (w)
sont continues pour presque tout w.

Un processus est dit cadlag (continu a droite, pourvu de limites & gauche) si ses trajectoires sont
continues & droite, pourvues de limites a gauche. Méme définition pour caglad.

A un processus stochastique X on associe sa filtration naturelle 77X, c’est & dire la famille
croissante de tribus FX = o{X,, s < t}.
On utilise souvent des processus dit prévisibles. La définition précise est la suivante: Soit (2, F, P)
un espace muni d’une filtration (). On appelle tribu des prévisibles? la tribu sur (0,00) x Q
engendrée par les rectangles de la forme

]s,t] x A, 0<s <t AeFs.

Un processus est prévisible si et seulement si 'application (¢,w) — X;(w) est mesurable par rap-
port a la tribu des prévisibles. Pas d’affolement: il suffit de savoir que les processus cag sont
prévisibles.

On dit que deux processus X et Y sont égaux a une modification pres si X; = Y; p.s. Vt.

Deux processus sont égaux en loi X “y s pour tout (t1,ts,...,t,) et pour tout » on a
loi

(Xt17Xt27' . .,th) == (Y;U}/tz?' . .,Yin).
On trouvera chapitre 8 d’autres définitions concernant des propriétés de mesurabilité.

3L expérience est une lanterne accrochée dans le dos, qui n’éclaire que le chemin parcouru. Confucius / Clifton
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1.6.3 Processus croissant

Un processus A = (A, t > 0) est un processus croissant si Ag = 0 et t — A; est une fonction
croissante, c’est-a-dire
A(w) < Ag(w), VE < s,p.s.

Sauf mention du contraire, les processus croissants sont pris continus & droite.
Un processus V = (V;, t > 0) est dit & variation bornée sur [0, t] si

SEPZH/HJA _V;fi‘ SK’
L

le sup étant pris sur les subdivisions 0 <ty < ... <t; <t;4q1 <t
Un processus V = (V4, t > 0) est dit & variation finie sur [0,¢] si

S?pz|‘/ti+1 _‘/;L| < 00,

le sup étant pris sur les subdivisions 0 < tg < ... <t; < t;41 <t. Un processus V = (V;, ¢ > 0)
est dit & variation finie s’il est & variation finie sur [0, ¢] pour tout ¢. Il est alors la différence de
deux processus croissants (et réciproquement).

1.6.4 Processus Gaussiens

Un processus X est gaussien si toute combinaison linéaire finie de (X;,¢ > 0) est une variable
aléatoire gaussienne, c’est-a-dire si

n
Vn, Vt;, 1 <i<n, VYa,, E a;X;, est une v.a.r. gaussienne.
i=1

Un processus gaussien est caractérisé par son espérance et sa covariance.

Un espace gaussien est un sous-espace (vectoriel fermé) de L?()) formé de v.a.r. gaussiennes
centrées. L’espace gaussien engendré par un processus gaussien est le sous espace de L?(Q)
engendré par les v.a.r. centrées (X; — E(X;),t > 0), c'est-a-dire le sous-espace formé par les
combinaisons linéaires de ces variables centrées et leurs limites en moyenne quadratique.

1.7 Espérance conditionnelle
L’espace (2, F, P) est fixé.

1.7.1 Cas discret

Rappel: Soit A et B deux événements (sous-ensembles de ). On définit la probabilité condition-

nelle de A quand B par P(A|B) = Pl(;ég?), pour tout B tel que P(B) # 0.

Propriété: P(.|B) est une probabilité sur €2.

On peut définir I'espérance d’une variable par rapport a cette loi. Considérons le cas d’une
variable X & valeurs dans (z1,%2,...,2,). Soit B fixé et Q(A) := P(A|B). On a alors en
désignant par Eg l'espérance par rapport a Q:
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On peut écrire P(X = 2;NB) = [ Lx—,,dP (ot L x—,, est la fonction qui vaut 1siw € (X = z;)
c’est-a~dire si X(w) = z;) et en remarquant que } ijlX:xj =Xona:

—2;NB)
sz xﬁ n / XdP,

/EQ(X)dP:EQ(X)P(B):/ XdP.
B B

On note E(X |B) = Eg(X) . Soit alors B la tribu engendrée par B et E(X |B) la variable
aléatoire définie par F(X |B) = E(X |B)lp + E(X |B°)lpge. On a

/DE(X|B)dP:/DXdP

pour tout élément D € B. On appelle espérance conditionnelle de X quand B cette variable
aléatoire B-mesurable.

ce que l'on peut lire

Un cas particulier intéressant est celui ou ’évenement B est 1ié a une v.a.:
Soient X et Y deux v.a. a valeurs dans (x1,x2,...,2,) (resp (y1,...,Yq)), telles que Vi, P(Y =
y;) # 0. On peut alors définir P(X = z; |Y =y,;) = p(z;;y;). On remarque que pour tout y;,
u(.;y;) définit une probabilité sur (x1,z2,...,2,). On peut donc définir espérance de X par
rapport a cette loi par

1
E(X[Y =y) =Y a;P(X =z, |V =y,) Zx],u (z;9:) = = 5 = o XdP.
j Yi
On définit ainsi une fonction U telle que ¥(y;) = E(X |Y = y;).
IL est facile de vérifier que
ZP E(X|Y =y) =) PY =y)¥(y) = E(¥(Y)) = B(E(X|Y)) = E(X)

On note ¥(Y) = E(X|Y). C’est espérance conditionnelle de X quand Y ou encore l'espérance
conditionnelle de X par rapport a Y. Cette fonction est caractérisée par

a) U(Y) est Y-mesurable,

b) E(®(Y)X) = E(®(Y)¥(Y)) pour toute fonction P.
(I suffit par linéarité de vérifier b) pour & = 1,,.)

1.7.2 Espérance conditionnelle par rapport a une tribu

Soit X une v.a.r. (intégrable) définie sur (Q, F, P) et G une sous-tribu de F.

Définition 1.7.1 ef L’espérance conditionnelle E(X |G) de X quand G est lunique variable
aléatoire

a. G-mesurable

b. telle que [, E(X|G)dP = [, XdP, VYAeg.
C’est aussi l'unique (d une égalité p.s. prés) variable G-mesurable telle que

E[E(X|G)Y] = E(XY)
pour toute variable Y, G-mesurable bornée.

Il en résulte que si X est de carré intégrable, F(X|G) est la projection de X sur l'espace des
variables aléatoires G mesurables, de carré intégrable, c’est-a-dire la variable aléatoire G mesurable
qui minimise E[(X — Y)?] parmi les v.a. Y, G mesurables.
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1.7.3 Espérance conditionnelle par rapport a une variable

On définit espérance conditionnelle d’une variable X (intégrable) par rapport & ¥ comme étant
Pespérance conditionnelle de X par rapport a la tribu ¢(Y). On la note E(X |Y). C’est une
variable mesurable par rapport & la tribu engendrée par Y, donc c’est une fonction de Y: il existe
¥ de IR dans IR borélienne telle que F(X |Y) = ¢(Y).

L’espérance conditionnelle F(X |Y') est caractérisée par
a) ¢’est une variable o(Y) mesurable
b) [, E(X|Y)dP = [, XdP VAca(Y).

La propriété b) est équivalente & E(E(X |Y )¢(Y)) = E(X¢(Y)) pour toute fonction ¢ borélienne
bornée , ou a [y, E(X|Y)dP = [,z XdP pour tout B € B.

On utilise souvent la notation E(X |Y = y) pour désigner la valeur de ¢ en y. On a alors
a’) BE(X|Y =y) est une fonction borélienne
b’) fB X‘Y—y)dpy fleB.’Edpxy({,C y) VB € Bg.

1.7.4 Propriétés de ’espérance conditionnelle

) Linéarité. Soit a et b deux constantes. E(aX +bY |G) =aE(X |G) +bE(Y |G).
) Croissance. Soit X et Y deux v. a. telles que X <Y. Alors E(X |G) < E(Y |G).
) EIE(X|G)] = E(X).

) Si X est G-mesurable, E(X |G) =

e) SiY est G-mesurable, E(XY |G) = YE(X 1G).

f) Si X est indépendante de G, E(X |G) = E(X).

g) Si G est la tribu grossiére (composée de 'ensemble vide et de ), E(X|G) = E(X).

h) Si G et H sont deux tribus telles que H C G alors E(X |[H) = E(E(X |H) |G) = E(E(X |G)|H).
On note souvent F(E(X |H) |G)=E(X|H|9)

i) Si (X,Y’) sont indépendantes, et ¢ une fonction borélienne bornée, E(¢(X,Y)|Y) = [E(o(X, y))ly=v
Cette derniere égalité signifie que, pour calculer E(¢(X,Y)|Y) lorsque les variables X et Y sont
indépendantes, on explicite la fonction ¥ telle que ¥(y) = E(¢(X,y)), puis on remplace y par YV
pour obtenir la v.a. ¥(Y).

On verra d’autres propriétés de I'espérance conditionnelle dans le polycopié d’exercices. On

b b
utilisera sans modération la formule E(/ Xsds|g) = / E(Xs|g)ds dés que l'un des deux

membres existe.
Remarque tres importante: les égalités précédentes ne sont vraies que p.s. et a condition que les
v.a. soient intégrables.

a
b
c
d

1.7.5 Variance conditionnelle

On définit Var (X|G) = E(X?|G) — E?(X|G). C’est une v.a. positive, en vertu de I'inégalité de
Jensen:
Soit ¢ une fonction convexe. On a E(¢(X)|F) > ¢(E(X|F)).

1.7.6 Formule de Bayes

Soit P une probabilité et () une probabilité équivalente & P définie par d@QQ = LdP. On peut
exprimer ’espérance conditionnelle d’une variable sous ) en fonction de I’espérance conditionnelle
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sous P : Ep(LX|0)
Fo(X19) = "5 T

DEMONSTRATION: Il s’agit de trouver Z v.a. G-mesurable telle que
Eq(2Y) = Eg(XY)

pour toute v.a. Y G-mesurable. On écrit Eg(ZY) = Ep(LZY) = Ep(ZY Ep(L|G)) et Eg(XY) =
Ep(LXY) = Ep(YEp(LX|G)) en utilisant la G-mesurabilité de Z,Y. L’égalité devant étre
vérifiée pour tout Y, il vient ZEp(L|G) = Ep(LX|G), d’ou I'expression de Z. O

1.8 Loi conditionnelle

1.8.1 Définition

Soit (X,Y) deux v.a.r. La loi conditionnelle de X quand Y est la famille de lois sur IR notée
1(y, dz) indexées par y (qui décrit I’ensemble des valeurs prises par Y') telle que

oo

HMMW=M=/)¢WMMM)

— 00

pour toute fonction ® borélienne bornée. La propriété s’étend aux fonctions ® intégrables par
rapport a pu. Lorsque l'on connait cette loi conditionnelle, les calculs d’espérance et de variance
conditionnelle se réduisent & des calculs d’espérance et de variance. En effet E[X|Y = y] =

o0
/ zu(y, dz) est, pour tout y, 'espérance d’une v.a. de loi u(y, dz).

oo
Si le couple (X,Y) a une densité f(z,y), on peut montrer que

wly, dz) = —————

f(z,y)dz
fu,y)du

R

1.8.2 Cas Gaussien

Si le couple de v.a.r. (X,Y) est gaussien (avec une densité ou non), la densité conditionnelle de
X a'Y est une loi gaussienne d’espérance linéaire en Y et de variance ¢ indépendante de Y. Il est
alors facile de retrouver la valeur de l'espérance: E(X|Y) = aY + b implique E(X) =aE(Y) +b
et E(XY)=EYEX|Y))=E(aY?) +bE(Y), dou

- % b= E(X) —aB(Y), c= E(X?]Y) - E*(X|Y) = BE(X?) - E[(aY +b)’]

Ceci se généralise a un vecteur multidimensionnel : si (X,Y) est un vecteur gaussien, la den-
sité conditionnelle de X a Y est une loi gaussienne d’espérance linéaire en Y et de variance c
indépendante de Y.

1.9 Martingales

1.9.1 Cas discret

On se donne une filtration, c’est-a-dire une famille de sous-tribus F,, croissante (telle que F,, C
Fn+1)- La tribu Fy contient les négligeables.
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Définition 1.9.1 ef Une suite de v.a.r. (X,,n € IN) est une F,-martingale si
X, est intégrable, Vn € IN
X, est F,-mesurable, Yn € IN
E(Xps1 |Fa) = X, , ¥n € IN.

Propriété: E(X,4p|Fn) =X, ,Vn € IN,¥p € IN.
Exemple: Si X,, =Y +...4Y, oules Y; sont indépendantes équidistribuées centrées, X,, est une
martingale.

Cas multidimensionnel: Une famille de vecteurs (S,,n > 0) telle que S, est & valeurs dans IR?
est une martingale, si les familles (S% n € IN) sont des martingales Vi, 1<i <d.

1.9.2 Cas continu.

On se donne une filtration, c¢’est-a-dire une famille de sous-tribus F; croissante (telle que Fy C
ft 5 Vs < t.)

Définition 1.9.2 Une famille de variables aléatoires (Xy,t € [0,00]) est une martingale par
rapport & la filtration (Fy) si

X; est Fy -mesurable et intégrable pour tout t.

E(Xt |~7:s) = Xs B Vs <t.

Propriétés:

Si X est une martingale E(X;) = E(Xy), V.

Si (Xy,t <T) est une martingale, le processus est completement déterminé par sa valeur ter-
minale: X; = E(Xr |F:). Cette derniére propriété est d’un usage trés fréquent en finance.

Définition 1.9.3 Une famille de variables aléatoires (X¢,t € [0,00[) est une surmartingale (resp.
sousmartingale) par rapport a la filtration (F;) si

Xy est F; -mesurable et intégrable pour tout t

E(X:|Fs) < Xg, Vs <t (resp. E(X¢|Fs) > Xs).

Exemple 1.9.1 Si X est une martingale, alors, X2 est une sous smartingale. Si X est une
martingale et A un processus croissant, X + A est une sous-martingale.

On dira que X est une martingale si la filtration de référence est la filtration naturelle de X. On
fera attention: la propriété de martingale dépend de la filtration et une F-martingale n’est en
général pas une G martingale si G est plus grosse que F.

Une martingale continue a variation bornée est égale a une constante. En effet si M est une
telle martingale et V' sa variation,

2
E(ME) =F |:<Z(Mti+l - Mtz) :| < E [‘/t sup |Mti+1 - Mtz” < KE [Sup ‘Mti«i»l - Mt1|:|

et le membre de droite converge p.s. vers 0 quand on raffine la partition.
Proposition 1.9.1 Inégalité de Doob Si X est une martingale continue,

E(sup X?) < 4FE(X2).

s<T

1.10 Temps d’arrét

On travaille sur un espace muni d’une filtration (F3). On note Foo = o(UpFy).
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1.10.1 Définitions

Définition 1.10.1 Un temps d’arrét est une variable aléatoire T ¢ valeur dans IR U {+oo} telle
que {T <t} € F, Vt € R.

Une constante positive est un temps d’arrét.
On associe & un temps d’arrét 7 la tribu F, dite des événements antérieurs a 7, définie* par
Fr={AeFo|An{r <t} e F, Vte R}.

Propriétés: Si T" est un temps d’arrét, T est Fp mesurable.

Si S et T sont des temps d’arrét, S AT est un temps d’arrét. En particulier T' A t est un temps
d’arrét.

Si S et T sont des temps d’arrét tels que S < T, on a Fg C Fr.

Soit (X¢,t > 0) un processus et 7" un temps d’arrét fini. On définit X7 par X7 (w) = Xp)(w).
Si un processus X est continu et adapté, X est Fpr-mesurable.

1.10.2 Théoréme d’arrét

Si T est un temps d’arrét et M une (F;)-martingale, le processus Z défini par Z; def MipT est
une (F;) martingale. En particulier, E(Miar) = E(Mp).

Théoréme 1.10.1 Théoréme d’arrét de Doob: (Optional Sampling Theorem)
Si M est une (Fy)-martingale continue et si S et T sont deux temps d’arrét tels que S <T < K,
K étant une constante finie, My est intégrable et

E(Mr|Fs) = Ms.
Ce résultat s’étend a tous les temps d’arrét si la martingale est uniformément intégrable.

Si M est uniformément intégrable, on peut montrer que M; converge p.s. et dans L' vers M,
quand t — oo et que Mg = E(Mx|Fs)

Proposition 1.10.1 Si pour tout temps d’arrét borné E(Xr) = E(Xo), le processus X est une
martingale.

Remarque 1.10.1 Attention, si E(X;) = E(Xy) pour tout ¢, le processus X n’est pas une
nécessairement martingale. Un contre exemple est X; = fg M,du o M est une martingale
d’espérance nulle.

Si M est une surmartingale positive et 7 un temps d’arrét, E(M,) < E(My) ou on pose
My, =0.

Définition 1.10.2 Un processus M adapté caglad est une martingale locale s’il existe une suite
croissante de temps d’arréts T, telle que 7, — 00 et (Mia.,,t > 0) est une martingale pour tout
n.

Une martingale locale positive est une surmartingale. Une martingale locale uniformément intégrable
est une martingale.

44 ’essentiel est de comprendre” Scipion, dans Caligula, Camus
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1.10.3 Processus de Markov

Cette notion est assez difficile, mais d’un usage constant. En langage vernaculaire, un processus
est de Markov si son comportement dans le futur ne dépend du passé qua travers le présent.®
Soyons plus précis. Soit X un processus et (F;) sa filtration canonique. On dit que le processus
est de Markov si, pour tout ¢, pour toute variable bornée Y € F, I'égalité

E(Y o 0t|]:t) = E(Y o Qt\Xt)
ou 0 est I'opérateur de translation défini sur les applications coordonnées par X, o 05 = X, .

Essayons une autre définition. Pour tout n, pour toute fonction bornée F' définie sur IR™, pour
tous t1 <to < -+ <ty

E(F(X8+t17X8+t2> e ;Xs+tn)

'7:S> = E(F(Xs+t17Xs+tzv T 7Xs+tn)

Xs).
Ceci implique en particulier que pour toute fonction f borélienne bornée
E(f(X0)IFs) = E(f(X¢)| X)), VE > s.

Le processus est dit de Markov fort si la propriété précédente est vraie pour tout couple de
temps d’arrét finis T, S avec T > S.

1.11 Rappels d’analyse
1.11.1 Dérivation sous le signe somme

Soit F(x / f(z,y)dy. Si f est continue et admet une dérivée partielle par rapport a x

O f(x,y) continue bornée en valeur absolue par g(y), |0 f(x,y)| < g(y) ou g est une fonction

intégrable, alors F’( / O f(z,y)dy.

1.11.2 Espace complet

Un espace normé est dit complet si toute suite de Cauchy converge, i.e. si ||z, — || — 0 quand
n, m — oo implique 'existence de x tel que z,, — x. L’ espace IR muni de la norme habituelle,

Iespace des fonctions L?(IR) muni de la norme || f|| = 1/ [} f?(x)dx, Vespace des v.a. L*(€2) muni

de la norme || X|| = /E(X?) sont des espaces complet.

1.11.3 Théoreme de Lebesgue dominé

Soit f,, une suite de fonctions intégrables qui converge (simplement) vers une fonction f (f,(xz) —

f(x),Vx). Sl existe g intégrable telle que |f,(x)| < g(z), YV, alors / fn(x)dz converge vers
R

f(x)dx. La fonction f est une fonction en escalier s’il existe une subdivision (¢;,t; < t;11,i =

R
0,...,n) telle que f est constante, égale & f; sur ]¢;,¢;11] et nulle hors de [tg, t,41]. On peut alors
éCrire f = Z?:l f’i—l]l]ti,hti]'

54]avenir est la projection du passé, conditionnée par le présent”. G. Braque.



Chapter 2

LE MOUVEMENT BROWNIEN

Le botaniste Robert Brown observe en 1828 le mouvement irrégulier de particules de pollen en
suspension dans l’eau. En 1877, Delsaux explique les changements incessants de direction de
trajectoire par les chocs entre les particules de pollen et les molécules d’eau. Un mouvement de
ce type est qualifié de “mouvement au hasard”.

En 1900, Bachelier, en vue d’étudier les cours de la Bourse met en évidence le caractere
“markovien” du mouvement Brownien : la position d’une particule a l'instant ¢ + s dépend de
sa position en t, et ne dépend pas de sa position avant t. Il convient d’insister sur le caractere
précurseur de Bachelier et le fait que la théorie du mouvement Brownien a été développée pour
la Bourse, avant de ’étre pour la Physique.

En 1905, Einstein détermine la densité de transition du mouvement Brownien par l'inter-
médiaire de I’équation de la chaleur et relie ainsi le mouvement Brownien et les équations aux
dérivées partielles de type parabolique. La méme année, Smoluchowski décrit le mouvement
Brownien comme une limite de promenades aléatoires.

La premiére étude mathématique rigoureuse est faite par N. Wiener (1923) qui exhibe également
une démonstration de lexistence du Brownien. P. Lévy (1948) s’intéresse aux propriétés fines des
trajectoires du Brownien. Depuis, le mouvement Brownien continue de passionner les proba-
bilistes, aussi bien pour I’étude de ses trajectoires que pour la théorie de 'intégration stochas-
tique (Wiener, Ito, Watanabe, Meyer, Yor, LeGall, Salminen, Durrett, Chung, Williams, Knight,
Pitman,...).

2.1 Le mouvement Brownien

On se donne un espace (2, F, P) et un processus (By,t > 0) sur cet espace.

2.1.1 Définition.

Le processus (B, t > 0) est un mouvement Brownien (standard) si

a) P(Byp =0) =1 (le mouvement Brownien est issu de lorigine).

b) Vs < t, By — B; est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance (¢ — s).

c) Vn, Vi, 0 <ty < ty... < ty,, les variables (By, — B, ,,..., By, — By, Bt,) sont
indépendantes.

La propriété b) est la stationarité des accroissements du mouvement Brownien, la propriété c)
traduit que le mouvement Brownien est & accroissements indépendants. On peut aussi écrire c)

sous la forme équivalente suivante:

23
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¢’) Soit s < t. La variable B; — By est indépendante de la tribu du passé avant s, soit
o(By,u < s).
Nous ne démontrons pas 'existence du mouvement Brownien (MB dans la suite). On pourra
consulter Pouvrage de Karatzas et Shreve (1988). On le construit sur “I’espace canonique ”
Q = C(IRT, IR) des fonctions continues de IRT dans IR par B;(w) = w(t) et on munit cet espace
d’une mesure (mesure de Wiener) telle que B soit un MB.

La filtration naturelle est F; = 0{Bs, s < t}. On lui ajoute de facon implicite les négligeables.
On peut montrer qu’elle vérifie alors les conditions habituelles.
On s’autorisera a noter B(t;) au lieu de By, la valeur de la trajectoire en ¢; pour des raisons de
lisibilité.

2.1.2 Généralisation.

Le processus X; = a + B; est un Brownien issu de a. On dit que X est un Brownien généralisé
ou un MB de drift u si Xy =  + ut + 0 B; ou B est un mouvement Brownien. La variable X; est
une variable gaussienne d’espérance  + ut et de variance o>t.

Les via. (Xy,,, — Xy, to <t1... <t,) sont indépendantes.

2.2 Promenade aléatoire

On peut montrer que le mouvement Brownien s’obtient comme limite de promenades aléatoires
renormalisées. Cette propriété est exploitée pour des simulations.

Soit, sur un espace de probabilité (2, F,P) une famille de variables aléatoires de Bernoulli
indépendantes équidistribuées

1
P(Xi=1) = P(X;=—1) = 5 , ieN".

On dit que la suite S,, est une promenade® aléatoire. (Jeu de pile ou face).
On a E(S,) =0, Var (S,) = n.

L “Charmante promenade, n’est-ce-pas?” Le professeur Tournesol. Tintin et les Picaros. 1964.
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Promenade aléatoire

Remarquons que la suite (S, — Sy, m > n) est indépendante de (Sp, S1,...,S,) et que S, —Sy,
a méme loi que S,,_,.

On procede alors a une double renormalisation. Soit N fixé
* on ramene l'intervalle de temps [0, N] & [0, 1]

* on change ’échelle des valeurs prises par S,,.

Plus précisément, on définit une famille de variables aléatoires indexées par les réels de la
forme %, k € IN, par

Sk .

2=

2

On a

E(U%) =0 et Var(U%):%.

Les propriétés d’indépendance et de stationarité de la promenade aléatoire restent vérifiées,
soit
esik >k, U% — Uy est indépendante de (U%; p <kK)
N

esik >k Ur —Up améme loi que Up_p .
N N N

On définit un processus a temps continu (Uy, t > 0) & partir de U & en imposant a la fonction

t — U, d’étre affine entre % et k—;{,l Pour cela, N étant fixé, on remarque que pour tout ¢t € IR
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k(t)+1

il existe k(t) € IN unique tel que M <t< et on pose
N k
U; ZU%-i-N(t—N)(Uk%—U%)

ot k = k(t).

Pourt=1ona U = ﬁS ~. Le théoréme central-limite implique alors que U{¥ converge en
loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.

On montre alors que le processus UV converge (au sens de la convergence en loi) vers un
mouvement Browni%n B. .
En particulier UY¥ = B; et (Utjy, cee UtJZ) = (Bty,.-.,Bt,) pour tout k-uple (t1,...,1x).

2.3 Propriétés

Dans ce qui suit, B = (B, t > 0) est un mouvement Brownien et F; = o{Bs,s < t} est sa
filtration naturelle.

2.3.1 Processus gaussien

Proposition 2.3.1 Le processus B est un processus gaussien, sa loi est caractérisée par son
espérance nulle et sa covariance Cov(By, Bs) = s At.

DEMONSTRATION: Le caractére gaussien résulte de > a; By, = > o bi(Be,,, — By,) avec a; =
bi — bit1,t <n—1,a, =b,. La covariance est égale & E(B;B;) car le processus est centré. Si
s < t,

E(BtBs) = E((Bt - Bs)Bs + BE) = E(Bt - BS)E(BS) + E(B?) =S U

On peut généraliser: Le processus (X; = x+ ut+0Bg,t > 0) est un processus gaussien d’espérance
x + pt et de covariance E[(X; — B(X})) (Xs — B(X,))] = o2(s A t).

2.3.2 Une notation

Il nous arrivera de noter E,(f(Bs)) espérance de f(B;) quand B est un Brownien issu de z,
sans toujours faire cette précision. Cette quantité est égale & E(f(x+ Bs)) ou B est un Brownien
issu de 0 . De la méme facon, nous utiliserons la notation P,(Bs; € A) pour P(x + Bs; € A) et
P, (Bs € da) pour la densité de la v.a. Bs ou B est un Brownien partant de .

2.3.3 Scaling

Proposition 2.3.2 Si (B, t > 0) est un mouvement Brownien, alors
i) le processus B défini par Bt —Bt est un mouvement Brownien.
it) le processus B défini par B, = Bc2t est un mouvement Brownien. (Propriété de scaling)
i) le processus B défini par B; = tB% Yt > 0,By =0 est un mouvement Brownien.

DEMONSTRATION: Il suffir de vérifier le caractére Gaussien de ces processus et d’en calculer
espérance et covariance. O
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2.3.4 Propriété de Markov

La propriété de Markov du mouvement Brownien est utilisée sous la forme (un peu plus forte que
ci s o d

la propriété de Markov) : pour tout s, le processus (Wy,t > 0) défini par W, lef Biis — Bs est un

mouvement Brownien indépendant de Fj.

Théoréme 2.3.1 Pour f borélienne bornée, E(f(By)|F:) = E(f(Buy)|o(B:)) pour u > t.

DEMONSTRATION: On fait apparaitre les accroissements et on utilise les propriétés de ’espérance
conditionnelle :

E(f(Bu)|F:) = E(f(Bu — Bt + By) |F2) = ®(u — t, By)
avec ®(u —t,z) = E(f(By, — Bt +2)) = E(f(Y + z)) o1 Y a méme loi que B, — B, soit une loi
N(0,u —t). Par les mémes arguments, E(f(B,)|o(B;)) = ®(u —t, Bt). On a trés précisement

P(s,x) = \/%/Rf(y)exp—(y;f)dy

O
Une autre facon de décrire cette propriété est de dire que, pour u > t, conditionnellement a
By, la v.a. B, est de loi gaussienne d’espérance By et de variance u — t. Alors

E(lp,<. |Fr) = E(lp,<x|0(B;)) = E(lp, < |Bt)
pour t < u.

Proposition 2.3.3 Propriété de Markov forte:
Soit T un temps d’arrét d valeurs finies. On a alors E(f(Brys) |Fr) = E(f(Brys) |o(Br)). En

. . N . , . d
particulier, pour tout temps d’arrét fini T, le processus (Wi, t > 0) défini par Wy ] Byyr — Br
est un mouvement Brownien indépendant de Fr.

2.3.5 Equation de la chaleur

Soit g(t,x) la densité gaussienne centrée de variance t. On note

(y —x)?

1
q(taxay) = €xXp — :g(tvx_y)
vV 2mt

2t

la densité de transition du mouvement Brownien. C’est de fagon heuristique, la probabilité pour
que le mouvement Brownien soit en y sachant que ¢ instants auparavant, il se trouvait en x, c’est
aussi la densité conditionnelle

P(Biys € dy|Bs = x) = q(t,2,y) dy
La densité de transition ¢ vérifie I’équation “forward”

dq B 1 0%¢
a(taxay) - iaiyg(t7x7y)

et I'équation “backward”
2

Jq 1 0%q
—(t,z,y) = ===, z,y).
5 (LY = 555t 2.y)
En utilisant cette notation et la stationarité des accroissements du MB, on obtient que pour toute
fonction f borélienne bornée

BB =) = [ T @) e — oy dy.
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Si 'on note u(t, z; f) la fonction

wwif) = [ T fWalt.zy) dy = E(F(B, + 2) (2.1)
= BUGwB =0 = [ " fe + y)alt)dy (2.2)

cette fonction vérifie (utiliser (2.1), ’équation backward et le théoréme de dérivation sous le signe
intégral)

u©,2; f) = fla)
u  10% (2.3)

"ot Taoe T
Pour calculer E(f(Br)), il suffit de résoudre 1’équation aux dérivées partielles (2.3) et de remar-
quer que E(f(Br)) = u(T,0; f). On obtient aussi E(f(Br + x)) = u(T,z; f) De plus (utiliser
(2.2) et le théoreme de dérivation sous le signe intégral)

222@ z; f) = / f(x+y)g(t,y)dy = u(t,z; f') = E(f"(B; + ). (2.4)

On peut ainsi écrire

u T 2U
BUBr + ) @) = uT )~ w0z ) = [ Do pyas=3 [0 2oz p)a
soit
E(f(Br + z)) /E f"(Bs+uz))ds.

Cette méthode sera généralisée dans le prochain chapitre en utilisant le lemme d’Ito.
La fonction v(t, z; f) = u(T — t,z; f) est solution de

o(T,z) = f(z)
v 10% (2.5)
o T 20a2

et vérifie v(0,z; f) = E(f(Br + x)).

Proposition 2.3.4 Si f est une fonction de classe C} en temps et C¢ en espace,
E(f(t,z + By)) = f(0,2) /E '(s,x+ Bs) + fi(s,x + Bs)]ds

DEMONSTRATION: Soit u(t, x; f) = E(f(t,z + B:)). 1l est facile de vérifier, en utilisant (2.3) et

(2.4) que
Wt ) =t 23000) + gt 7500 f)

En effet, on écrit u(t, z; f) = F(t,t,x; f) avec F(s,t,x; f) = E(f(s,z + By)). Il reste a utiliser le
théoreme de dérivation des fonctions composées:

du OF oF of

6w 1) = S (tt,25 )+ G (61,5 ) = B (5, 4 B) + st 00 )

2

En intégrant par rapport a t

utwi )~ w0 ) = [ Elfls,o+ B + 300 f (s + B ds

0
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d

On peut généraliser ce résultat au processus X défini par X; = x + ut + 0B;. La fonction
u(t,z; f) = E(f(t,x + put + 0 By)) vérifie

W) = Goult, 2300 d) + pult, 2:0) + ult, 2:0.1)

et u(0,z; f) = f(z). On définit £ le générateur du processus par l'opérateur

1

ﬁ(f) = 502 Opaf + 10 f

Proposition 2.3.5 Si f est une fonction de classe C} en temps et C¢ en espace,

E(f(t,x—l—ut—l—aBt)):f(O,a:)—i—/ E[Lf(s,x 4 us+ oBs) + 0cf(s,x + pus + oBy)] ds
0

Théoreme 2.3.2 Si u est telle que Lu =0 alors u(t, By) est une martingale.
DEMONSTRATION: Les accroissements du Brownien sont indépendants.
E(u(t, B)|Fs) = E(u(s +t = 8, + Bi—s)|a=p, = E(ts,a(t — 5, Bi—s))|a=5,

avec us (t,y) = u(s+t,2 +y). On a alors

t
Eusy(t —$,Bi—s)) = s 5(0,0) + / L (w, By)dw
0

Par hypothese, £(u) = 0 donc Lus, = 0. Il en résulte
E(u(t, Bt)|Fs) = ts,2(0,0)|z=p, = u(s, Bs)

et le théoreme est établi. Nous verrons ce résultat important dans un contexte plus général en
application du lemme d’Ito6. O

2.3.6 Trajectoires

Nous admettons les résultats suivants:
Les trajectoires du mouvement Brownien sont continues.
Les trajectoires du mouvement Brownien sont p.s. “nulle part différentiables”.

Théoréme 2.3.3 Soitn fivé et t; = gt pour j variant de 0 a 2. Alors Z?:l[B(tj)—B(tj_l)]Q —
t quand n — oo, la convergence ayant lieu en moyenne quadratique et p.s..

DEMONSTRATION: Soit Z' = Z?ll[B(tj) — B(tj—1)]*>. On a E(Z}) = t. On doit montrer que

E(Z —t)?) — 0, soit Var(Z}') — 0 ce qui se déduit de

271, 2'”/ 2 2
Var(Z{') = ;Var[B(fj) ~ Bt =) 2 <2n> =2

j=1

(Nous avons utilisé que si X est de loi N(0,0?), la variance de X? est 20*). On en déduit que
E(Y 0 (Z —4)?) =307 5 < o00. Dot >0 | (Z] — t)? < oo et le terme général converge p.s.
vers 0. O

Proposition 2.3.6 Soit o une subdivision de l'intervalle [0,t] caractérisée par 0 =tg <t;... <
tn = t. SoitV; la variation de la trajectoire du Brownien sur [0,t] définie par Vi(w) = sup, >, | By, (w)—
By, (w)]. Alors Vi(w) = o0 p.s.
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. 2" N .
DEMONSTRATION: sup, »_; [By,,, — By,| 2 sup,, 3 ;o |Yk| avec Yy = Biz | — By: ou les points

sont choisis comme précédemment: ¢ = Z¢. On peut majorer Z}' :

-
zZ{ < (S%pIBt;+1 —Bi:|) > il
k=0

Quand n — o0, le terme sup | By, , , — By, | tend p.s. vers 0, par continuité uniforme des trajectoires

2" . . o .
sur [0,t]. Le terme > ;_|Y%| est croissant en n et ne peut avoir de limite finie sans que Z7* ne
converge vers 0, ce qui n’est pas le cas. O

2.3.7 Propriétés de martingale
a. Cas du Brownien

Proposition 2.3.7 Le processus B est une martingale. Le processus (B —t,t > 0) est une
martingale.

Réciproquement, si X est un processus continu tel que X et (X? —t,t > 0) sont des martingales,
X est un mouvement Brownien.

DEMONSTRATION: Nous ne démontrons que la partie directe. La réciproque est plus difficile &
établir (Voir Revuz-Yor) mais tres utile.

L’idée est d’utiliser 'indépendance des accroissements pour calculer les espérances conditionnelles,
et d’utiliser la propriété E(X|G) = E(X) quand X et G sont indépendantes. Soit s < t.

E(By|Fs) = E(B; — Bs|Fs) + E(B;|Fs) = 0+ By
De méme E((B; — By)?|Fs) =t — s et
BE((By — Bs)*|Fs) = E(B? + B — 2B, B,|F,) = E(B}|F,) + B2 - 2B,E(By| F,) = E(B2|F,) — B?

On obtient alors
E(Bf —t|Fs)=B2—s.

O
Proposition 2.3.8 Soit By et Bs deur MB indépendants. Le produit By By est une martingale.

DEMONSTRATION: On peut le faire en utilisant le lemme suivant : Soit F et G deux tribus, X et

Y deux v.a. telles que X V.F et G sont indépendantes ainsi que Y VG et F. Alors E(XY|FVG) =
1

E(X|F)E(Y|G). Une autre méthode est d’utiliser que 7

1
de covariance ¢ A s, donc un mouvement Brownien et par suite §(Bl (t) + Ba(t))* — t est une

(B1 4+ Bs) est un processus gaussien

martingale. Comme
1 2 L L
S(BLD) + Ba(t)® —t = S(BO) — 1) + 5 (B3(t) — 1) + Bi()Ba(t),
le résultat suit. O

Définition 2.3.1 On dit que B est un (G;)-mouvement Brownien si B et (B2 —t,t > 0) sont des
(Gi)-martingales.

Les propriétés données dans la définition 2.1.1. sont vérifiées. Si B est un (G;)-mouvement
Brownien, c’est bien stir un MB pour sa propre filtration.
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) est une martingale.

Proposition 2.3.9 Pour tout A réel, le processus (exp(ABy — %)\Qt) 0
> 0) est une martingale,

, T
Réciproquement, si X est un processus continu tel que (exp(AX;— %)\Qt),
pour tout A réel, le processus X est un brownien.

2
4

DEMONSTRATION: Par indépendance
1 1
Blexp{A(B, - By) = 5Nt = $)HF,) = Blexp{A(B, - B,) — 5X(t — 5)})

L’espérance du second membre se calcule comme une transformée de Laplace d’une variable gaussi-
enne. On trouve

Blexp{A(B. — B,) — 5N(t — )}) = 1

et
1 1
E(exp{\B; — 5A%}pfs) = exp{\B, — 5A2s}

La réciproque, facile, utilise la caractérisation des v.a. gaussiennes au moyen de leur transformée
de Laplace. O

b. Généralisation

Proposition 2.3.10 Soit (Q, F, F;, P) et B un (F;)-brownien sur cet espace. Si Xy = ut + o By,
alors, pour tout § réel, (exp(8X: — (uf + %0262) t),t > 0) est une (Fy)-martingale.
Réciproquement, si X est un processus continu tel que (exp (X — (u8+ %02ﬁ2) t),t > 0) est une
Fi -martingale, il existe un Fi-brownien B tel que X; = ut + o B;.

DEMONSTRATION: Nous savons que (exp(AB; — 1A%t),¢ > 0) est une martingale. il reste &

1
(X — pt) et de poser A = fo. O

utiliser que By = —
g

2.3.8 Temps d’atteinte
a. Cas du Brownien

Proposition 2.3.11 Soit (B,t > 0) un mouvement Brownien et a un nombre réel. Soit
T,=inf{t > 0; B, =a}.
Alors Ty, est un temps d’arrét fini p.s. tel que E(T,) = oo et pour A >0
E(exp —\T,) = exp(—|a|V2)). (2.6)
DEMONSTRATION: La v.a. T, est un temps d’arrét. En effet, pour a > 0, on a
T, =inf{t > 0; B; > a}
On en déduit

{T,<t}={supBs; >a} = {Vedse€@ :Bs>a—¢}
s<t

(mEEQ+ Us<t, sc@ {BS >a— 6}) .

La présence de @ est indispensable pour garder la dénombrabilité. L’égalité précédente montre
que {T, <t} est obtenu & partir d’opérations dénombrables d’union et d’intersection d’éléments
de F;, donc appartient a cette tribu.
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Pour calculer la transformée de Laplace de la loi de T}, soit E(e~*7=), on utilise que t AT, est
un temps d’arrét borné (par t) et le théoréme d’arrét de Doob:

2
Vt, Elexp(ABinar, — %(t ANTa)) =1

Lorsque t — oo, sur 'ensemble ou Ty, est fini on a Byar, — Br, = a et

A? A\?
exp <)\BMTQ - 7(25 A Ta)> — exp(Aa — ?Ta)

Sur I'ensemble ou T, est infini, Biar, < a et (t AT,) =t — oo, par suite

2
exp ()\Bt/\Ta — %(t /\Ta)) — 0.

On obtient, apres passage a la limite, en utilisant le théoréme de Lebesgue dominé,

)\2
E(lr,<x eXP(*gTa)) = exp(—al),

on en déduit que T, est fini (faire A = 0) et la transformée de Laplace de T,. Pour obtenir E(Ty),
on dérive par rapport a A et on fait A = 0.

On pourrait aussi dire que pour a > 0 et A > 0, la martingale

)\2
exp(ABiaT, — 7(15 ANT,))

est bornée (par exp(Aa)) donc est uniformément intégrable et on applique le théoreme d’arrét
avec t = oo.

Pour a < 0, on peut remarquer que T, = inf{t > 0; B; = a} = inf{t > 0;W; = —a}, avec
W = —B. Il serait faux de conclure que E(exp —\T,) = exp(—a\/2)\) pour tout a car, pour a < 0
et A > 0, le membre de gauche est plus petit que 1 et celui de droite serait plus grand que 1. 1l
convient donc d’étre vigilant en appliquant le théoréeme de Doob. O

Par inversion de la transformée de Laplace, on obtient la densité de T, qui est, pour a > 0

On verra, plus loin, une autre méthode pour obtenir ce résultat. R
Avec des méthodes analogues, on établit les résultats suivants. Soit T, = inf{t > 0;|B;| = a}
avec a > 0 )
E(exp —MT,) = {cosh (aV 2)\)} . (2.7)
SiaSOSbonaP(Ta<Tb):ﬁ.
Si c et d sont des réels positifset T'=T, AT_4 on a

2 sin
E[exp(—%T)ﬂT:TJ = m(}/l\((c)\:i_)d))
A2 _cosh (Mc—d)/2)
E[exp(—?T)] " cosh(AM(c+d)/2)
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b. Généralisation

Si Xy = pt + By et T¥ = inf{t > 0;X; = a} on peut montrer, en utilisant la martingale
(exp(B8X: — (uB + 50262) t),t > 0) que pour g > 0, A > 0 (on pose A = (uf + %0262))

E(exp —AT¥) = exp(pa — |alv/ u? + 2X). (2.8)

On obtient P(T, < 00) en faisant A = 0. Cette quantité n’est égale & 1 que si p et a sont de méme
signe. On donnera une autre démonstration au chapitre (6).

2.3.9 Brownien multidimensionnel

Soit By = (Bt(l), BIEQ), ce Bt(n))T un processus n-dimensionnel (1'exposant 7 note la transposition
d’un vecteur). On dit que B est un Brownien multidimensionnel si les processus (B i < n)
sont des browniens indépendants. C’est un processus a accroissements indépendants. Pour

chaque (a,b), le processus aB,El) + bBt(Q) est un processus gaussien. Il est facile de vérifier que

B; = 7(aB,E1) + bBt(z)) est un MB (Calculer son espérance et sa covariance).

Si B est un brownien n-dimensionnel, on a E(BI Bs) = n(s A t).

Le processus n-dimensionnel B est un mouvement Brownien si et seulement si les processus B(?)
et BWRBU) — 0;,;t sont des martingales (avec ¢; ; = 0 pour ¢ # j et J;; = 1.

Si By et Bs sont deux Browniens & valeurs réelles indépendants, le produit By Bs est une martin-
gale.

On dira que les mouvements Browniens a valeurs réelles By et By sont corrélés de coefficient de
corrélation p si By(t)Ba(t) — pt est une martingale. On “ décorrele” les MB en introduisant le

V1—p?

processus Bs défini par B3(t) = (Ba(t) — pB1(t)). Ce processus est une martingale; en

écrivant

(Ba)f —t = T (Ba))? + 2 (Ba(0)* = 2Bt} Ba(t) = #(1 = )]
= B0~ LB~ = 2l Ba(OBr (1) ~ o

on montre que (Bs(t))? —t est une martingale, d’olt B3 est un MB. On peut montrer que Bs est
indépendant de Bj, nous donnerons une démonstration plus tard. Il est facile de vérifier que le

produit By Bs est une martingale. Dans ce cas, il existe un Brownien B®), indépendant de B2 tel

e 1
que BM = pB® /1 — p2B®) et, pour tout (a, b) le processus By def (aBW +

Va2 + b2 + 2pab

bB®) est un mouvement Brownien. .

2.4 Intégrale de Wiener

2.4.1 Définition

On note L2(IR") I'ensemble des (classes d’équivalence des) fonctions boréliennes f de IRt dans
IR de carré intégrable, c’est-a-dire telles que f0+oo 1£(s)] ds < .

0 1/2
C’est un espace de Hilbert pour la norme ||f]|2 = (/ f2(s) ds) .
0

a. Fonctions en escalier

Pour f = 1j,,] , on pose f0+°° f(s)dBs = B(v) — B(u).
Soit f une fonction en escalier, on pose f0+oo f(s)dBs =51 fi1 (B(t;) — B(ti—1)) -
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de f

La variable aléatoire I(f) = o f (s)dB;s est une variable gaussienne d’espérance nulle et de

0
variance f0+oo f?(s)ds. En effet, I(f) est gaussienne car le processus B est gaussien, centrée car
B est centré. De plus

i=n

“+o0
Var(l zfl Var (B(t) = Blti) = 3 St —tie) = [ P,

L’intégrale est linéaire : (f +g) = I(f) + I(g). Si f et g sont des fonctions en escalier
E((f = Jp+ f(s)g(s)ds. En effet

Var (I(f +9)) = = Var[I(f) +1(g)] = Var (I(f)) + Var (I(g)) + 2E(I(f)1(9))

- /Ooo(f+g)2(s)ds+/ooof2(8)d5+/0 d5+2/ I(s

b. Cas général

On montre en analyse que, si f € L2(IR"), il existe une suite f,, de fonctions en escalier qui
converge (dans L?(IRT)) vers f, c’est-a-dire qui vérifie

Dans ce cas, la suite f,, est de Cauchy dans L?(IRT). La suite de v.a. F,, = f fn(s) dBs est une
suite de Cauchy dans P'espace de Hilbert L?(2) (en effet ||F,, — Fiull2 = || fn — meQ —n.m—oo 0),
donc elle est convergente. Il reste a vérifier que la limite ne dépend que de f et non de la suite
fn choisie (Voir les détails dans Revuz-Yor). On pose

() /0 ~ sydB = tim [ f.(s)dB

n—oo 0

la limite étant prise dans L?(€2).

On dit que I(f) est I'intégrale stochastique (ou intégrale de Wiener) de f par rapport a B.

Le sous-espace de L?(Q) formé par les v.a. [~ f(s)dBs coincide avec 'espace gaussien engendré
par le mouvement Brownien.

2.4.2 Propriétés

L’application f — I(f) est linéaire et isométrique de L?(IRT) dans L?(Q): la linéarité signifie que
I(f+g) =1(f)+I(g) et isométrie que la norme de I(f) est égale a la norme de f. La norme de
I(f) est la norme L?(2) définie par ||[I(f)||* = E((I(f))?), la norme de f est la norme L?(IR"),

soit || f][2 = / F3(s)ds

La propriété d’isométrie implique E (I(f = r+ | s)ds.
Soit f € L*(IR*"). La variable I(f) est une v.a. gausswnne centrée de variance [, f?(s)ds
appartenant a ’espace gaussien engendré par (By,t > 0) et elle vérifie pour tout ¢

E (Bt - f(s)st) = /Otf(s)ds. (2.9)
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t

DEMONSTRATION: Il suffit de remarquer que E (B(t) [ f(s)dBs) = E </ dBs f(s)dBS>.
0 R+

O

La propriété (2.9) est en fait une caractérisation de I'intégrale stochastique au sens ou si pour

tout t, E(ZB;) = fo s)ds, alors Z = / f(s)dBs.

2.4.3 Processus lié a ’'intégrale stochastique

On définit pour f € L2(IR") la variable aléatoire fo s)dBs = +°o 10,4 (s) f(s)dBs.

On peut de la méme fagon définir fo s)dBs pour f telle que fo |f(s)|*ds < oo, VT, ce qui
permet de définir I'intégrale stochastique pour une classe plus grande de fonctions. On notera

Lloc cette classe de fonctions.

Théoréme 2.4.1 Soit f € L} et M; = fotf s)dB
a) Le processus M est une martingale continue, la v.a. M; est d’espérance 0 et de variance

fg f2(s)ds

b) Le processus M est un processus gaussien centré de covariance fOMS f?(u) du a accroissements
indépendants.
¢) Le processus (M? — fo f2(s)ds, t > 0) est une martingale.

d) Si f et g sont dans L}, on a E(f0 w)dB, [, g(u)dB,) = fw)g(u)du .
0

DEMONSTRATION: On commence par le cas oil la fonction f est étagée et on passe & la limite.
Pour vérifier que M est une martingale, on montre que

0= E(M, — M,|F,) /f )dBy|F.) (2.10)

pour f = Zzi? fi_l]]‘]t'i—hti]'
t
Supposons que t; < s < t < t;41. Dans ce cas E(/ f(uw)dBy|Fs) = fi E((By — Bs)|Fs) et (2.10)

est vérifiée.
Supposons que t; < s < ;41 <t; <t <tjrq. Dans ce cas

B( / f(WdB.|F.) = BE(f;(Bi—By)+ Z Je(Boysr — Bu) + fi(Bor,, — BIIF)
S k=i+1

j—1
= fiE(By— By, |F)+ Y fE(Bi,,, — Bi|F.) + fiE(Bi,,, — Bs|F.) =0
k=i+1

Les autres cas sont analogues. En particulier

B(M, — M,)?|F,) = E (( / t f(u)dBu>2 m)

EQY f)(Biyant = Bund)*1Fs) = Y (1) (b At) = (B AT))

E(Mg — M| Fs)
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2.4.4 Intégration par parties

Théoréme 2.4.2 Si f est une fonction de classe C',
t t
£(s)dB. = (OB - | '(5)B.ds,
0 0

DEMONSTRATION: 11 suffit, d’aprés (2.9), de vérifier que E[B, [) f(s)dB,] = E(Bu[f(t)B; —
tAu

¢ f'(s)Bsds]). Le premier membre vaut f(s)ds, on calcule le second au moyen des deux
Jo

0
t

égalités E(B, f(t)B;) = f(t)(tAu), B(B, fg f'(s)Bsds) = / f(s)(sAu)ds. L’égalité résulte alors
0
de Papplication de la formule d’intégration par parties classique pour calculer des expressions du

type fob sf'(s)ds. O
On peut aussi écrire cette formule

d(Bef(t)) = f()dBy + be f'(t)dt .

2.5 Exemples

2.6 Le brownien géométrique

Définition 2.6.1 Soit B un mouvement Bownien, b et o deux constantes. Le processus
L,
X = Xoexp{(b— 57 Yt + oB:}

est appellé Brownien géométrique.

Ce processus est aussi appellé processus “log-normal”. En effet, dans ce cas
1,
InX; = b—ia t+0oB;+Inx

et la variable qui est & droite suit une loi normale. On a immédiatement

t

Proposition 2.6.1 Le processus X;e~ est une martingale.

En écrivant L
X; = Xsexp{(b— 502)(15 —s)+o(By— Bs)}

on établit que X est Markovien. Le caractere Markovien de X et les propriétés du MB permettent
de calculer les espérances conditionnelles:

E(Xi|Fs) = X,E(exp{(b— %(f?)(t —8) 4+ o (By — Bs)}Fs)
— X, exp(b(t - s))E(exp{(—%U2)(t — §)+ (B, — BOMF)

— X, exp(blt — s))E(exp{(—%U2)(t — 8§+ 0B}
= X, = B(X|X,)

ou nous avons utilisé la propriété de martingale de I’exponentielle du MB. Remarquons que nous

avons utilisé que X, Lot X X;_ s avec X;_s indépendant de X; et de méme loi que X;_,.
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De la méme fagon, en notant G une v.a. de loi N(0,1)

BUXOIF) = BUX)IX,) = B(fwep{(b— 507t — )+ 0(Bi — B)Pax,

—  B(f(zexp{(b— %ﬁ)(t N =]
= [ I 3t 9) + oy sDa(L.0.5)dy.

Ce processus est tres souvent utilisé pour modéliser le prix d’un actif financier. Le rendement
de l'actif entre deux dates est mesuré par la différence des logarithmes des cours et est donné par
la variable gausienne

{b— ;0’2} (t—s)+o(By — By).

Il est facile de calculer les moments d’un Brownien géométrique; par exemple F(X;) = Xge
(Utiliser, par exemple, la propriété de martingale) . Pour calculer le moment d’ordre 2, il suffit
de faire les transformations évidentes suivantes

1
B(X?) = XJE(exp{(2b— o)t +20B,}) = X3E(exp{(2b + 0}t — 5(20)°t + (20) B.})
= XZexp[(2b+ o?)t]
On en d’eduit VarX, = 22e2t(e”"t — 1).

Le ratio de Sharpe est
E(Xt) — X

v/ VarX;
2.6.1 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Théoréme 2.6.1 L’équation de Langevin

t
Vi = 7/ aVids + oB; + Vj, (2.11)
0

a pour unique solution
t
Vi =e eV, + / e~ t=94B,. (2.12)
0
On écrit équation (2.11) sous forme condensée
dVy + aVidt = odBy, Vydonné

les données du probleme sont la variable aléatoire Vj, le Brownien B et les constantes a et o.

DEMONSTRATION: Soit X = (Xy,t > 0) le processus défini par le second membre de (2.12).
Nous allons vérifier que X est solution de I’équation (2.11). En utilisant la formule d’intégration
par parties, on transforme l'intégrale

t t ¢
/ e~ (t=9)azqB, = ge*“t/ e5*dB, = ge” ' [e" By — a/ €’ Bgds)
. o 0

On en déduit que X; = e **Vy + 0B, — ce~%a fg e**B,ds. On s’attache ensuite au calcul de

t t t t s
/ X.ds = / e *"Vods + a/ Bgds — ao/ e * (/ e“aBudu) ds
0 0 0 0 0
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L’intégrale double qui apparait au second membre est

t t 1t t
/ due““Bu/ dse” ¥ = — [/ B.ds — e_‘”/ e_“sds}
0 u a-Jo 0

ce qui conduit a

t t
a/ Xyds = Vo(1 —e ) + aa/ OB ds = — X, + 0B, + Vj
0 0

d’on X vérifie (2.11). O
On peut également poser Y; = e~ %V, et appliquer la formule d’intégration par parties

dY; = e~ dV; — ae~*V,dt = e~ “od B,
dont la solution est Y; = Yy + fot e~ *odB,.

Proposition 2.6.2 Si V; est une v.a.r. gaussienne indépendante du brownien (en particulier
si Vo est une constante), le processus V, appellé processus d’Ornstein-Uhlenbeck est gaussien
d’espérance et de covariance

E(V;) = e " E(V),
cov[Vy, V3] = e e 10 +/ e~ (smwag2e=(t=wa gy g < ¢
0

si v désigne la variance de V.
Le processus V' est un processus de Markov.

DEMONSTRATION: En effet, d’aprés (2.12), E(V;) = e "E(V}) car l'espérance de lintégrale
stochastique est nulle (la fonction e’® est de carré intégrable sur tout intervalle fini). Toujours
d’apres (2.12),

s t
cov[Vs, V3] = cov(Voe ™ + Ue_as/ e*“dB, , Voe % + Ue_“t/ e™dB,)
0 0

s t
= cov(Voe ™, Voe ) + 0'267a867atCOV(/ e™dB, , / edBy, )
0 0

sAt
_ ,Ue—ase—at + JQe—ase—at / eQau du7
0

Le caracteére gaussien? est facile & établir.

L’unicité se montre en vérifiant que si V5 et V5 sont solutions, Vi — V5 est solution d’une équation
différentielle déterministe. O

En particulier, si V4 est une constante (v = 0)

2
g - ]
cov|Vs, V4] = 7€ a(s+t) (g2as _7)
o2
et Var(V;) = 2—(1 — exp —2at).
a
En écrivant V, = eV + fos e~ (~wagdB et Viels—ta — e—tay, 4 f()s o~ (t-0agdB, on en
déduit, pour s <t

t
V, = Vye~(t=9)a 4 / e~ t—wagqp,

24An interesting study in the laws of probability.” H. Poirot, Sad Cypress, A. Christie.
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ou encore ,

‘/t-‘rs — Vse_m +/ 6_(t_u)a0'd§u

0

ou le processus B défini par Eu = Bty — Bs est un MB indépendant de F (donc de V;). En
particulier E(f(Viys)|Fs) = E(f(Vse ' +Y)|Fs) = E(f(Viys)|Vs) (dans cette égalité Y est une
v.a. indépendante de F;) ce qui établit le caractére markovien de V. Le calcul explicite peut se
faire en utilisant que

E(f(Ve ' +Y)|F) = w(VI)
avec ¥(y) = E(f(ye '*+Y)) = E(f(Vt(y))) ot V() est la solution de I'équation de valeur initiale
x, soit V) = e~tag 4 fg e~ (t=9)254B,.

—at

t
Proposition 2.6.3 La variable aléatoire / Vsds est une v.a. gaussienne, de moyenne Vj 1_2
0
2 2 —at
o o 1—e
et de variance —— (1 — e ") 4+ —(t — ——).
53 ( )"+ )

DEMONSTRATION: Voir le paragraphe suivant. O

2.6.2 Modele de Vasicek
Une généralisation du modele précédent est ’équation
d?"t = (l(b — Tt)dt + O'dBt. (213)

Sous cette forme, elle est utilisée pour étudier 1'évolution des taux d’intérét (modele de Va-
sicek). La forme explicite de la solution est

t
re = (ro —ble ™ + b+ O’/ e~ t=w4B,.
0
(1l suffit de poser r; —b = V4, le processus V est alors solution de 1‘équation de Langevin. 1’égalité

¢
re = (rs — b)e_“(t_s) +b+ a/ et WgB,, s<t

établit le caractere Markovien de r. Si ry est une constante, r; est une variable gaussienne de

. 2
moyenne (rg—b)e~ % +b, et de variance -

2a
oy . . 2 p—

positive. Le processus r est gaussien de covariance Cov(rs,r;) = g€ als+1)(e2a5 — 1) pour s < t.

L’expression explicite de (r¢,t > s) en fonction de rs montre que, conditionnellement & F;, la

(1—exp —2at). En particulier, ce n’est pas une variable

v.a. iy est variable gaussienne de moyenne (ry — b)e™ + b, et de variance %(1 — exp —2at).
De méme, conditionnellement & F;, le processus (r:1+s,t > 0) est un processus de Vasicek de
parametres (a, b, o) et de condition initiale 7.

On en déduit

Proposition 2.6.4 Pout s < t, l'espérance et le variance conditionnelle de r sont

E(rirs) = (rs—b)e =) 4 p
2

vars (ry) = g—(l—e*%(t*s))
a

Proposition 2.6.5 La variable fg rsds est une variable gaussienne de moyenne

efat

E(/O rsds) = bt + (1o — b)l_i

a
o? o? 1—e 9t

: —at\2
et de variance _ﬁ(l —e )+ =(t— ——).
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¢
DEMONSTRATION: Par définition 7 = r¢ + abt — a/ rsds + oB;. D’ou
0

t 1 1 t
/ reds = —[=r¢ + 1o + abt + 0B = ~[~(ro - ble " — b — a/ e WAB, +ro + abt + o By].
0 0

Plus généralement, on a, pour ¢t > s

t 1— —a(t—s)
B([ rudulF) =blt = 5) + (r. = )= = M(t.5
t o2 o2 1 _ g—alt—s)
_ Y 1 _ ,—a(t—s)\2 7 S Y
Vars(/s Ty du) = 573 (1—e )+ e (t—s - ) =V(t,s)

ou Var, désigne la variance conditionnelle par rapport a Fy.
La variable fs Ty, du est une variable gaussienne dont on connait, conditionnellement a F; I’espérance
et la variance. On en déduit

E(exp—/ ry du|Fs) = exp(—M(t,s) + %V(t, s)) .

Ces calculs sont utiles pour valoriser des zéro-coupons en finance : si B(¢t,T) est la valeur d'un
ZC de maturité T, on a B(t,T) = E(exp (— ftT rudu) | F) et

1— efa(tfs) o2 o2 1— efa(tfs)
— — = T (q_ealt=sN2 T %
B(t,T) = exp [b(t s)+ (rs —b) , 0 (1—e )* + . (t—s )



Chapter 3

INTEGRALE STOCHASTIQUE

On se donne un espace (§2, F, P) et un mouvement Brownien B sur cet espace. On désigne par
Fi: = 0(Bs,s < t) la filtration naturelle du mouvement Brownien.

3.1 Définition

On veut généraliser! 'intégrale de Wiener et définir fot 0,dB, pour des processus stochastiques 6.

3.1.1 Cas de processus étagés

On dit qu’un processus 6 est étagé (ou élémentaire) s’il existe une suite de réels ¢;,0 < ¢ <

t1... <, et une suite de variables aléatoires 6; telles que 6; soit J ,-mesurable, appartienne a
. 1

L?(Q) et que 6; = 0; pour tout ¢ €]t;,t;11], soit Os(w) = 3770 O5(w)lyy, 4, ,1(5) -

On définit alors

00 n—1
/ 0,48, = 3 0;(B(t;11) - B(t;)).
0 o
On a E([;" 65dB,) =0 et Var ([, 0,dBs) = E[ [, 62 ds].
On obtient

t n—1
/ 0.dB, = > 0;(B(tjr1 At) — B(t; At)).
0 =0

ce qui établit la continuité de ’application ¢t — fot 0sdB,. SiT;,0 < Ty <Ty... < T, est une
suite croissante de temps d’arrét, et si 65 = Z?:_Ol 0; 37, 1,,,1(s) ot 6; est une suite de variables
aléatoires telles que 0; soit Fr,-mesurable, appartienne a L?(Q), on définit alors

t n—1
/ 0,dBg; = Z@j(B(Tj+1/\ﬁ) —B(Tj/\t)).
0 o

3.1.2 Cas général

On peut prolonger la définition de l'intégrale de Wiener a une classe plus grande de processus.
On perd le caractere gaussien de I'intégrale, ce qui est déja le cas pour le cas de processus étagé.

1«Je marche vers mon but, je vais mon chemin; je sauterai par dessus les hésitants.” Ainsi parlait Zarathoustra.
Nietzsche.

41
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On définit les processus caglad de carré intégrable (appartenant & L?(Qx IRT) ) comme I’ensemble
" des processus 6 adaptés continus & gauche limités a droite, (F;)-adaptés tels que

o||> </ E[/O 02dt] < o.

Les processus étagés appartiennent a I'. On dit que 6, converge vers 6 dans L?(Q x IRT) si
6 — 6,]]> — 0 quand n — oco.
L’application § — ||6]| définit une norme qui fait de I un espace complet.

On peut définir fooo 0sdB;s pour tous les processus 6 de I': on approche 6 par des processus
étagés, soit 0 = lim,, ., 6, ou 6, = Zf(:”l) é}ll} avec é;l € F; la limite étant au sens de
L?(Q x R).

L’intégrale [, 6,dB; est alors la limite dans L?(2) des sommes Zf(:nl) 9}”

tjtit1]

(B(tj4+1) — B(t;)) dont
'espérance est 0 et la variance E[); 03 (tj11 —t5)].

On a alors E([;° 6,dB,) = 0 et E (f;° 0,dB,)° = E([° 62 ds).

On note [ 0,dB, & [ 0,110 4(s) dB,. Si 0 est étagé [} 0,dB, = 32, 0:(Biysynt — Biont)-

Plus généralement, si 7 est un temps d’arrét, le processus 1o -(t) est adapté et on définit
TAt t
/ Qsst = / 9511]077.] (S)ng
0 0

3.2 Propriétés

On note A Pensemble L? (Q x IRT) des processus 6 adaptés caglad vérifiant E(f(;5 0%(w)ds) <
o0, Vt.

3.2.1 Linéarité.

Soit a et b des constantes et (%;i = 1,2) deux processus de A. On a
¢ ¢ ¢
/ (aby + b62) dB, = a/ 0tdB; +b/ 62dB,
0 0 0

3.2.2 Propriétés de martingale

Proposition 3.2.1 Soit M; = fot 0.,dBs, ot 0 € A.
a) Le processus M est une martingale, & trajectoires continues.

t 2 t
b) Soit Ny = (/ HSdBS> - / 02ds. Le processus (N;,t > 0) est une martingale.
0 0

DEMONSTRATION: Toutes ces propriétés se démontrent pour des processus étagés, puis pour
les processus de A par passage a la limite. O La propriété de martingale s’écrit

t s
E(/ 0.,dB,, |f5) :/ 0.dB., YVt > s,
0 0
t
E (/ 0,dB, |]-‘5) =0

ou
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et implique en particulier que E( f; 0.dB,) = 0.

t 2 t
(/ eudBu> | Fs :E[/ 95du|,7—'5}

Si I'on veut définir M; pour ¢t < T, il suffit de demander que 0 € L?(Q x [0,T]), c’est a dire
E( fOT 02dt) < oo et que @ soit adapté. Sous cette condition, (M, ¢ < T') est encore une martingale.

La propriété b) équivaut & E

Corollaire 3.2.1 L’espérance de M, est nulle et sa variance est égale a fot E {95}2 ds.
Soit 6 € . E ( [y 0.dB, [, 6.dB,) = E ( [y 0, é.ds).
Si My(0) = fg 0sdBs et My(p) = fot psdBys, le processus

Mt(E))Mt(go)—/O Ospsds

est une martingale.

DEMONSTRATION: II suffit de remarquer que fg (0s + ¢s)dBs et

(/Ot(ﬁs + ¢>5)st)

sont des martingales. O

2

t
_/ (63 +¢s)2ds
0

Proposition 3.2.2 Soit T un temps d’arrét et 6 un processus FB-adapté tel que E (fOT OEdS) < 0.
Alors E ([) 0,dB,) =0 et E ([ 0,dB,)° = E (fy 62ds).

Application: si @ =1 et 7 = inf{t : By +vt = a}. Pour av > 0, on a E(7) < oo et par suite
E(B;)=0=a—vE(7).

3.2.3 Un exemple
¢
1
Proposition 3.2.3 Pour tout t on a / B.dBs = é(Bt2 — 1)
0

DEMONSTRATION: Par définition

t
/ BydB, =1limY» By (B,,, — By,)
0

L’égalité

2ZBti(Btz:+1 - Bti) = Z(Btzi+1 - szl) - (Bti+1 - Bti)2
i=0 i=0 i=0
thB—lB2 li nB B )Y = L2 O
montre que ; s@GDg = 5[ t ITILH;( tip1 — ti) ]* 5[ t *t]'

3.2.4 Martingale locale

On peut définir fg 0s dBs pour des processus adaptés caglad qui n’appartiennent pas néces-
sairement & L?(Q x IR), mais qui vérifient pour tout t, fot 0%(s,w)ds < oo p.s. Dans ce cas
M n’est pas une martingale mais une martingale locale et E(M;) peut étre non nul. On utilise
souvent qu'une martingale locale positive est une surmartingale (appliquer le lemme de Fatou).



44 Intégrale stochastique

3.2.5 Inégalité maximale
On a souvent besoin de majorations d’intégrales stochastiques. L’inégalité de Doob conduit &
Proposition 3.2.4 Soit 0 € A

s T T
2 2\ __ 2 U
E([§1<1¥/0 0.,dB,] )§4E([/O 0.,dB,] )74/0 E[6%]d

3.3 Processus d’Ito

3.3.1 Définition

Un processus X est un processus d’Ito6 si

t t
Xt:er/bSder/asst
0 0

oll b est un processus adapté tel que fot |bs| ds existe (au sens Lebesgue) p.s. pour tout ¢, et o un
processus appartenant a A.
On utilise la notation plus concise suivante

dXt = bt dt+0't dBt,
X() = X

Le coefficient b est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.
L’écriture dX; = by dt + o4 dB; est unique (sous réserve que les processus b et o vérifient les
conditions d’intégrabilité). Ceci signifie que si

dX, = b, dt + o, dB; = b, dt + 5, dB,;

alors b = l~7; o = ¢. En particulier, si X est une martingale locale alors b = 0 et réciproquement.
On peut définir un processus d’It6 pour des coefficients de diffusion tels que fg 02ds < 0o Pp.s.

mais on perd la propriété de martingale de 'intégrale stochastique. La partie xz + fot bs ds est la
partie a variation finie. Si un processus A a variation finie ets une martingale, il est constant. En

effet, st Ag=0=0, A? = 2[0 AgdAg et par suite E(A?) = 0.

3.3.2 Propriétés
Si o appartient & A, on a E(X;) = F(Xo) + fg E(bs)ds, et

s t s t
Vt > s, E(Xt|.7-"5):X0+/ budu—l—E(/ budu|.7-'s)+/ audBu:Xs+E(/ by du | Fs).
0 s 0 s

Sib=0et o€ A, le processus X est une martingale continue.
On verra que la réciproque est vraie: sous certaines conditions d’intégrabilité et de mesurabilité,
toute martingale continue s’écrit x + fot ¢sdBs.

3.3.3 Intégrale par rapport a un processus d’Ito.

Soit X un processus d’'It6 de décomposition dX; = b;dt + o dB;. On note (sous réserve de

conditions d’intégrabilité)
t des [ t
/GSdXS = / HSbSds—i—/ 0s04dB;.
0 0 0
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3.3.4 Crochet d’un processus d’It6

Soit Z une martingale continue de carré intégrable (telle que E(sup, Z7) < oo). On peut montrer
(Voir Revuz-Yor) qu'il existe un processus croissant continu A tel que (Z7 — A;,t > 0) est une
martingale. Le processus A est appellé le “crochet oblique”, ou le crochet de Z. On le note tres
souvent Ay = (Z, Z); ou encore (Z);. IDEE DE LA PREUVE

Zt2 = Zg + Z(ZE/\tkH - ZtQAtk
= Zg +2 Z Zt/\tk+1 (ZtQAtk_H - Zt/\tk + Z(Zt/\tk+1 - Zt2/\tk

t
— Z§+2/ Z.dZs + A, .
0

En utilisant ce vocabulaire cher aux probabilistes, nous avons établi que le crochet du Brownien

t t
est ¢ et que le crochet de I'intégrale stochastique (M; = / 0sdB;) est / 62ds.
0 0

Si M et N sont deux martingales locales continues, on définit leur crochet par < M, N >;= §(<

M+NM+N > — < MM > — < N/N >;). Cest 'unique processus & variation finie
tel que le processus MN— < M, N > est une martingale locale. Le crochet de deux intégrales

t t t
stochastiques X; = x —1—/ HdB;,Y; =y +/ KydBg est < XY >;= / H,Kds.
0 0 0

Proposition 3.3.1 Le crochet de deux martingales continues M et N est égal a la variation
quadratique de ces processus

M) (N

< M,N >=1im» (M, — M) (N, — Ny,)

=1

Il en résulte que si P et @ sont équivalentes, le crochet de M sous P et sous @ sont égaux. On
dit que deux martingales continues sont orthogonales si leur crochet est nul, ou si leur produit est
une martingale.

Si M est une martingale locale continue, on a équivalence entre E{M); < oo et (Ms,s < t)
est une martingale L? bornée.

On étend la définition du crochet aux processus d’Ito: si

dX;(t) = bi(t)dt 4+ os(t)dBy,i = 1,2

sont deux processus d’It6, leur crochet est par définition le crochet de leur partie martingale. Cela

tient a la propriété 3.3.1.

Nous en déduisons une nouvelle forme de la définition de Browniens corrélés: deux Browniens

sont corrélés si leur crochet est pt. On définit le crochet du processus d’Itd6 X comme étant le
t

crochet de sa partie martingale. Le crochet de X est 4; = (X); = / o2ds. On caractérise le

mouvement Brownien en disant que c¢’est une martingale continue d’espérance nulle et de crochet
t.

3.4 Lemme d’'Ito

Dans ce qui suit, X est un processus d’It6 de décomposition dX; = b;dt + o; dB;. Nous renvoyons
a Revuz-Yor pour la démonstration basée sur la formule de Taylor et la propriété 3.3.1 du crochet.
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3.4.1 Premiere forme

Théoréme 3.4.1 Soit f une fonction de IR dans IR, de classe C? a dérivées bornées. Alors

F00) = £ + [ PO+ 5 [ 1Kok

IDEE DE LA PREUVE

FX) = f(Xo)+ ) f(Xe.)
f(th-H) - f(th> = f/(th)(th+1 - th) + %f”(th (th-%—l - th)Q + 0((th+1 - th))

et on passe a la limite.
Sous forme condensée )
df (Xo) = f'(Xe)dXe + 5 f"(Xp)odt,
ou encore

AF(X0) = (Xt + 57" (X) o?dt + f'(X0)oudB,.

et en utilisant le crochet
1
df (Xt) = f'(Xy)bedt + §f”(Xt) d(X): + f'(Xy)owdB;.

La condition de bornitude des dérivées n’est exigée que pour 'existence des intégrales et pour
la propriété de martingale de l'intégrale stochastique.
La formule est facile & mémoriser en notant sa ressemblance avec la formule de Taylor, sous la
forme

1
df (X¢) = f/(X¢)dX: + §f”(Xt)dXt - d Xy,
et la regle de multiplication
dt -dt=0, dt-dB;=0, dB;-dB;=dt

Applications: 1.) Calcul de E(f(X:)) et de E(f(X¢)|Fs) (si f' et o sont bornés)

E(f(X0) = E(f(X0)) + E (ol (Xo)bs + 3 "(X,)o%ds
= BUX0) + (fy B (Xbs + 11"(X,)o?ds

On retrouve, pour X; = By, les résultats de la proposition 4, chapitre 2.
On obtient également

B(f(X)IF) = f(X)+E ([/[f'(X)bw) + 3 f"(X)o2ldu |7, )
= J(X)+ [LELP (X)) + L 7(X,) 02| FJdu.

On prendra garde a ne pas intervertir intégrale et conditionnement pour des intégrales stochas-
tiques.

2.) Calcul de [} BydB, = L(B} ).

3.) Calcul de d(exp X;) = (expX;)(dX; + o7dt).

4.) Une solution de dS; = Sy(pdt + ocdW;) est S; = et avec X; = (1 — 20?)t + oW;. On peut
montrer que c’est la seule solution.(Voir Sect. ?77)).
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Proposition 3.4.1 Supposons que

t t
Xt:X0+/ b(X,) ds+/ o(X,) dB,
0 0

ou b et o sont des fonctions de IR dans IR bornées. Si f est une fonction de IR dans IR de classe
C? a dérivées bornées et vérifiant

le processus f(X) est une martingale.

DEMONSTRATION: Cela résulte directement de la formule d’Tto. O
La fonction f est souvent appellée fonction d’échelle. Elle est déterminée, & deux constantes
pres par les fonctions b et o par

f(z) = /I exp (—2 /cub(v)/02(v) dv) du.

On peut affaiblir la condition sur la bornitude des dérivées qui n’est utilisée que pour assurer
I'existence des intégrales et la propriété de martingale.
L’opérateur £ qui & f € C? fait correspondre Lf(z) = b(x) f'(z) + 302 (x) f"(x) est le générateur
infinitésimal de la diffusion X ou aussi le Dynkin. Il vérifie

Ef(X0) - f(@)
t

Lf(z) =lim

t—0

3.4.2 Fonction dépendant du temps

Théoréme 3.4.2 Soit f une fonction définie sur IR, x IR de classe C' par rapport a t, de classe
C? par rapport & x, ¢ dérivées bornées, on a

t t 1/t
ft, Xy) :f(O,X0)+/ ft’(s,Xs)ds—F/ f;(s,Xs)dXs—Fi/ fr (s, X,)o2ds.
0 0 0
Ce que l'on note

X = (X0 + 5 fi (e Xofldt + it X)X,

L, Xp)dt + fL(t, X)d X, + %f;’m(t, X)d(X);

Applications:
1.) Soit X un processus tel que

¢ t
X = Xo +/ b(s, Xs) ds +/ o(s,Xs) dBs.
0 0
Si f est une fonction de IRy x IR dans IR telle que o f. est bornée et
/ / 1 2 "
It (tax) + b(tax)fz(tax) + 50— (t,z)fzm(tax) =0

alors (f(t, X;),t > 0) est une martingale.
L’opérateur £ défini sur les fonctions de C2 par

LUP)(t2) = bt ) folt, ) + 50°(6,2) 21, 2)
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est le générateur infinitésimal de la diffusion.
Si f est une fonction de IRy x IR dans IR telle que o f. est bornée et

i) bt ) folt,2) + 506 2) f1t2) = (1,2) (31)

alors (e~ "' f(t, X;),t > 0) est une martingale. Dans ce cas, e "' f(t, X;) = E(e " f(T, X1)|F).
Si f vérifie f(T,x) = h(x) et est solution de (3.1), on a e " f(t, X;) = E(e "Th(X7)|F,).
2.) Soit X un processus (Brownien géométrique) tel que

dXt = Xt(Tdt + O'dBt),

ou r et o sont des constantes. Alors le processus (e "Xy, t > 0) est une martingale. Il suffit de
remarquer que d(e” " X;) = e "' X,0dB; et de vérifier les conditions d’intégrabilité.
La Solution de dX; = Xi(rdt + 0dBy), Xg = x ol v et o sont des constantes est X; = x exp(rt +
oB; — 50 t). On dit que X est un Brownien géométrique, ou processus log-normal.
3.) Soit X un processus dX; = X (b(t)dt+o(t)dBy), ou b et o sont des fonctions (X est dit Brown-

t
ien géométrique a coefficients déterministes). Alors le processus (exp ( / b(s)ds> X, t > 0)
0

est une martingale.

3.4.3 Cas multidimensionnel

Théoréme 3.4.3 Soit (X;,i = 1,2) deux processus d’Ité tels que
dX;(t) = b;(t)dt + o;(t)dBy.

Soit f une fonction de IR?> dans IR de classe C2. On a

df (X1 (1), Xa(t)) = fi(Xa(t), Xa(t)) dXa(t) + f5(X1 (), Xa(t)) dXo(t)
(fnffl( ) + 2f{501()0a(t) + f3505(t)) (X1(8), Xa(t)) dt

ou f! désigne la dérivée par rapport & x;,i=1,2 et fz’; la dérivée seconde par rapport a x;,x;.

Sous forme condensée, on écrit

2
df (X1, X2)(t) = Y f(X1(t), Xa(t))d Z [ij(Xa(t), Xa(t))oio; dt
i=1
Intégration par parties, crochet

La formule d’Tt6 montre que d[X1X3](t) = X1(t) dX2(t) + Xa(t) dX1(t) + o1(t)o2(t) dt.
Cette formule est connue sous le nom d’intégration par parties. La quantité oq(t)o2(t) correspond
au crochet de X1, Xo, noté < X1, X5 > et défini comme le processus & variation finie < X7, Xo >;=

/0 1 (s)oa(s)ds.

3.4.4 Cas du Brownien multidimensionnel.

Théoréme 3.4.4 Soit (X;,i = 1,2) deux processus d’Ité tels que

dXi (t) = bl(t) dt + O'i(t)dBi (t)
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ot By et By sont deux Browniens indépendants. On a

df (X1(t), X2(t) = f1(X1(t), Xa(t)) dX1(t) + fo(X1(t), Xa(t)) dXa(t)
1

5 (X (8), Xa(0)a1 (1) + fro(Xa(8), Xa(1))o3 (1) dt.

Cas général : Soit (X¢,t > 0) un processus d’Itd multidimensionnel de composantes (X;(t),7 < n),
tel que dX; = uy dt + v, d By, soit

dX1 Ul v1,1 V1,2 e e Vi,p dBl
dX2 _ us dt + V21 V22 ... ... U2p d32
X, Up, Upl Up2 «-- .- Unp dB,

Soit f une fonction définie sur IRT x R" de classe C12. Alors
df (t, X;) = fl(t, X, dt—i—Zf (t, Xy)dX;( Z FIE(t, X )d X (t) dX;(t)
=1 4,j=1
ou ’on utilise les conventions d’écriture
dB;dB; = 6;;dt, dB;dt =0, dtdt =0
Cas corrélé:

Théoréme 3.4.5 Soit (X;,i = 1,2) deux processus d’Ité tels que
dX;(t) = b;(t) dt + o;(t)dB;(t)
ou By et By sont deux Browniens de corrélation p. On a

df (X1 (1), X2(t) = f1(X1(t), Xa(t)) X1 (t) + fo(Xu(t), X2(t)) dXa(t)

1

+5 [(Xa(), Xo(1))o? () + 2f15(X1 (1), X2(t))por (t)oa(t) + fro(Xi(t), Xa(t))o3(t)] dt.

On doit modifier la table de multiplication en écrivant dB1dBs = pdt. On remarque que si B
et By sont indépendants, ils sont non corrélés (et réciproquement) ce qui est heureux pour la
terminologie, mais pas tout a fait trivial (voir ce qui suit).

Application

Revenons au Browniens corrélés. On note B; les browniens corrélés et B3 le brownien construit
au moyen de By et By par

1
B; = \/17—702(B2 - pB1)
. Soit M;(\t) = exp()\B (t) — 2X%t). Ces processus sont des martingales pour toute valeur de A
et dM;(t) = )\M( )dB;(t). D’ou, en utilisant que le crochet de Bs et By est nul (par linéarité)
d[M1M3)(t) = My (t)dMs(t)+ Ms(t)dM;(t). Ce produit est une martingale, ce qui implique, apres
un petit calcul que

E (exp (AB1(t) + uBs(t))) = E (exp [AB1(t)]) E (exp (uBs(t)])
d’ott T'indépendance souhaitée de Bp(t) et Bs(t). Pour obtenir 'indépendance des processus,

utiliser M;(t) = exp(/ A(s)dB;(s) — %/0 M\ (s)ds).

0
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3.4.5 Application a la formule de Black et Scholes
3.4.6 APT évaluation

On suppose avoir un marché financier ou il y a :
1) un actif sans risque dont le prix Sy vérifie dSy(t) = Sy(t)rdt on r est une constante
2) un actif risqué dont le prix S(t) vérifie

dS(t) = S(t)(bdt + odB,),

ol B est un mouvement Brownien, et b, 0 des constantes. On étudie un actif contingent de payoff
h(St). Le cas d'un call Européen correspond a h(z) = (z — K)*.
Le prix d’un call de maturité T et de prix d’exercice K est une fonction C(t, S(¢)).
On se constitue un portefeuille composé d’un call et de (3, parts de 'actif risqué. La valeur de ce
portefeuille est V; = C(t, St) + 3:S;. On suppose que dV; = dCy + (5:dS; (Cette condition est une
condition d’autofinancement et ne doit étre en aucun cas confondue avec une formule d’Ito).
En utilisant la formule d’It6, on a
2
v, = <5‘C oC 10°C 2

220 B T 32

52) dt + (¢bS,dt + (ZSUSt + @ast) dBy.

Le portefeuille est sans risque si %06} + By0S; = 0, soit By = _% et de rendement r si
dV; = rVidt soit dCy + £:dSy = r(Cy + B:S;)dt d’on, en remplagant ( par sa valeur
ocC ocC 102C

t,S) + — + >S5}
g LSt G H oS
avec C(T,St) = h(St). Soit, en notant que Sy est une v.a. qui admet une densité strictement
positive sur IR (et qui prend toutes les valeurs de IR™)

1 2
rm%(t,x) + @(t,x) + 023:258875(@33) —rC(t,x) =0, Yw >0, Vt > 0

ox ot

avec C(T, z) = h(x).
L’équation aux dérivées partielles peut étre résolue par des méthodes classiques d’EDP.

’I“St (t St) C(t, St) = 0

Portefeuille dupliquant

On reprend ’étude de la valorisation d’un actif contingent de payoff h(S7) sur un sous jacent de
dynamique
dSt = St(bdt + O'th) .

On note C(t, S;) la valeur de Pactif contingent & la date ¢. On constitue un portefeuille constitué
de a4 parts de 'actif sans risque et v, parts de lactif risqué. Sa valeur a l'instant ¢t est V; :=
S +4:S;. On suppose que dV; = a;dSY + v:dS; (hypothese d’autofinancement).

Le portefeuille duplique I'actif contingent si a;SY + 7Sy = C(t,S;), soit en identifiant les
termes en dt et dW; dans dV; et dCy: (on utilise 'unicité de la décomposition d’un processus d’Ito
en processus & variation finie et martingale) : v;.S;0 = %(t, St) Sio, soit ;= %(t, St) et

oC oC 16°C

Oét’I"S? + b’)/tSt = a (t St) Stb + a (t St) 2 w(t, St) O'ZStQ
= othS + St ?90 (t St)
s 0 . 0 oC ) s
En utilisant Sy + .Sy = C(t, S;) on obtient oSy = C(¢t,S;) — St—(t St), d’ou
oC aCc  19*°C 2 o2
aix(t, St) StT’ E + §W<t, St) g St — Tc(t, St) =0
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et C(T, ST) = h(ST)

Le processus S prend ses valeurs dans IRT, résoudre I’équation précédente pour un call eu-
ropéen revient a étudier

oC oC 5 o1 8%C
xr%(t,m)+—(t,z)+a )

5 (t,x) —rC(t,z) = 0,xz>0 (3.2)

C(T,x)

(r — K)*.
On peut résoudre cette équation, et on trouve
C(t,z) = zN(dy) — Ke " TY N (dy)

avec

1 z 1
R (n (=) + 3oVt da=di = oVT =

la quantité C,(t,z) = N(d1) représente la couverture (le nombre de parts d’actif sous jacent

utilisées pour répliquer I'option)

Remarque 3.4.1 En interprétant I’équation (3.2), (qui correspond & chercher f telle que e =" f(t, X;)
est une martingale) on voit que C(t,z) = E(e " T~ (Y — K)|F;) avec dY; = Yi(rdt + 0dBy).
Cette remarque est fondamentale en finance.
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Chapter 4

EQUATIONS
DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES

4.1 Equations différentielles stochastiques

4.1.1 Définition

Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme

¢ ¢
X = :r—i—/ b(s, Xs) ds —|—/ o(s,X)dB;
0 0

ou sous forme condensée

dXt = b(t,Xt)dt+U(t, Xt)dBt,
XO X

L’inconnue est le processus X. Le probleme est, comme pour une équation différentielle ordinaire,
de montrer que sous certaines conditions sur les coefficients, I’équation différentielle a une unique

solution. Il est utile de préciser les données.

Définition 4.1.1 Soit b et o deux fonctions de IRY x IR"™ a valeurs réelles données. On se donne
également un espace (Q, F, P) muni d’une filtration (F) et un (Fi) mouvement brownien B sur
cet espace. Une solution de (4.1) est un processus X continu (Fy)-adapté tel que les intégrales

fg b(s, Xs) ds et fg o(s, Xs) dBs ont un sens et l’égalité

t t
Xi==x +/ b(s, Xs) ds +/ o(s,Xs)dBs
0 0
est satisfaite pour tout t, P p.s. (.

4.1.2 Théoréme d’existence

Théoréme 4.1.1 On suppose que
a- les fonctions b et o sont continues,
b- il existe K tel que pour toutt € [0,T], z€ IR, y€R
i) [b(t, z) = b(t,y)| + |o(t, ) —o(t,y)| < K |z -y

53



54 EDS

i) |b(t, )” + o (t,2)[* < K2(1+[a]*)
c- La condition initiale Xo est indépendante de (By,t > 0) et est de carré intégrable,
alors il existe une unique solution de (4.1) a trajectoires continues pout t < T. De plus cette
solution vérifie

E( sup |X¢?) < 0.
0<t<T

La démonstration repose sur une méthode de pont fixe. A un processus U on associe le
processus ®(U) par ®(U); = z + fg b(s,Us)ds + fot o(s,Us)dBs. Sous les hypotheses du théoreme
4.1.1, la solution est adaptée a la filtration naturelle du MB. On parle alors de solution forte.
L’unicité se traduit par : si X et Y sont deux solutions, Pp.s.Vt € [0,T] X; = Y.

Ce théoreme se généralise au cas de processus a valeurs dans IR™. Dans la pratique, ce théoreme
est parfois insuffisant.
On peut énoncer un théoreme sur IR:

Théoréme 4.1.2 Soit p une fonction borélienne de |0, 00] dans lui-méme telle que 'intégrale de
(p)~! au voisinage de 0 diverge (par exemple p(x) = /z). Si|o(s,x) —a(s,y)|? < p(Jx —y|) et
b est lipschitzienne, soit |b(s,x) — b(s,y)| < K¢|lz — y| pour tout x,y € IR et s < t, il existe une
unique solution de (4.1).

On trouvera dans Revuz-Yor (Ch IX, paragraphe 3) d’autres résultats.

4.1.3 Propriété de Markov

On note (X%®, s > t) la solution de (4.1) partant de x & I'instant ¢, soit
Xbt =g —|—/ b(u, X5) du—i—/ o(u, X5*)dB, .
¢ t

Sous les conditions du théoreme 4.1.1, on peut montrer que

0,z
t,X¢
S

X0 = X s>t
ce qui montre que la solution de (4.1) est un processus de Markov par rapport a la filtration F:
E(f(XS)|‘7:t) = E(f(XS)|Xt) = q>(85t7Xt)

ou ®(s,t,z) = E(f(XE")),s > t. Ce résultat est extrémement important et permet de calculer
facilement des espérances conditionnelles. En particulier si

Xbe =x+/ b(XE™) du—|—/ o(Xh*)dB,
t t

on obtient un processus de Markov homogene
E(f(Xo)IF) = E(f(Xs)|Xy) = ®(s,t, Xy) = U(s — 1, Xy)
ol &(s, t,x) = B(f(XL")) = E(f(X,)) et ¥(u,z) = E(f(X[)).
Attention: un couple (X,Y’) peut étre Markovien sans que ses composantes le soient.
4.1.4 Théoréme de comparaison
Théoréme 4.1.3 Comparison theorem. Let
dX;(t) = b;(X;(t)dt + o(X;(t))dWy, i = 1,2

where b; is Lipschitz and [o(z)—o(y)]? < klz—y|. Suppose that X1(0) > X2(0) and by(z) > ba(x).
Then X1 (t) Z Xg(t)

(See [RY] chap. 9, par. 3 for a proof).
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4.1.5 Exemple : Martingale exponentielle

Proposition 4.1.1 Soit 0 € A et Zy une constante. La solution de dZ; = 0,Z,dB; est Z; =
Zo exp[f(;f 0sdB, — % fg 02ds]. Si de plus E(exp[% /OT 02 ds]) < oo, le processus (Zy,t < T) est une
martingale d’espérance Z.

DEMONSTRATION: Par définition, Z est une martingale locale. On vérifie que Z; = Z exp[fot 0sdBs—

% fg 62ds] est solution de 1’équation proposée en utilisant la formule d’It6. En notant U; :=
[30.dB — L [ 62ds, on a dU, = 6,dB, — 167dt, d'ot dZ, = (exp Uy)(dU, + L63dt) = 6,2,dB,. D

Le processus Z, noté E(0B); est appelé 'exponentielle de Doléans-Dade de §B. C’est une
martingale locale positive si Zy > 0. Il est plus délicat de vérifier que c’est une martingale. La
1 (T
condition E(exp[§ / 62 ds]) < oo est la condition de Novikov. Sous cette condition, E(Z7) =
0

Zy, et (Zi,t < T) est une martingale. Sinon, c’est une martingale locale positive, donc une
surmartingale, et E(Z;) < Zy. On ne connait pas de conditions “plus faciles” a vérifier que la
condition de Novikov, sauf dans le cas suivant.

Lemme 4.1.1 Soit f telle que |f(t,z) — f(t,y)| < Clz —y| et sup |f's,0)| < C. Alors,

t 1 t )
/0 f(57Bs)st - 5/0 f(S,BS) ds

est une martingale.

4.2 Equations aux dérivées partielles

On se donne deux fonctions b et o de [0,7T] x IR dans IR, vérifiant les hypotheses du théoreme
4.1.1 concernant 'existence de solution d’EDS. Soit A 'opérateur défini sur les fonctions de C''+2
par

Af(1,2) 1= Ji(62) + Fo(t, 200 2) + 3 F (1,20 (1,2).

Soit (X2 u > t) le processus d’'It6 défini par
Xt = xpt +/ b(s, X5 ds +/ o(s, X" dBs, u >t (4.2)
t ¢

avec une condition initiale en t: X' = z. On remarque que Af(t,z) = filt,z) + Lf(t,x) ou L
est le générateur infinitésimal de X.

4.2.1 Probleme parabolique

On cherche les solutions du probléme (parabolique) suivant, avec une “donnée terminale”, c’est-a-
dire une fonction g de IR dans IR qui va préciser la valeur de la solution de ’équation aux dérivées
partielles en T'.

{ Af(t,z) = 0, VzelR,Vtel0,T) (4.3)
f(T,z) = g(z) VxeR. ’

Si f est une solution du probléme parabolique (4.3), et X une solution de (4.2), la formule d’Ito
conduit a

Flu, X2 = f(t,z) + / F1(5, X2 (s, X2 dB, |
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en particulier en T', on a

T
FXG) = (X7 = Flta) + [ 120, X3 ")o(s. X2") dB,
t
et si I'intégrale est une martingale (conditions d’intégrabilité sur f. et ) on en déduit f(t,z) =
x,t
E(g(X1"))-
Théoréme 4.2.1 Sous des conditions de régularité, la solution du probléme parabolique

Af(t,z) = 0, VexelR,Vtel0,T]
f(T,z) = g(z) VxeR

est donnée par f(t,x) = E(g(X3")), ot X%t est le processus d’Ité défini par
Xot= X7t —|—/ b(s, X*) ds +/ o(s, X" dBy, u >t
t t

.. . t
avec une condition initiale en t: X" = x.

On écrit souvent ce résultat sous la forme équivalente suivante f(¢,z) = Ey+(g9(Xr)), ou X est le
processus d’It6 défini par

dXs =b(s,Xs) ds+ o(s, Xs) dBs
I’espérance étant prise sous la probabilité P, ; qui est telle que processus X prend la valeur z a

P’instant ¢.

4.2.2 Généralisation

Soit « une constante positive. On cherche les solutions du probléeme (parabolique) suivant

Af(t,z) = af(t,z), VreRVte|0,T)] (4.4)
fTz) = g(x). (4.5)

Si f est solution de (4.4), et X une solution de (4.2), la formule d’It6 entre ¢ et T' conduit &
T
(T, X5 exp(—aT) = f(t, =) exp(—at) + / fi(s, X" exp —as]o(s, X**)dBs,
t
et si 'intégrale est une martingale (conditions d’intégrabilité sur f. et o ) on en déduit f(¢,z) =

Elexp(—a(T—t))g(X5")]. En exploitant le caractére Markovien, on a aussi f(t, z) = E(exp(—a(T—
£)g(X7) | X¢ = x) o

X, =Xy —|—/ b(u, Xu,) du+/ o(u, Xy) dBy
0 0
Théoréme 4.2.2 La solution du probleme

af () = Fta) + fobab(t,n) + 5 fo0)o(na)
f(Tx) = g(x)

est donnée par
[t x) = Epylexp(—a(T = t))g(X7)].
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4.2.3 Formule de Black et Scholes
On a vu que I’évaluation d’une option Européene revenait a résoudre 'EDP

oC oC s o1 0%C
—_—— _— = >
e (t,z) + 5 (t,x)+o°x 5 2. (t,x) —rC(t,z) =0, >0

et C(T,z) = (z— K)*.

Le processus S prend ses valeurs dans IR, résoudre I’équation précédente pour un call eu-
ropéen revient a étudier

ac Ple. , ,19°C

et C(T,z) = (z— K)*.

(t,x) —rC(t,z) =0, >0

Grace aux résultats précédents sur les équations aux dérivées partielles, on voit que
O(t,z) = BleT" T (S5 — K)*)
ol dS*t =S¥t (rdu + odBy,), et SP' = x.

Le calcul de Iespérance se fait en remarquant que S%t = ze
gaussienne. Explicitons le calcul pour t =0

o(T—t)G+(r—o?/2)(T—t) oll G est une

Ee™™(S% -~ K)") = EBE(e ™ (Sfllg,>x — Ke "™ P(St > K))
—Tr (on 7“—(7'2
e TE(e VT G+( /2)(T)ﬂgﬁg+(

r702/2)(T)Zln(K/m))
—Ke "TP(oVT G + (r — 0%/2)(T) > In(K/z))) .

Il suffit alors d’utiliser des calculs portant sur des variables gaussiennes. Nous verrons plus loin
que le calcul du premier terme se déduit du second.

Remarque: Ces calculs permettent de calculer le 'Delta’ de 'option et de montrer facilement

que % = N(d;). Placons nous dans le cas t = 0. La formule établie plus haut s’écrit

C(0,z) = Eg(e™™ (xMr — K)T) (4.6)

ou S; = xM;. En dérivant sous le signe espérance par rapport a x, on obtient

oC
5y (0%) = Eq(e™ " Mrlan,>i) = N(dy)

4.2.4 Formule de Feynman-Kac

Théoréme 4.2.3 Soit k: IR — IRy une fonction continue et g : IR — IR continue telle que:
/00 lg(z +y)|€_‘y‘mdy <oo VxeR,a>0
Alors la fonction [ définie par:
f(z)=E, {/000 dt g(B:) exp (—at - /Ot k;(BS)ds)] (4.7)

est l'unique solution C? bornée de:

(a+k)f= %f”+g (4.8)
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DEMONSTRATION: Dans (4.7), E, signifie que le Brownien est issu de x. Nous ne donnons ici
qu'une idée de la démonstration. Considérons le processus a variation bornée (Z; : t > 0) défini
par:

t
Zy=at —|—/ k(Bs)ds
0
Le lemme d’It6 appliqué au processus

t
U, < (By)e ?t +/ g(Bs)e %:ds
0

ol f est une fonction de classe C? montre que

1
dU; = f'(B;)e %*dB; + (2

£/(B0 (a4 KB (B + (B0 )

Le processus U est une martingale si sa partie a variation finie est nulle i.e.:

1

3/ (@) = (a+ k(@) f(2) + g(z) = 0

Il reste a remarquer que
u(0, Bo) = u(0,z) = f(x)

et a vérifier que E(f(B;)e %) — 0.
Les conditions de positivité sur a et k et de bornitude sur g garantissant 1’existence d’une
solution continue et bornée a I’équation différentielle. O

¢
La formule (4.7) nous donne en particulier la transformée de Laplace en temps de exp — / k(Bs)ds
0

t t
et aussi celle de g(B;) exp —)\/ k(Bs)ds, donc la loi du couple (Bt,/ k(Bs)ds).
0 0

Une application

Par application de la formule précédente a k(z) = Sl,>0 et g(x) = 1, on obtient que pour o > 0
et B> 0, la fonction f définie par:

f2) Y B, UOOO dt exp (atﬁ/otn[o,oo)(Bs)dsﬂ (4.9)

est solution de I’équation différentielle suivante:

{aﬂ@:%”wwﬁﬁ@Hﬁ >0
af(a) = 17"(a) + 1 1 <0

L’unique solution bornée et continue de cette EDO est donnée par:

—z4/2(a+p8 1
fa) = ATV o w20

En imposant la continuité de f et f’ en zéro, on trouve

L _YaTB-ya
latB)va



August 13, 2003 59

oot
Soit A; déf/ 1jo,00[(Bs) ds. Nous avons obtenu
0

1
ala+ 0)

o0 t _Bu 1
/ dte™ > </ du—e’ ) =
o o my/u(t—u) ala + f)

on en déduit que la densité de A; est donnée par:

£(0) = /0 " dte B, [eo4¢] =

En utilisant 1’égalité

du

L
T/ u(t — u) (<)

La loi de A} est donc une loi arcsinus sur [0, ], ce nom provenant de la fonction de répartition
de cette loi :

P(Af € du) = (4.10)

0 o/t -
+ _ 1 — 1 -2 i [4
P(AS <0) 7/0 ﬂmdsf/o ﬂmduf 7rarcsm\/: (4.11)

On obtient aussi une égalité en loi intéressante

P(A} <6) = P(Af < 2) (4.12)

* |

. loi . . .
ce qui montre que A} 2 tAf, ce que l'on peut aussi obtenir par scaling. O
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Chapter 5

EXEMPLES DE PROCESSUS
D’ITO

La partie en Anglais est partie d’'un chapitre d’un livre a paraitre chez Springer. Merci de me
signaler tout faute de frappe.

5.1 Le brownien géométrique

On considere ’équation différentielle stochastique suivante
dXt = betdt + XtO'tdBt 5 XO =T (51)

ou b et o sont des processus adaptés bornés. Plagons nous dans le cas de coefficients déterministes.
Cette équation admet une solution unique (Voir théoreme d’existence)

x exp {/Ot b(s)ds + /Otcr(s)st - ;/Ot az(s)ds}

(il suffit d’appliquer la formule d’Tto).
On écrit souvent (5.1) sous la forme

ax,
Xi

La martingale M; = X;e~% est solution de dM; = M,0dB;.
Théoréme 5.1.1 La solution de dX; = X;[bdt + odBy] s’écrit

= b(t)dt + o(t)dB; .

1
X: = Xoexp{(b— 502)15 + 0B}

ou encore

X, = X, exp{(b— %&)(t —s)+o0(B, — B,)}

11 est facile de vérifier que I’équation dX; = X;[bdt + 0dBi], Xo = x a une unique solution. Soit
Y une seconde solution. Nous savons que X ne s’annule pas et

a1/X0) = 4

t

[udt — odBy]

avec 1 = —b + o2. Nous pouvons définir Z; = Y;/X;. Ce processus vérifie
dZ; = Zy[(u+b — 0?)dt + (0 — 0)dB; = 0

soit dZ; = 0, ce qui est une équation différentielle ordinaire, de solution Z; = Zj.
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5.2 Modele de Cox-Ingersoll-Ross

Pour modéliser des taux, Cox- Ingersoll-Ross étudient I’équation suivante
th = k(@—rt)dt—&—a\/ﬁdBt (52)

L’unique solution est un processus positif pour k6 > 0 (utiliser le second théoréme d’existence.
Voir Tkeda-Watanabe). 11 n’est pas possible d’obtenir une formule explicite. Soit 7% le processus

solution de (5.2) avec r§ = x. On peut montrer que, si T§ s inf{t > 0:rf =0} et 2kf > o>
alors P(T§ = o0) = 1. Si0 < 2k < 0% et k > 0 alors P(T§ < oo) =1letsik <Oona
P(T§ < o0) €]0,1] .

Cependant, on peut calculer 'espérance de la v.a. r; au moyen de I'égalité E(ry) = ro + k(6t —
fot E(rs)ds), en admettant que I'intégrale stochastique est une martingale, ce qui est le cas. On cal-
cule sans difficultés supplémentaires ’espérance conditionnelle, en utilisant le caractere Markovien:

Théoréme 5.2.1 Soit r le processus vérifiant
dry = k(0 — ry)dt 4+ o+/r+dB;.
L’espérance conditionnelle et la variance conditionnelle sont données par
E(r|Fs) = ree M9 4 9(1 — e7H=9)),

02(67k(t75) _ 672k(t75)) 002(1 _ efk(tfs))Z
k * 2k ’

DEMONSTRATION: Par définition, on a pour s < ¢

Var(ry |Fs) = s

t t
T4 :TS—i—k/(G—ru)du—i—U/ \/Tu dBy,
S S

et en appliquant la formule d’Ito
t t t
rf = 7"3 —|—2k/ (0 —ry)rudu+ 20/ (ru)3/2dBu + 02/ rodu

t t t
= rf+(2k9+0'2)/ rudu—Zk/ ridu—i—?a/ (ru)g/QdBu.

S

En admettant que les intégrales stochastiques qui interviennent dans les égalités ci-dessus sont
d’espérance nulle, on obtient, pour s = 0

E(r) = 1o+ k <9t - /Ot E(ru)du) ,

et
¢ ¢
E(r?) =2 + (2k0 + o°) / E(ry)du — 2k/ E(r?)du.
0 0

Soit ®(¢t) = E(r). En résolvant I'équation ®(t) = ro + k(0t — fot ®(u)du) qui se transforme en
Péquation différentielle ®'(t) = k(6 — ®(t)) et ®(0) = o, on obtient

E[r(t)] = 0 + (ro — 0)e™ ™.

De la méme facon, on introduit ¥(t) = E(r?) et en résolvant W' (t) = (2k0 + 02)®(t) — 2k¥(t), on

calcule

2
% (1-— e_kt)[roe_kt + Q(l — e_kt)] .

Var [r] = 5
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L’espérance et la variance conditionnelle de r s’obtiennent en appliquant la propriété de Markov :

E(Tt |f€) =0 + (7’3 — 0)671@(“5) =7y efk(tfs) + 9(1 _ E*k(tfs))’

02(e—k(t—s) _ e—zk(t—s)) N 9p2(1 _ e—k(t—s))Q

Var(ry |Fs) = rs A ok

O.
On va utiliser les méthodes du chapitre précédent pour calculer (exp — ftT Ty du |.7-'t) .

Calcul du prix d’un zéro-coupon

Proposition 5.2.1 Soit
th = a(b — Tt)dt -+ U\/EdBt.

Alors
T
E (exp—/ ry du |.7-'t> =G(t, )
t
avec
G(t,z) = ®(T — t) exp[—z V(T — t)]
2ab
2(e7* — 1) 2yelrta)s >P2 2 2 2
U(s) = L B(s) = A2 —a? 422
9= a7 *0 = (Grate—nrs) =

DEMONSTRATION: Soit 7%t la solution de
dr?’t = a(b— rg’t)ds +p r®tdB, , Tf"t =z

et RL =exp (— [ 72" du). La propriété de Markov implique qu’il existe G telle que

exp <— / rit du]:t) =G(t,r)
t

On admet que G est de classe C*2. On applique la formule d’It6 & G(s,r®!)R. qui est une
martingale. Il vient

0?°G
+ o r® ——)(s,7s)ds + My — M,

T
oG oG 1
G(T,r%’t)R% :G(t,x)—i—/t RL(—r®'G+ — +a(b—r"" 307 52

ot oz
ou M; est une intégrale stochastique. Si I'on choisit G telle que

e oG 1, 9°G

et G(T,z) = 1,Vz, il vient
Ré« = RtG(t,Tt) + MT — M — t,

T
ot M est une martingale. En particulier, E (exp (/ rsds>> = FE(Rr) = RoG(0,z). En se
0

plagant entre t et T, on obtient

(o [ ) ot
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11 reste a calculer la solution de 1’équation aux dérivées partielles (5.3). Un calcul assez long
montre que1
G(t,z) = ®(T — t) exp[—z V(T — t)]

avec
2ab
2es — 1 2ve(rta) 3 2
(y+a)(er —1)+2y (y+a)(er —1) +2y
v = a?+20°%.

Si I'on note B(t,T) le prix du zero-coupon,
dB(t,T) = B(t,T) (r¢dt + o(T — t,r4)dBy)

avec o(u,r) = oW (u)\/r

5.3 Processus de Bessel et carré de Bessel

Pour des détails sur les processus de Bessel, voir Revuz-Yor. Bessel processes are intensively
used in Finance, to model the dynamics of asset prices and/or of spot rate or as a computational
tool. An intensive study is made in Going and Yor [?]. Applications to finance can be found in
Leblanc’s thesis and in Szatzschneider [?, 7).

5.4 Definitions

5.4.1 Euclidian norm of n-dimensional Brownian motion

Let n > 1 and B = (B, Bs, ..., By,) be a n-dimensional Brownian motion and define a process X
as Xy = ||By|, i.e., X2 = >0 (B;)?(t). 1to’s formula leads to dX? = Y"1, 2B;(t)dB;(t) + ndt.
The process § defined as

1
|| Bell

1 n
df, = < Bi - dB; = > Bi(t)dBi(t), Bo =0,
t i=1

is a continuous martingale as a sum of martingales and the bracket of 3 is ¢ (the process (32 —t, t >
0) is a martingale). Therefore, 3 is a Brownian motion and the equality d(X?) = 2B; - dB; + ndt
can be written as

d(X?) = 2Xdp; +ndt.

Using It6’s formula again, we get that,

n—1dt
2 X

dX; =dp; +

where (3 is a Brownian motion, and, setting V; = X?

AV, = 22/V,dB; + ndt.

We shall say that X is a Bessel process (BES) with dimension n, and V is a squared Bessel
process (BESQ) of dimension n.

L«Vous leur conseillerez donc de faire le calcul. Elles [les grandes personnes] adorent les chiffres: ca leur plaira.
Mais ne perdez pas votre temps a ce pensum. C’est inutile. Vous avez confiance en moi.” Le petit prince, A. de
St Exupéry. Gallimard. 1946. p. 59.
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5.4.2 (General definition

Let W be a real valued Brownian motion. Using the elementary inequality |z —./y| < v/|z —yl,
the existence theorem 77 proves that for every § > 0 and « > 0 , the equation

dZt :5dt+2\/ |Zt‘th,ZO =

admits a unique strong solution. The solution is called the squared Bessel process of dimension
8, in short BESQ®. In particular, if & = 0 and § = 0, the obvious solution Z = 0 is the unique
solution. From the comparison theorem 4.1.3, if 0 < § < ¢’ and if p and p’ are squared Bessel
processes with dimension ¢ and ¢ starting at the same point, then 0 < p; < p} a.s.

In the case § > 2, the squared Bessel process BESQ‘Sstarting at a will never reach 0 and is a
transient process (p; goes to infinity as ¢ goes to infinity). If 0 < § < 2, the process p reaches 0 in
finite time and is reflected instantaneously. If § = 0 the process remains at 0 as soon as it reaches
it. Therefore, Z satisfies Z; > 0 for all ¢ and we do not need the absolute value under the square
root.

Définition 5.4.1 (BESQ(S) For every 6 > 0 and o > 0, the unique strong solution to the equation

t
pt:a+6t+2/ Vs AW
0

is called a squared Bessel process with dimension §, starting at « and is denoted by BESQ‘;,

Définition 5.4.2 (BES®) Let p be a BESQC starting at aw. The process R = \/p is called a Bessel
process of dimension &, starting at a = \/a and is denoted BES°.

Définition 5.4.3 The number v = (6/2) — 1 (or 6 = 2(v + 1)) is called the index of the Bessel
process, and a Bessel process with index v is denoted as BES™).

We use the notation O for an index, whereas there are no bracket for the dimension. A Bessel
Process R with index v > 0 (i.e. § > 2) is a diffusion process which takes values in IR, and has
infinitesimal generator
71d2 +2l/+1 d 1 d? +5—1 d
- 2dax? 2¢ dr  2dx? 2¢ dx’

Therefore, for any f € C2, the processes

L

t
f(R) - [ £r(Rds
0
are martingales.

t
For 6 > 1, a BES°satisfies E (/ Zs) < oo and is the solution of
0

5—1 [t 1
R, = W, + —— —ds. 5.4
t=a+ W+ 5 /ORS S (5.4)
In terms of the index .
1 1
— - —ds.
R, a+Wt+(u+2)/O . s

For 6 = 1, the BES! is R, = |B:| = B¢ + Lt where B and [ are Brownian motions and L is the
local time of Brownian motion B. For § < 1, it is necessary to introduce the principal value of

t
d
the integral / R—S in this case, we have
0 s
§—1 ‘1

Rt = o+ Wt + Tpv o E dS, (55)
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where the principal value is defined as

t o)
1
p.V./0 R—ds:/o 227 H(LF — LO)dx
S

and the family of local times is defined via the occupation time formula

t [e%e]
/qb(Rs)ds:/ $(z) L’ dx .
0 0

In the same way, the infinitesimal generator of the Bessel squared process p is

hence, for any f € C%, the processes

Fpo) — / Af(pe)ds

are martingales.

A scale function for a BES®™is s(z) = =2 for v < 0, s(z) = 2Inz for v = 0 and s(z) = —z~2
for v > 0.
A scale function for a BESQ(”)is s(z) =lnz for v =0, s(z) = —x~" for v > 0 and s(x) = 27"
for v < 0.

5.4.3 Scaling properties

1
Proposition 5.4.1 If (p;,t > 0) is a BESQC starting at x, then (=pet,t >0) is a BESQ? starting
c

at z/c.

DEMONSTRATION: From ,
Dt =x+2/ Vs AW+t
0
we deduce that
1 T

9 et 5 T t ps\1/2 1
pu=+ = [ Vmmaw S =2 [ ()T —aw, 4ot
Pt c+c/0 P +cc c+ /0 ¢ Ve *

1
Setting u; = —pct, we obtain
c

t o~
ut:f+2/ Vus dWs + 45t
¢ 0

—~ 1
where (W; = — Wy, t > 0) is a Brownian motion. O

NG

5.4.4 Absolute continuity

On the canonical space Q@ = C(IR4, R, ), we denote by R the canonical map R;(w) = w(t), by
R: = o(Rs, s < t) the canonical filtration and by prY (or P?) the law of the Bessel Process of index

v (of dimension ¢), starting at «, i.e., such that Po(f')(Ro = a) = 1. The law of BESQ’starting at
x on the canonical space C(IR,, IR, ) is denoted by Q?.
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Proposition 5.4.2 The following absolute continuity relation between a BES(”)pmcess (with v >

0) and a BES©®) holds
v R\" v? [t ds
Pl = (:c) o (‘2/0 R2> e (5.6)

where P%Y) is the law of a BES with index v.

DEMONSTRATION: Under PO the canonical process R satisfies

1
dR; = dW; + —dt .
t t+2Rt

I Ry ”e u2/f ds
P— —_— X ——— P
=\ P\72 ), R

is a non-negative P(®)-martingale. Indeed, It&’s formula leads to

The process

st = VLt h’l(Rt)th 5

hence, the process L is a local martingale. Obviously, sup,< L; < sup,<r(R:/x)”. The process
R? is a squared Bessel process of dimension 2, and is equal in law to B? + Ei where B and B are

independent BM, hence RY is integrable for k£ > 2. The process R is a submartingale as a sum of
a martingale and an increasing process, and Doob’s inequality (??) implies that

E[(?gg R)¥] < CLE[R}).

From Girsanov’s theorem, it follows that
1

dR; —
t9R,

1 1
dt —d(R,vInR); = dRy — — (v + =)dt
R, 2

is a Brownian motion under P*) = Ltngo).

Remarque 5.4.1 If the index is negative, then the absolute continuity relation holds before Tj,
the first hitting time of 0:

y R\" v? [ ds
Pm( )|Rtﬁ{t<To} = (3;) €Xp <—2/0 R2> P;£O)|Rt'

5.5 Properties

5.5.1 Additivity of BESQ

An important property, due to Shiga-Watanabe, is the additivity of the family BESQ. Let us
denote by P x ) the convolution of P and Q.

Proposition 5.5.1 ch * Qg, = Qii‘;/

DEMONSTRATION: The proposition is just a way to tell that the sum of two independent BESQ
is a BESQ. The proof is trivial in the case where § and ¢’ are integers. In the general case, let
X and Y be two independent BESQ starting at x (resp. y) and with dimension § (resp. §’)and
Z=X+Y. Then

t
Zt:x+y+(6+5’)t+2/ (\/XsdB;—l-\/ZdBf) .
0
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Let B? a third Brownian motion independent of (B!, B2). The process W defined as

t VX,dB! + /Y, dB? t
W :/ ]1{Z5>0} ( \/» ) +/ H{ZS:O}ng
0 Z 0

is a Brownian motion (this is a martingale with increasing process equal to ¢) and

t
Zt:x+y+(5+5/)t+2/ \/ ZsdWs .
0

5.5.2 Bessel functions
The modified Bessel function I,, and K, satisfy the Bessel differential equation
22" (z) + 2u'(z) — (22 + v*)u(z) =0

and is given by :

b (3)' S i

n=0

5.5.3 Transition densities

Let E? denote the expectation under Q°. We get now easily the Laplace transform of p;, where
pisa BESQ°. In fact, Proposition 5.5.1 leads to

6—1
Eolexp(—Ap:)] = Eglexp(—Ap:)] [Eg[exp(=Apr)]]
and since under QL, the r.v. p; is the square of a Gaussian variable, it is easy to check that

Ej[exp(—Xpy)] = ). Therefore

1 o ( AT
o
JIron P TN
B AT
1+ 20

El[exp(—Apy)] = 572 exp( ). (5.7)

1
(1+2Xt

Bessel and Bessel squared processes are Markov processes and their transition densities are known.

Inverting the Laplace transform (5.7) provides the transition density q,ﬁ”) of a BESQWas

) :i(g v/2 vty \/TY
@y =g x) o { — 5 ) (57 (58)
and the Bessel process of index v has a transition density pﬁ”) defined by
v 2,2
g Y(Y Py oy
W) =2 (1) et D), (5.9

where I, is the usual modified Bessel function with index v.
For z = 0, the transition probability of the BESQ™) (resp. of a BES(”)) is

¢ (0,y) = 20+ 1)y exp (-5 )

2
P0.9) =2 I D e (<)

(See the Appendix for definition of Bessel functions.)
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Exercice 5.5.1 (from Azéma-Yor [?]). Let X be a BES®. Prove that 1/X is a local martingale,
but not a martingale. Establish that

1 2 X
E(1/X1/Ry) = X\/;(I)(l — u)’

where ®(a) :/ dye*y2/2.
0

5.5.4 Hitting times for Bessel processes

For a BES5(See, e.g. Kent [?] or Pitman-Yor [?] prop. 2.3)

ey (P) Kl

EM(eT) = <a) K (v’ forb < (5.10)
eny _ (D) LBy

EM(eT) = <a) OV fora < b (5.11)

Remark that, for a > b, P{")(T} < 00) = (b/a)?. Indeed, P (T}, < oo) = limy_o B (e~ 1),
and it is well known that K, (z) ~ ¢(v)z~" for z close to 0.
In particular, for a 3-dimensional Bessel process

A? Ab
E3 -1 =
olexp =510 = G
and, more generally
A2 b sinh Aa

E3 Ty =

alexp =5 1) = 0 S
From inversion of Laplace transform,

2

Pg(Tb c dt) _ 2%2 (Enez(_1)n+1n2e—n27r2t/(2b2)) dt

Exercice 5.5.2 The power of a Bessel process is another Bessel process time-changed

ds

t
(¥)11/q Lot p(vq)
g[RY)/a 12 Rl /
! 0 [Rg

”)]Z/p)

1 1 1
where — 4+ - =1,v > ——.
p q q

5.5.5 Laplace transforms

Proposition 5.5.2

2 ot v—y
y I ds R
E! )[exp(—aRf - 7/0 R%)] =E) [(;) eXp(—aRf)} (5.12)
where v2 = pu? + 2.

DEMONSTRATION: Let (Ry,t > 0) be a BES™starting from r > 0.

1 1 e
From — = —/ dv exp(—vz)v® !, it follows that
e I(a) Jo

8 (i) = [, e oo
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Therefore, for any o > 0, the equality

(v) 1 1 b a—1 v—a 2
E, A = T /. dvv®™ (1 = 2tv)" ™Y exp(—1-v)

follows from the identity E” )[exp( vR?)| =
able.

1 2v
1+ 20t) “P\ T4 20

) and a change of vari-

We can also compute, using (5.6)
2t 24 2 gt
, s (sl o [(Re W [t ds
E! )[exp(—aRt — ?/0 Rz)} = E{ )[<r) exp(—aR? — 5 /0 R—%)
= EO [(Rt) exp( aRf)]
T

where v = \/p? + v2. The quantity EO [(R ) exp(— aRQ)] can be computed with the help
of the first part of this section

()" et

therefore

e 2
) e [fAsN] L / a1 ey S Ch OB
E, [exp ( aR; 3 /0 R?ﬂ M) J, dvv*H(14+2(v+a)t) exp | — 77 200+ )i

1 1
where a = 5(7 —v)=-(Vur+v2—v).

2

/ dvv® ' EOexp(— (v + a) R2)]

= — vt v+ a)t)” 0 ex _7r2(v+a)
- I‘(a)/o dvvt (1420 +a)t) "0 ep( 1+2(v+a)t)

Exercice 5.5.3 Prove, using the same method that

t v 2 2 t
o[ Lo [ds] _ pof B _prvt [Tds
Er {Rt oy [ Rz)} Er ng o5 ) w2
E(w)[RtV ! a]
rv="

Proposition 5.5.3 For a BESQ®, we have

1
Q [exp(—;bz/ psds)] = (cosh ) ™%/? exp (—ixbtanhb) : (5.13)
0

DEMONSTRATION: For any locally bounded function F' the process

€ t 1 !
7, exp [ / F(s)y/psdW, = 5 / F%s)mds]
0 0

is a local martingale. The BESQ°process p satisfies dp; = 2,/psdW; + d dt, therefore

zi=ew[3 [ Foto o0 -3 [ Fpas]
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If F is differentiable, an integration by parts leads to

t

| F)p. = o= FO)m - [ puar(s)
0 0

and

Zy = exp B(F(t)pt — F(0)x — 5/0 F(s)ds) — % /0 [F2(s)psds + psdF(s))]

/
Let us choose F = T where ® satisfies for a given b

" = b*0, ®(0) =1, ¥'(1) =0.

It is easy to check that ®(t) = cosh(bt) — (tanh b) sinh(bt). Then,

Z, = exp B(F(t)pt — F(0)z — §ln (1)) — g /Ot psds]

is a martingale and

1=FE(Z)=E(Z)=E (exp [—;xqﬂ(()) - glnfb(l) - b;/ol desD .

From ®(1) = 1/coshb and ®'(0) = —btanh b we get the result. O

Exercice 5.5.4 We can extend the previous result and prove that the Laplace transform of the

process, i.e. .
FE |ex d ”
oo () ot

is known. More generally, let u be a positive, diffuse Radon measure on IR*. The Sturm-Liouville
equation ®” = pu® has a unique solution ®,,, which is positive, non-increasing on [0, co[ and such

that ®,(0) = 1. Let U, (t) = ®, (1) /t qj(é’).
0 s

1. Prove that W is a solution of the Sturm-Liouville equation and that ¥,(0) = 0, ¥} (0) = 1,
and satisfies the Wronskian relation
W(®,,0,) =&,V — & 0, =1.

2. Prove that, for every t > 0, one has

(o v0) = (- 50)

Q2 (e (-5 [ Xau@))) = @00 exp (52,00))

5.6 Cox-Ingersoll-Ross processes

5.6.1 CIR processes and BESQ
The Cox-Ingersoll-Ross (CIR) process is the solution of

d’l“t = k(e - ’I"t) dt + O'\/Eth . (514)
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Change of time

The change of time A(t) = o?t/4 reduces the study of the solution of (5.14) to the case o = 2 :
indeed, if Z; = r;24/4, then
dZt == k/(e - Zt) dt + 2\/ thBt

with &' = ko?/4 and B is a Brownian motion.
The CIR process (5.14) is a space-time changed BESQ process: more precisely,

—kt (O Kkt
= — -1
e =¢€ P(4k (e ))

ko

where (p(s), s > 0) is a BESQ’ () process, with § = 5 (If needed, see the following theorem
o

4k0
8.3.3). In particular, if — > 2, the process does not hit 0.
o

From the second theorem on the existence of solutions to SDE, the equation (5.14)admits a

. . . def .
unique non-negative solution. Let us assume that 2k > o2 and denote T¢ = inf{t > 0:rf =0}

the first hitting time of 0. Then, P(T{§J = 0o0) = 1, i.e., the process r does not reach 0. In the case
0 <2k0 < 0% and k > 0, then P(T§ < 00) = 1. If k < 0, then P(T§ < o0) €]0, 1] .

5.6.2 Transition probabilities for a CIR process

From the expression of a CIR process as a change of time of a square Bessel process, we obtain
using the density of the squared Bessel process given in (5.8)

Proposition 5.6.1 The transition density P(ry € dr|rs = p) = f(r;t — s, p)dr is given by

ekt rekt o p+rekt 1
tp)=—(— ) (- kt
Fritop) = 5 p ) exp< 5 ) (S Vpret)
52
where ¢ = @(ekt —1) and v = Qf—f -1

In particular, denoting by r¢(p) the CIR process with initial value r¢(p) = p, the random variable
Y; = r¢(p)e¥t /c has density

/2
€ — v
P(Y; e dy) = me y/zy /21,,(\/ya)dy

where « = p/c. This law is a non-central chi-square with § = 2(v + 1) degrees of freedom, and «
the parameter of non-centrality.
If we denote by x2(d, a;y) the cumulative distribution function of this law, we obtain

40 p KerT
P > =p)=1-—\}(=,5 —
(rr > plro = p) X (02 c c )

02

. _ 9T kT _
WlthC—4k(6 1).

Exercice 5.6.1 Let X;,7 = 1,...,n be n independent random variables with X; ot N(m;, 1).
Check that Y, X? has a non-central chi-square with d degrees of freedom, and 3 m? non-centrality
parameter.
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5.6.3 CIR model for spot rate

The Cox-Ingersoll-Ross model for interest rate is the object of many studies since the seminal
paper of Cox et al. [?] where the authors assume that the riskless rate r follows a square root
process under the historical probability given by

d’l"t = ];(é — Tt) dt + U\/ﬁth

where lfc(@~ —7) defines a mean reverting drift pulling the interest rate toward its long term value ¢
with a speed of adjustment equal to k. In the risk adjusted economy, the dynamics are supposed
to be given by :

dry = (K6 — 1) — Ary)dt + o/ridW; = k(0 — )dt + o\/ridW,

where (W3, ¢t > 0) is a Brownian motion under the risk adjusted probability @, k = k+X 0=
k(0/k), and where X denotes the market price of risk. Therefore, we shall establish formulae under
a general dynamics of the form (??). Even if no closed-form expression can be written for r, it
is remarkable that the Laplace transform of the process, i.e.

E [eXp ( /0 t duqb(u)ru)}

is known (See Exercise 5.5.4). In particular, the expectation and the variance of the random
variable r; can be computed. Dufresne has obtained formulae for the moments.
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Chapter 6

CHANGEMENT DE
PROBABILITE

On travaille avec un espace (2, F, F;, P) et un horizon fini T'.

6.1 Théoreme de Girsanov

6.1.1 Changement de probabilité

Proposition 6.1.1 Soient P et Q deux probabilités sur (Q, Fr). On suppose P et ) équivalentes.
Alors il existe (Ly,t < T), P — (F;)-martingale strictement positive telle que Q = LpP sur Fr
et Qir, = LiP7,, c’est-a-dire telle que Eq(X) = Ep(LiX) pour toute variable X Q-intégrable
Fi-mesurable pour t <T. De plus, Lo =1 et Ep(L;) =1, ¥Vt <T

DEMONSTRATION: Si la restriction de P et Q & Fr sont équivalentes, il existe une v.a. Ly Fr-
mesurable telle que @Q = LpP sur Fp (Théoréeme de Radon-Nikodym). On dit que Ly est la
densité de @ par rapport & P et Eg(X) = Ep(LrX) pour toute variable X Fp-mesurable et
Q-intégrable (Voir Rappels, chap. 1). En particulier, Ly est strictement positive et Ep(Ly) = 1.
Soit Ly = Ep(Ly|F:). Par construction (L;,t < T) est une martingale et est la densité Fi-
mesurable de Radon-Nikodym de @ par rapport a P sur F;. En effet, si X est F;-mesurable et
Q intégrable (par exemple bornée),

Eqg(X)=Ep(LyrX) = Ep[Ep(XLr|F)] = Ep[XEp(Lr|F:)] = Ep(XLy).
O

Il est & remarquer que dans ce cas, on a P = (Ly)"'Q et Ep(Y) = Eq(L;'Y) et (L; ', < T)
est une Q-martingale.
On parlera de la loi! d'une variable (d’un processus) sous P ou sous @ suivant que ’espace est muni
de la probabilité P ou (). Une propriété vraie P-p.s. est vraie Q-p.s. Il convient de faire attention
aux propriétés d’'intégrabilité, une v.a. P intégrable n’est pas nécessairement @-intégrable.

Proposition 6.1.2 On a équivalence entre M est une Q-martingale et LM est une P-martingale.
DEMONSTRATION: Soit M une Q-martingale. En utilisant la formule de Bayes et la propriété de
P-martingale de L, on obtient, pour s < t,

Ep(Li M| Fy)

Ms = EQ(Mf|F€) = 7

1« Les lois doivent tellement étre propres au peuple pour lesquelles elles sont faites, que c’est un trés grand
hasard si celles d’une nation peuvent convenir & une autre”. Montesquieu.
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D’ou le résultat. La réciproque résulte de la formule de Bayes . ]

6.1.2 Théoréme de Girsanov

On peut démontrer le résultat suivant, connu sous le nom de théoréeme de Girsanov

Théoréme 6.1.1 Soit (B;,t > 0) un mouvement brownien sur un espace (£, F,P) et (F;) sa
filtration canonique. Soit

t 1 t
Ly = exp[/ 0.dB, — 7/ 02ds), t <T
0 2 0

ot 0 est un processus (Fy)-adapté (autrement dit dL, = L;6;dBy). On suppose E(Ly) = 1. Soit

dQ| £, def LrdP|g,.. Le processus By s’écrit By = B, + fg 0.ds ot B est un Q-mouvement
brownien.

Sous la condition de Novikov Ep(exp % fOT 62 ds) < oo, Ly est une variable positive d’espérance
1 sous P et L est une P-martingale.

Si L n’est pas d’espérance 1, L est une surmartingale d’espérance strictement plus petite que 1.
Nous verrons plus loin pourquoi nous utilisons des martingales L de cette forme.

DEMONSTRATION: Dans le cas § = m (constante) on utilise la caractérisation du Brownien
2

A2 -
par la propriété de martingale de exp(AB; — Et) Il faut donc montrer que exp(AB; — Et) est

une @Q-martingale, ou que
22 1 5 9
Lyexp(A(By — mt) — ?t) =exp((A+m)B; — 5[2m)\ + (m*+ X))

est une P-martingale, ce qui est évident. Dans le cas général, on peut facilement vérifier que B
est une Q-martingale, car BL est une P-martingale. Le crochet de la Q-semi martingale B est le
méme que celui de sa partie martingale, soit celui de la Q-martingale B. Le crochet ne dépendant
pas du choix de la probabilité, le crochet de B est ¢, et le crochet de B est aussi .

On peut également vérifier que Bf—t est une @-martingale, car (Btz—t)Lt est une P martingale.
0O

Une facon d’utiliser le théoréeme de Girsanov est la généralisation suivante

Proposition 6.1.3 Soit Z une P-martingale locale continue et Q définie sur F; par

On suppose que @Q est une probabilité. Si N est une P-martingale locale continue, le processus

1
(Nt —(N,Z); = Ny — f<N’ L), t > 0) est une Q-martingale locale continue de crochet (N);.
t

DEMONSTRATION: La martingale L; = exp(Z; — %(Z)t) vérifie dL; = LidZ;. Le processus

(Nt — (N, Z),t > 0) est une @-martingale locale: il suffit de vérifier que (Li Ny — Ly(N, Z)¢,t > 0)
est une P-martingale locale par application de la formule d’It6. Le crochet de N ne dépend pas
de la probabilité sous laquelle on travaille (sous réserve que cette probabilité soit équivalente a la
probabilité de départ), car le crochet est défini comme limite des variations quadratiques. O
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Une autre fagon d’écrire ce résultat est de se placer sur l'espace canonique. On obtient ainsi
I’absolue continuité de W (loi du Brownien) et W*) (loi du Brownien de drift v).

2
Wz, = exp(vW; — %t)wm . (6.1)

Quelques mots d’explications. Dans le membre de droite, W est 'application canonique. Elle est
notée W pour faire penser au Brownien mais pourrait étre notée X comme nous allons le faire
(comme dans une intégrale, la variable muette peut s’appeller 2 ou y). Cette écriture traduit que

2

WO (F(X,,u<t)) = W(exp(vX, — %t)F(Xu,u <1)

pour toute fonctionnelle F.
Regardons le cas particulier F(X,,u < t)) = f(X;). Le terme W®)(F(X,,u < t)) est alors
WO (f(Xy)) = E(f(Wy + vt)) ot dans le terme de droite W est un brownien (et donc (W, +

2
vt,t > 0) un Brownien de drift v). Le terme W (exp(vX; — %t)F(Xmu <t)) est W(exp(rX; —

1/2 2

?t)f(Xt)) = FE((exp(vW; — %t)f(Wf)) ou dans le terme de droite W est un brownien. Le
2
théoréme de Girsanov nous dit que si W est un brownien sous P et dQ|r, = exp(vW; — %t)dP |7,

alors
2

Ep(exp(vWs — ) f(W1)) = Bo(f(Wh)) = Eq(f(W; + 1))

ou W est un Brownien sous Q). C’est exactement I’écriture (6.1).
Remarquer que ceci se généralise au cas ol t est un temps d’arrét et aussi au cas ou le changement

t 1 t
de probabilité est de la forme exp( / Os,dWs — 3 / 02ds).
0 0

On parle de formule de Cameron-Martin quand 6 est déterministe.

6.1.3 Remarques

En utilisant les formules exponentielles déja vues, on remarque que L est solution de dL; =
L;0:dB;, Lo = 1. 1l convient de remarquer que P s’obtient en fonction de ) par dP = L;ldQ,
avec

T T
Lt = exp[f/o 6(s)dB, + %/0 62 (s)ds).

Cette formule est souvent utile, mais il faut se souvenir que B est un brownien sous P. Si 'on
veut écrire L en terme de Brownien sous @, on obtient L' = exp[— fOT 0(s)dBs — 5 fOT 62 (s)ds].
Le processus (L; ',t > 0) est une Q martingale, et si X € Fr on a Ep(X) = Eg(L;'X).

6.1.4 Exercices

a. Calcul de E(B; exp[fOT 0,dB, — %fOT 62ds]) pour t < T et § déterministe.

Si 'on veut calculer I = FE(B; exp[fOT 0sdBs — %fOT 62ds]), ou B est un brownien, on effectue le

changement de probabilité avec L; = exp[fot 0;dB, — 1 fOT 62ds] et on a

t t t
1= EP(LTBt) = EP(LtBt) = EQ(Bt) = EQ(Bt +/ 03 dS) = / EQ(QS) ds = / 03 ds.
0 0 0
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Utilisons sur cet exemple la notation (6.1).

T T t
1
I=W(X, exp(/ 0,dX, — 5/ 02ds)) = WO (X,) = W(X, +/ 04ds)
0 0 0
On peut en guise d’application calculer E(B;exp By).

b. Calcul de [ = E(exp[—aB? — % fot dsB?]) oi1 B est un brownien issu de a

On pose = = a? et on définit P par dP® = L,dP avec

b v [t
L = exp[—§(B,52 —x—t)— ?/0 dsB?]

En utilisant la formule d’intégration par parties, on a

t b2 t
L= exp[—b/ B,dB;s — 5/ dsB?]
0 0

et L est une P martingale. Sous P?, (Et = B; + bfot ds Bs,t > 0) est un brownien issu de a et
B; = B; — a est un brownien issu de 0. Sous P?, on a

t
Bi=a+p;—b [ dsBs
0

donc B est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck sous P? et B; est une v.a. gaussienne d’espérance
b et de variance 55(1 — e 2"). On a

2B —a—1)

I =E"L; ! exp[-aB? — — / dsB?]) = E®[exp|—aB? +
Il reste quelques calculs simples et longs pour obtenir

b1+ 22 cothbt
T = (cosh bt + 22 sinh bt) /2 exp[— 2 - 7
(coshbt 4277 sinh ) expl= = oy 2

].

d. Temps d’atteinte

Proposition 6.1.4 Si X est le processus défini par Xy = vt + By et si TV = inf{t > 0; X; = a}
est le temps d’atteinte de a, on a pour X tel que v2 4+ 2\ > 0,

E(exp(—MTY)) = exp(va — |a|v/v2 + 2)).
DEMONSTRATION: 11 suffit de remarquer que pour A > 0,
E (exp(=ATY))) = E(I(1y <o) exp(=ATY)) = W (exp(=ATu) 11, <o)
= W(exp(vXga — %VZT(L) exp(—)\Ta)]l(Tau<oo))
= e”aVV[exp(—%(l/2 +2\)T%)]

O
On verra dans la section ?? d’autres applications. Remarque P(T) < oco) = 1 si av > 0 et
P(T? < o0) < 1 sinon. On obtient

dt 1, a? 9
P(TY e dt) = \/mae”“ exp(—i(T + v7t)).
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6.1.5 Cas vectoriel
Mouvement Brownien standard

Si BM et B® sont indépendants sous P et si dQ = L;dP avec Ly = L}L? et

t t
Li = exp [ / eg”ng”—l / (eg”)%zs]
0 2 0

on vérifie que dL; = Lt(Hil)dBél) + HEZ)dBt(z)) et que, sous Q éél) = Bt(i) - /t 0 (s)ds sont des
MB indépendants. ’

Cas de MB corrélés

Soit BM et B?) deux MB de coefficient de corrélation p sous P, F; la filtration naturelle du
couple BM, B® et dQ|r, = L;dP|s, avec dL; = L (0WdBY + 0@dB*). Sous Q, B\ =
Bgi) - /t(e(i)(s) + p0Y9)(s))ds sont des MB de corrélation p sous Q. (Mais I’égalité entre L et le

0 ~
produit L'L? n a pas lieu.) En effet, pour montrer que B! est un Q-MB, il suffit de vérifier que

LB est une Q-martingale locale. La formule d’It6 conduit &

d(LBW) = LBW (9*dBY + 62dB®) + L(dBWY — (8 + ph?)dt) + L(6'dt + 6% pdt)

6.2 Application aux modeles financiers
Soit S vérifiant
dS(t) = S(£)[b(t)dt + o (t)dW,).

On peut trouver une (et une seule) probabilité @ équivalente & P telle que
dS(t) = S(t)[r(t)dt + o(t)dBy]

ol B est un @-mouvement Brownien, et r est le taux sans risque. Il suffit de prendre dQ|z, =
LidP|F, avec L solution de Lo = 1,dL; = L;0(t)dW,; avec 0(t) = —o~1(t)(b(t) —r(t)), sous réserve
d’intégrabilité de 6. En effet

0B, = AW, — 0(t)dt = awy + 2D =D
a(t)
est un Q-MB et

b(t)dt + o (t)dW, = b(t)dt + o(t)[dB; + 0(t)dt] = r(t)dt + o (t)dB,

La probabilité @ est appellée probabilité risque neutre. Soit R; = exp (— fot r(s) ds) le coeflicient

d’actualisation. Le processus SR des prix actualisés vérifie d(S;R;) = SiRi0:dBy, et est une
@Q-martingale locale.

6.2.1 Application a la valorisation d’un actif contingent en marché com-
plet
On se place dans le cas r constant. Soit V; la valeur en ¢ d’un portefeuille auto-finangant dupliquant

Pactif contingent ¢ ol ¢ est une v.a. positive Fr mesurable, intégrable (on admet I’existence d’un
tel portefuille pour le moment). Dans le cas d’un call européen, ¢ est égale & (Sp — K)™T.
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Proposition 6.2.1 Le processus VR est une Q-martingale et
Eq(RrVr|F) = Eq[Rr(|F] = ViR,.

DEMONSTRATION: Admettons I'existence d’un portefeuille de duplication a, 7 tel que V; := o SP +
mSe et Vr = (. La condition d’autofinancement est, par définition dV; = aydSY + mdSy. Sion

note V; := e "V, et S, := e —rtS,, les valeurs actualisées on montre facilement que dV, = mdS,
soit

t t
Vi=Vo +/ medSs = Vo +/ TsSsRs05dBs. (6.2)
0 0

On remarque qu’a tout processus 7 et a toute valeur initiale x on peut associer un « tel que le
couple (a, ) soit autofinancant de valeur initiale z. Il suffit de calculer Vt Vo + fo deS et de
choisir «; tel que V; = eV, = i SY + .S

Le processus V est une intégrale stochastique par rapport a une @-martingale, c’est donc une
@ martingale locale. Si c’est une martingale,

Vi = Eq(Vr |Fi) = Eq(e™"T¢|F). (6.3)

Le portefeuille de couverture s’obtient au moyen de (6.2). Comme nous 'avons dit, si 'on
Vi — ﬂ'tSt) = Vt - 7Tt§t-

1
connait 7, il reste a poser oy = @(
t

Il reste a prouver l'existence de 7w ce qui est obtenu au moins théoriquement au moyen d’un
théoreéme de représentation (Voir chapitre sur les compléments).
La méthode est alors la suivante: pour évaluer (, il faut identifier la probabilité risque neutre,
calculer Eg(e "¢ |F;) et identifier le 7. On peut remarquer que, puisque ( est positif, la valeur

V; du portefeuille de duplication aussi.

Dans le cas du modele de Black et Scholes, dS(t) = S(¢)[bdt + o dB;] ou b et o sont constants,
dS, = S(t)(rdt + odBy)

ol B est un Q-MB et S est un Brownien géométrique. On a dQ = L;dP avec dL, = L,0dB; pour
0=—-""" TLeMB Best dB = dB — fdt.
o
On peut donc calculer Pespérance conditionnelle (6.3) dans le cas ¢ = (S — K)*. 1l est
facile de vérifier (utiliser la propriété de Markov) que V; = F(t,S;) avec F(t,z) = N (dy) —
Ke " T=YN(dy) (cf. formule de Black-Scholes).
Soit F(t,z) := e~ " F(t,z). La formule d’Ité6 montre que

LoF

F(t,S;) = F(0,S,) +
oy O

—(u, Sy)dS.,
en tenant compte du fait que F(t,S;) est une martingale. On retrouve 'EDP d’évaluation en
écrivant que le drift de F'(¢,S;) est nul

On peut donc prendre
oF

o
Le terme 2 (t St) est appellé le Delta du call, et on parle de Delta hedging.
On obtlent également

(t,St).

Ty =

Vi = Bo(e TSt — K)1)|R)
= eiTtEQ(STefrT]lST>K) - KeirtEQ(eirT]lST>K)

Le premier terme peut se calculer & la main. On peut aussi écrire que S;e™"" /S, est une martingale
positive d’espérance 1 et faire un changement de probabilité. On pose S;e™"t = SyM; ot M est la
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Q-martingale dM; = o M;dB;. C’est une martingale positive d’espérance 1, on peut donc l'utiliser
comme changement de probabilité. Soit Q = M;dQ. Sous @, le processus B = B — odl est un
MB et dS; = S;(rdt + o(dB; + odt)) = Si(r + 02)dt + odB) soit

2 2
St = Soexp|(r + o2 — %)T +0Br] = Sy exp|(r + %)T + 0By

Eq(Sre” " s> k) = SoEq(Mrls, s k/s,) = SoQ(Sr > K/So)
et nous savons calculer cette quantité qui s’écrit

2

O(Br > %m(K/SO) ~(r+ 2)T).

Voir le paragraphe sur le changement de numéraire.

6.2.2 Arbitrages

Un arbitrage est une possibilité d’investir dans le marché financier sans mise de fonds (avec une
richesse initiale nulle) et de terminer avec un portefuille de valeur positive quelque soit 1’évolution
du marché, non identiquement nul. En termes probabilistes, c’est un portefuille 7 adapté tel que
la valeur terminale de la stratégie auto-financante associée soit positive:

Vo(m) =0,Vp(r) >0, E(Vy) > 0.

L’hypothese de non arbitrage stipule que ’on doit exclure de telles opportunités du modele.

6.2.3 Hedging methodology

Let S be a semi-martingale which represents the price of the risky asset and denote by (F,¢ > 0)
the filtration generated by S. A contingent claim H is an Fs-measurable random variable where
T is a fixed horizon. An hedging portfolio consists of a pair of predictable processes (7}, ;¢ > 0)
such that, if V; (7%, 71) = 7le"* 41,5, is the t-time value of the portfolio, the self-financing condition

dVi(r¥, ) = raletdt + m,dS;

holds and Vp = H. The value V; = V;(n, 7) is the ¢-time price of H. In particular if V; = e~ "V,
is the discounted value of the portfolio, It6’s formula implies that V; = Vg + fot 74dSs. Hence, a
self-financing strategy (7°,7) is characterized by the knowledge of its initial value V and of its
risky part m. Some technical hypotheses (integrability of 7 and existence of a lower bound for V')
have to be taken into account in order to avoid arbitrage strategies as doubling strategies. The
first theorem of asset pricing states that the market is arbitrage free if and only if there exists a
probability @ (called an equivalent martingale measure, in short emm), equivalent to P such that
discounted prices are Q-martingales. A market is said to be complete if any contingent claim H
admits an hedging portfolio. From the second theorem of asset pricing, an arbitrage free market is
complete if and only if there exists a unique emm. In that case, the price V;(H) of the contingent
claim H is defined as the value of the hedging portfolio and is given by

Vi(H) = " Eq(He " |F7).

Indeed, from the definition, the discounted value of an hedging portfolio is a stochastic integral
with respect to the discounted value of the asset, hence is a Q-martingale. (We avoid here the
distinction between local martingales and martingales). The uniqueness of the emm is linked
with the predictable representation property of the discounted price process S , which states that
any f%—measurable random variable can be written as z + fOT 74dS, for a predictable process 7.
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In that case, denoting by L the Radon-Nikodym density of the emm (i.e. dQ|z, = L:dP|z,) a
process Z is the t-time value of a self-financing portfolio if and only if the process (L;Z;,t > 0) is
a P-martingale (i.e. the discounted process Z is a @-martingale).

In the Black and Scholes framework, the market is shown to be complete. Indeed, the Brow-
nian motion enjoys the predictable representation property, whence the existence of an hedging
strategy is obtained from the obvious remark that the filtration generated by S is equal to the
filtration generated by B, and from the hypothesis that ¢ and S do not vanish.

In order to hedge contingent claims, the explicit value of the hedging portfolio 7 is crucial. In
a Markovian setting, it can be obtained from the hedging price process V as follows.
Let us recall that a Markov process X is an F-adapted process such that for ¢ > s and for every
bounded Borelian function f, E(f(X:)|Fs) = E(f(X¢)|Xs). The process X is a strong Markov
process if for any finite stopping time 7 and any bounded Borelian function f, E(f(X,4¢)|Fr) =
E(f(Xr4+¢)|X7r). The infinitesimal generator of a Markov process is the operator £ defined on
a set D of smooth functions such that for f € D, the process f(t, X:) — fot Ff(s,Xs)ds is a
martingale. The solution of a stochastic differential equation dX; = a(t, X;)dt + o(t, X;)dW,;
where a and o are Lipschitz function is a Markov process (see Karatzas and Shreve (1999)) with
generator F(f) = 0, f + a(t, 2)0, f + 30%(t,2)04s -
Let S be a solution of dS; = Si(u(t, St)dt + o(t, S;)dW;), and assume that S is a Markov process.
If moreover, the contingent claim is of European type, i.e. H = h(St), then V;(H) is a function
of t and Sy, say Vi(H) = v(t,S;). Thanks to the martingale property of the discounted prices and
using It6’s formula, one gets that h satisfies the so-called evaluation equation

Ou(t, z) + r(t)xdyv(t, ) + %az(t, 1) 2200 (t, ) = r(t)v(t, )

with the boundary condition v(T,z) = h(z) and the risky part 7 of the hedging strategy is given
by the derivative of v with respect to the second variable.
In a more general setting, one can use Malliavin’s derivative (see Nualart (1995) for more

comments). For h € L2([0,T]), let W(h) = fOT h(s)dWs. For a smooth function f, the derivative
of a random variable of the form F = f(W(hy),...,W(h;)) is defined as the process (D:F,t < T)
by

DF =Y 2L o), W ).

It is noticeable that this derivative can be interpreted as a Frechet derivative. The Clark-Ocone
representation formula states that

T
F =E(F) +/ E(D,F|F,)dWy.
0
As an example, the derivative of F = f(Wr) is f'(Wr), hence

f(Wr) = B(f(Wr)) + / E(f/(Wr)|F)dW,

6.2.4 Arbitrage et mme

On peut montrer que ’hypothese d’absence d’opportunité d’arbitrage équivaut a 'existence d’une
probabilité @ telle que sous @ les prix actualisés sont des martingales. Ce théoreme est tres difficile
et nécessite quelques hypotheéses techniques. On consultera [?] et, dans le cas général [?].
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6.2.5 Cas général

Lorsqu’il existe une unique probabilité telle que les actifs actualisés sont des martingales, on évalue
les actifs de la méme fagon. De telles probabilités sont appellées mesures martingale équivalentes
(MME). 11 se peut qu’il existe plusieurs (et dans ce cas c’est une infinité) MME. Dans ce cas, le
marché n’est pas complet, et I'on peut associer & toute v.a. ¢ = h(St) une fourchette de prix
définie par |infq Eq(e™""h(Sr),supg Eqg(e™" h(Sr)[. On peut montrer que la borne supérieure
de la fourchette de prix est la plus petite valeur initiale d’un portefeuille de surcouverture.

6.3 Probabilité forward-neutre

Différentes approches sont utilisées en temps continu pour étudier la structure par terme des taux.
La premiere consiste & modeliser le prix des zéro-coupons en respectant ’hypothese d’A.O.A. et
a en déduire 'expression du taux spot. Une autre approche utilise le taux spot comme variable
explicative. Nous allons évoquer ici comment un changement de probabilité permet de valoriser
facilement des produits sur taux.

6.3.1 Définitions

On donne les mémes définitions qu’en temps discret. On appelle zéro-coupon de maturité T, un
titre versant un franc a la date T, et ne donnant aucun flux entre ¢ et T. On suppose? que, pour
tout 7', il existe un zéro-coupon de maturité 7T'.

Le prix a la date ¢ d’un zéro-coupon d’échéance T est noté P(¢,T). On a P(T,T) = 1.
Si S(t) est le prix d’un actif financier en unités de la date ¢, on appelle priz forward de S le

S(t)
P(t,T)

prix exprimé en unités de la date T, soit Sp(t) =
On introduit le rendement a I’échéance® en t, soit Y (¢, T) défini par
Pt,T)=exp—(T —t)Y(t,T).
Le tauz spot forward en t pour la maturité T est

FT) = — [alnP(w)L_T.

06

1 T

On aalors Y(¢,T) = 7/ f(t,u) du.
T—-1 ),

Le taux spot instantané est

rt) = lmY(@T) = - [W]T_ = f(t,1).

La courbe des taux est la fonction 8 — Y (¢, 0).

Le facteur d’actualisation est

R(t) := exp _/0 r(s)ds.

2cette hypothese n’est pas réalisée en pratique.
3yield to maturity.
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On peut & chaque instant ¢ observer une gamme des taux, ¢’est-a-dire la famille s — Y (¢, s+1¢)
des taux d’intérét de maturité s + ¢ au jour t. On désire étudier le comportement de la courbe
Y (¢,0) en fonction de la courbe des taux aujourd’hui, c’est & dire Y'(0, 0).

Dans un modele déterministe, on doit avoir
Pt,T)=P(t,u)P(u,T), Vt<u<T,

pour éviter les opportunités d’arbitrage. On en déduit, sous une hypothese de différentiabilité,
I'existence d’une fonction r telle que P(t,T) = exp — ftTr(s) ds. On vérifie que, comme dans le
modele discret, on a f(t,T) = f(0,T) =r(T), Vt<TetY(t,T)= 7 ftTr(u) du. Le rende-
ment a ’échéance est la valeur moyenne du taux spot.

Dans un modele stochastique, on se donne comme toujours un espace probabilisé muni d’une
filtration F; que l'on supposera étre une filtration Brownienne. On suppose qu’a la date ¢, le
prix P(t,.) des zéro-coupons est connu, c’est-a-dire que les variables P(t,.) sont Fi-mesurables.
Pour expliciter 'hypothese d’A.O.A., on suppose que les processus P(.,T) sont positifs, adaptés,
continus et que P(t,T') est dérivable par rapport & T de dérivée continue.]

On suppose qu'il existe une probabilité @) sous laquelle les prix actualisés sont des martingales
de carré intégrable : sous @, le processus R(t)P(t,T) est une martingale. Cette propriété est vraie
pour tout T, pour éviter les opportunités d’arbitrage entre des produits de maturités différentes.

Cette propriété entraine des résultats intéressants. Tout d’abord, puisque P(T,T) = 1, on
obtient que P(0,T) = Eg(R(T)), et que

T
P(t,T) :EQ[exp—/lt r(u) du|F)

6.3.2 Changement de numéraire
a. Probabilité forward-neutre

La valeur a la date t d’un flux déterministe F' recu a la date T est
T
FP(t,T) = F Eolexp— / () du | ).
t

Si ce flux est aléatoire, la valeur a la date t de ce flux est

T
EqlF exp—/t r(u) du |F).

Il est possible d’interpréter cette formule en I'écrivant F.P(t,T), ot F, est I’équivalent certain®
de F et est défini par
1

T
F.= WEQ[F exp—/t r(u) du | Fy).

Nous allons écrire cette derniere égalité en utilisant un changement de probabilité.

Par hypothése A.O.A, le processus R(t)P(t,T) est une @-martingale, son espérance est con-
stante, égale a P(0,T).

4«Je préfere la certitude aux calculs des probabilités” Prévert, La Tour, Oeuvres completes, Ed. Pléiade, p.247
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R()P(t,T)
P(0,7)
On peut donc utiliser (/' comme densité de changement de probabilité. Soit Q7 la mesure de
probabilité définie sur (2, Fr) par Qr(A4) = Eg(¢f'14) pour tout A € F;. Lorsque T est fixé, on

notera ¢; = (I

Pour tout T, le processus CtT = est une @-martingale positive d’espérance 1.

dQr

Définition 6.3.1 La probabilité Qr définie sur Fr, par 0

= CtT est appelée probabilité forward-

neutre de maturité T'.

Avec cette notation ¢
Eqr(F |F) = Eq(F | F:) = F..

Lorsque F est la valeur d’un titre, I’équivalent certain F, est appellé le prix a terme de F'.
Lorsque 7 est déterministe, Q1 = Q.
La mesure Q7 est la martingale mesure associée au choix du zéro-coupon de maturité T' comme
numéraire, comme ’explicite la propriété suivante.

Proposition 6.3.1 Si X est un processus de priz, le priz forward (X:/P(t,T),0 <t < T) est
une martingale sous Q.

Soit T fixé. Soit X un processus de prix. Par définition de la martingale mesure @, le
processus des prix actualisés (X R(¢),t > 0) est une @Q-martingale. Nous voulons montrer que
(X¢/P(t,T);t <T) est une Qr-martingale, ce qui équivaut a (X;(;/P(¢,T) est une ) martingale.
Comme X;(;/P(t,T) = X R(t)/P(0,T), c’est immédiat.

On peut aussi détailler: D’apres la formule du changement de probabilité dans les espérances
conditionnelles on a

XiCe
X, Fo|7eh 7] morvmiR) X,
ar 7| = - Lo - o
P(taT) EQ[Q |‘7:S] P(O’T)CS P(S’T)

b. Contrats forward et futures

Un contrat forward est l'’engagement d’acheter le sous jacent au prix prévu au moment de la
signature du contrat. Il n’y a aucun versement d’argent a la signature.

Proposition 6.3.2 Le priz o la date t d’un contrat forward de maturité T sur un actif dont le
processus de priz est V(s) est
G(t) = Eq,(V(T)|Ft).

Le priz d’un contrat future (priz future) est
H(t) = Eq(V(T)|F).

Si r est déterministe, prix future et forward sont égaux.

c. Taux spot

Proposition 6.3.3 Le tauz spot forward f(t,T) est une Qr-martingale
f(t,T) = EQT [TT |.7:t] 5 t S T7

€gale au priz forward d’un contrat écrit sur le tauzx spot.
En particulier f(0,T) = Eq,(r(T)) est le priz a la date 0 d’un contrat forward écrit sur le
taux spot de méme maturité.
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Le prixz d’un zéro-coupon s’exprime en fonction du taux spot par

T
P(t,T) = exp <—/ Eq, [rs |Fi ds) ,t<T.
t

Par définition, le taux forward f(¢,T") est égal a limy_.o W. Le processus P(t, T+

h) est un processus de prix, donc % est une Q-martingale; il en résulte que

1

- Equ{(P(T.T + 1)~ 1) |7},

f(th) = _}llli%

soit f(t,T) = Eqy [rr|F:]. Par définition In P(¢,T) = — ftT f(t,s)ds, d’ou
T
P(t,T) = exp (—/ Eq, [rs |Fi] ds) .0
t

d. Prix forward, prix future

On peut préciser la relation entre prix forward et prix future. Soit Z une variable intégrable Frp
mesurable et Z, = Eg(Z|F,)

T
Fop(Z|F) = E(Z|Fi) — / Covo, (Zu, r(u) | ) du.
t

ou Covg, (X,Y |F) = Eq,(XY|F) — Eq,(X|F)Eq, (Y|F).
En particulier

T
Bq,(2) = Eo(Z) - | Cov, (Zur(u)) du.

Proposition 6.3.4 Le priz a la date 0 d’un contrat forward de maturité T écrit sur Z est le prix
a la date 0 d’un contrat future de méme nature moins un biais de covariance.

6.3.3 Changement de numéraire
Il peut étre utile de faire un autre changement de numéraire, par exemple de choisir un actif .S
comme unité monétaire.
6.3.4 Valorisation d’une option sur obligation a coupons
Le prix d’une option Européenne de payoff h(T) & la date T est donné par
C(t) = R;'Eq[MT)Rr |F].

Considérons une option de maturité 7' sur un produit qui verse des flux déterministes F,, aux
dates T,,, T < T, < Tpy1 et soit V(t) = S0 B, P(t,T,,).



August 13, 2003 87

Théoreme 6.3.1 Le priz d’une option FEuropéenne de priz d’exercice K et de maturité T sur un
produit qui verse des flux F,, aux dates T, est

C(0) = > F,P(0,T,)Qu[V(T) > K] - KP(0,T)Qr[V(T) > K]

ot Qn est la probabilité forward neutre de maturité T,,.

Par définition

N +
C(0) = Eq(Rr(V(T) — K)") = Eg |Rr (Z F,P(T,T,) — K) ,
n=1

ce qui s’écrit

N
C(0) = FuEq[RrP(T,To)lv(ry> k3] — KEq[Rrlv(r)>xyl-

n=1

Par définition de @,,, on a

EQ[RrP(T, To)liv(ry>ky] = P(0, Th) Eq, [1{v(T)>k}]

ce qui donne le résultat. O
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Chapter 7
Hitting Times

Les lois des temps d’atteinte de frontiéres sont d’un usage constant en finance. Nous avons
rassemblé ici les résultats connus. Ce chapitre contiendra sans doute des redites. Ce chapitre est
un extrait d’un ouvrage & paraitre, ce qui explique (mais ne justifie pas) sa rédaction en Anglais.
In this chapter, a Brownian motion (W;,¢ > 0) starting from 0 is given on a probability space

1 x
(Q,F,P), and F = (Fg,t > 0) is its natural filtration. The function N (z) = —/ e 2y
V2r J s

N (z) cumulative function of the standard Gaussian law is the cumulative function of a standard
Gaussian law. We establish well known results on hitting time of a level for a geometric Brownian
motion, and we study Barrier options. We emphasize that main results on Barrier option valuation
can be obtained without any knowledge of hitting time law. We give also an extended bibliography
related with hitting times. An excellent reference is the book of Borodin and Salminen [?] where
many results and references can be found.

For a continuous process X, we shall denote by T,(X) (or, if there are no ambiguity, T,) the
hitting time of the level a defined as

T,(X)=inf{t >0 : X; =a}.
The first time where X is above (resp. below) the level a is
T,f =inf{t >0 : X; >a}, resp.T, =inf{t>0: X; <a}.

For Xo = z and a > z, we have T,,” = T,.

7.1 Hitting Times and Law of the Maximum for Brownian
Motion

Let us study the law of the pair of random variables (W;, M;) where M is the maximum process

. . . d .
of the Brownian motion, i.e., M; e sup,<; Ws. Maximum! of a BM over [0,¢] Let us remark
that the process M is an increasing process, with non-negative values. Then, we deduce the law
of hitting times of a given level by the Brownian motion.

7.1.1 Law of the Pair of the Random Variables (W}, M;)

Let us show the reflection principle Reflection principle
Proposition 7.1.1 Reflection principle. For 0<y, z <y :
PWy<x,My >y)=PW; >2y—ux). (7.1)

89
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DEMONSTRATION: Let T,- = inf{t : W; > y} be the first time where the Brownian motion is
greater than y. This is an F-stopping time and (T;r <t)=(My > y) for y > 0. Furthermore,
from y > 0 and by relying on the continuity of Brownian motion paths, the stopping time 7" is
also the hitting time of y, i.e., Ty"' =T, = inf{t : Wy =y} and Wy, = y. Therefore

PWy <z, My >y)=PW; <2, T,<t)=PW, - Wr, <x—y,T,<t).

For the sake of simplicity, we denote Ep(114|T,) = P(A|Ty,). By relying on the strong Markov
property, we obtain
P(Wt - WTy S xr — y,Ty § t) = E(]]-Tygt P(Wt - WTy S r—1Y |Ty))
= BE(lr,< ®(Ty))

with ®(u) = P(Wy_, < = —y) where (W, = Wr,+u — Wr,,u > 0) is a Brownian motion
independent of (W;,t < T}), and with the same law as —W. Therefore ®(u) = P(W;_, >y — )
and by proceeding backward:

E(ﬂTySt (I)(Ty)) = E[ﬂTyStP(Wt — WTy Z y—x |Ty)] = P(Wt Z 2y — .’I,‘,Ty S t)

Hence
PW, <z, My >y)=PW; >2y—a,M; >y) (7.2)
The right-hand side of (7.2) is equal to P(W; > 2y — x) since 2y — x > y which implies that,
on the set {W; > 2y — «}, the hitting time T}, is smaller than ¢ (or M; > y.) O

Théoréme 7.1.1 Let W be a Brownian motion starting from 0 and M; = sup (W,,0 < s <1).

for y>0x<y, PW,<a,M<y) — N(%) N ?/;y), (7.3)

for y>0,2>y, PW,<x,M;<y) = P(M <y)
= N -NE, 74
<\/E> (\/E) (7.4)
for y<0, PWy<z,M;<y) = 0. (7.5)

The density of the pair (Wy, M) is
/2 — 2y)?

P(Wt € d.’IJ, M, € dy) = ﬂyzoﬂwgy ﬁ (2y — .T) exp (_(-fﬂ]/)) dx dy . (76)

DEMONSTRATION: From the reflection principle it follows that, for y > 0,z < y,

PW, <z M <y) = PW, <z)—PW,<z,M >y)
= PW,<z)—PWy>2y—ux),
hence (7.3) is obtained.

For 0 <y <z,
PW,<x,M; <y)=PW,; <y, M, <vy)

since M; > W;. Furthermore, by setting = y in (7.3)

PO, <) = POV < M <) = () = (1) &

Finally, for y <0, PW; <z, M; <y) =0 since M; > M, = 0. O
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Comments 1 We have also proved that the process B defined as
By = Willier, + (2y — Wi) L, <
is a Brownian motion.

Remarque 7.1.1 Let 7 = inf{t >0 : B; =0}. Then P(t =0) = 1.

7.1.2 Hitting Time Process

Proposition 7.1.2 Let W be a Brownian motion and define T,, = inf{t : W; = y} for any
y > 0. The increasing process (Ty,y > 0) has independent and stationary increments. It enjoys
the scaling property

Ty 2 (2T, y > 0).

DEMONSTRATION: The increasing property follows from the continuity of paths of the Brownian
motion. For z >y,
T, -T,=inf{t >0 : Wg, 1 —Wr, =2—y}.

Hence, the independence and the stationarity properties follow from the Markov property. Let
A > 0. Then, from scaling property of the BM,

1 o1 . 2
Try = inf{t : XWt =y} o \2 inf{t : Wy =y}

- - 1
where W is the BM W, = XWAzt. O
The process (T,,y > 0) is a stable subordinator. (See Section ??.)

7.1.3 Law of the Supremum of a Brownian Motion over [0, t]

Proposition 7.1.3 The random variable My has the same law as [Wy|.
DEMONSTRATION: This follows from (7.7). O

Comments 2 The process M does not have the same law as the process |W|. Indeed, the
process M is an increasing process, this is not the case for |W|. Nevertheless, there are some

further equalities in law, as M — W ot |W| between these processes (See Lévy’s Theorem ?7).

7.1.4 Law of the Hitting Time

For z > 0, the law of the hitting time of the level = defined as T, = inf{s : W, = 2} can be now
easily deduced from

2
x
5 <), (7.8)

P(T, <t)= Pz < M;) = Plx < |W|) = Pz < |G| \/g) — P(G

where, as usual G stands for a Gaussian random variable, with zero expectation and unit variance.
2

Hence, T, loi % and the density of the r.v. T, follows:
2
T
eXp(—f)]ltzo dt.

T
V23 2t

For z < 0, we have, using the symmetry of the BM

P(T, € dt) =

T, =inf{t : W, =z} =inf{t : W, = -2} < T,
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and 1t f()ll()V\/S thal, f()I‘ a]ly X # (),
2 :{p t> t ‘ 9

In particular, for z # 0, P(T, < o0) = 1 and E(T}) = cc.

P(T, e dt) =

7.1.5 Law of the Infimum

The law of the infimum of a Brownian motion is obtained by relying on the same procedure. It
can also be deduced by observing that

my = 1r<1ft W, = —sup(—Ws) = —sup(B;)

s<t s<t
where B = —W is a Brownian motion. Hence
—x 20 —x
for y<0,z>y PWy>xz,my >y) =N(—)—N( ),
Vi Vi
for y<0,z<y P(W, > xz,my > y) :./\/'(;y)—./\/(l)
>~ U, = t Z Ly t — \/E p (710)
Yy
=1-2N(2=),
&
for y>0 PW,>z,my>y) =0.
. —Y Yy
I ticular, f <0, P(my >y) = N(—2) — N (-==).
n particular, for y < (my > y) (\/%) (\/%)

If the Brownian motion W starts from z at time 0 and Ty = inf{¢ : W; = 0}, then, for z > 0,2 > 0,
we obtain

P, Wy edx,To >t) = Pi(Wy + z € dx,T_, >t) = Ph(Wy + z € dz,my > —2).

Therefore, for z > 0, differentiating (7.10) with respect to z,

Pty = 228 oy (50 e (L

7.1.6 Laplace Transform of the Hitting Time
Laplace transform of! hitting time for a BM

Proposition 7.1.4 Let T), be the hitting time of y € IR for a standard Brownian motion. Then,
for A >0

)\2
Elexp(=7Ty)] = exp(=[y|A) .
)\2
DEMONSTRATION: Recall that, for any A > 0 the process (exp(AW; — ?t), t > 0) is a martingale.
Let y > 0, A > 0 and T}, be the hitting time of y. The martingale

2

A
(exp(AWin, = 5 (EAT), ¢ 0)

is bounded by e*¥. Doob’s optional sampling theorem yields

2

A
Elexp(AWr, — ?Ty)] =1.

Using that P(T, < oo) =1 and W7, =y, we obtain the Laplace transform of T,. The case where
y < 0 is obtained by studying the Brownian motion —W. O
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Warning 1 In order to apply Doob’s optional sampling theorem, we have to check carefully that
2

the martingale exp(AWinr, — ?(t ATy)) is uniformly integrable. In the case A > 0 and y < 0, a
wrong use of this theorem would lead to the equality of 1 and
A2 A2
Blesp(\Wr, — 5-T,)] = M Blexp(~ -,

)\2
that is the two quantities E[exp(—?Ty)] and exp(—yA) would be the same. This is obviously

)\2
false since the quantity F [exp(—?Ty)] is smaller than 1 whereas exp(—y)) is strictly greater

than 1.
Remarque 7.1.2 From (7.9), we check that Hitting time! of a drifted BM

"l o (1)
exp(—|y|A\) = dt exp| —=— ). 7.12
(o) = [ d— e (<4 (712)

Exercice 7.1.1 Apply Proposition ?? for 7 = T}, and 6 = 1 to find the expectation of T,.

Exercice 7.1.2 Let T* = inf{t > 0 : |W;| = a}. Using that Nt/ cosh(AW};) is a martingale,
prove that E(exp(—\2T*/2) = [cosh(a\)]~!.

7.2 Hitting Times for a Drifted Brownian Motion

We study now the case where X; = vt + W;, where W is a Brownian motion. Let MtX =
sup (X5, 8 <t), mi =inf (Xs,s <t) and T,,(X) = inf{t > 0| X; = y}. We recall that WO (X, €
A) denotes the probability that the Brownian motion X; with drift v belongs to A.

7.2.1 Joint Laws of the Pairs (M, X) and (m,X) at Time ¢
Proposition 7.2.1 Fory >0,y >«

— vt r—2y—uvt
WO (X, <2, MX <y) = N(E—22) — eup(Z—2 2
(Xe <o, M7 <y) = N( \/i) "N i )
and fory <0,y <z
—z+ vt —x+ 2y + vt
WX, > 2,mY > y) = N(— ) — vy (—ET 20Ty
(X 2 z,mi > y) = N( 7 ) ( 7 )

DEMONSTRATION: From Cameron-Martin’s theorem (see Proposition ?7?)

2

) X _ v
WYX, <ax, M; >y)—E[eXp (I/Wt 2t> H{Wtﬁx,MtWZy}] .

From the reflection principle (7.2) for y > 0,z < y,
P(W, <o, My¥ > y) = Pz 2 2y = Wy, M[" > y),
hence

2
FE {exp (th — 2t) H{Wt < x,MtW > y}]
2

v
E [exp (u(2y - W) — 2t> H{Zy W, <, MY > y}]

2
2v v
= eYVE {exp (—VWt — 2t> H{Wt > 2y — x}] .
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We apply again Cameron-Martin’s theorem

2
E {exp (—VWt — 2t> ]I{Wt >0y —z}| = P(W, — vt > 2y — x).

It follows that for y > 0,y > =

WO (X, <z, MY >y) = YP(W, > 2y —x+ vt)
= 2YWW(X, > 2 —x + 2wt)
= ezl’yP(th > 2y —x + vt)
= P(X; <x—2y)

—2y+x—vt
N (= hiaiisy
e N i )
Therefore,
WX, <z, M¥ <y) = WX, <z)- W (X, <z, MY >y)
z—vt T —2y—uvt
— N _ QVyN =7,
( 7 ) — YN i )
and for y <0,y <x
WX, >az,mX <y) = PW,+uvt>z, irift(VVS +vs) <y)
= P(-W;—vt < —z,sup(—Ws —vs) > —y)
s<t
= 2VP(W, — vt > —y)
20 —x + vt
= EIN(Z=——). 7.13
( N ) (7.13)

7.2.2 Laws of Maximum, Minimum and Hitting Times

In particular, the laws of the maximum and of the minimum of a drifted Brownian motion are
deduced : from W)(MX < y) = WO(X, <y, M¥ < y) and W (m¥ > y) = W (X, >
y,m¥ >y), we get

y— vt —y —vt

WO <y = N - (=), g0
WO 2y) = N ),y
W (X >y) = N(‘yTt”%— 2vw(y;§”>, y<0
WOt <y) = NI eI, <o
and
WOT(X) 2 1) = WO gy):N<y;i”>fe2”w\f<*yg%”>,y>o
= WO 2 y) = M) - (), y <0

In particular, when t — oo in W)(T, > t), we obtain W®)(T), = c0) = 1 — 2%, for v < 0.
In this case, the density of T}, under W) is defective.
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7.2.3 Laplace Transforms

Laplace transform of! hitting time for a drifted BM From Cameron-Martin’s theorem,

wW®) (exp (—A;Ty(x)» —E <exp (uWTy N ; o Ty(W)>) ,

where W®*)(.) is the expectation under W), From Proposition 7.1.4, the right-hand side equals

eV [exp <;<y2 + A2>Ty<w>ﬂ — " expl—|y|v/v? + X7].

Therefore

w® <exp {—’\;Ty(x)D = "V exp[—|y| V12 + A2]. (7.14)

Hence, setting A = 0 in (7.14), in the case vy < 0
WONT, < 00) = e,

which proves again that the probability that a Brownian motion with positive drift hits a negative
level is not equal to one. In the case vy > 0, obviously W) (Ty < 00) = 1. This is explained by the
fact that (W, +vt)/t goes to v when ¢ goes to infinity, hence the drift drives the process to infinity.
In the case vy > 0, taking the derivative of (7.14) for A = 0, we obtain W) (T} (X)) = y/v. When
vy < 0, the differentiation does not work, and obviously the expectation of the stopping time is
equal to infinity.

7.3 Hitting Times for Geometric Brownian Motion

7.3.1 Notation

Let us assume that
dSt == St(udt + Uth) ,So =X (715)

with ¢ > 0, i.e.,
Sy =zexp ((n—0?/2)t + oW;) = ze”™*,

where X; = vt + Wy, v = B %. We denote the first hitting time of a by
o

To(S)=inf{t >0: Sy =a}=inf{t >0: X, = gln(a/x)}

1
Then T,(S) = To(X) where a = —1In(a/xz). When a level b is used for the geometric Brownian
o

motion S, we shall denote § = — In(b/x). Using the previous results, we give the law of the hitting

time, as well as the law of maximum (resp. minimum) of S over time interval [0, t].

7.3.2 Law of the Pair (Maximum, Minimum)
We deduce from Proposition 7.2.1 that for b > a,b > =
P(S;<a,M? <b) = P(X;<a, M <p)

- N \_/i”t) — BN

a—20—vt
Vit

)
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whereas, for a > b,b < x
P(S; >a,m; >b) = P(X;>a,my >p)

_ N(_a\}; Vt) —62Vﬂ/\/(

—a+28+ vt

i)

It follows that, for a > z (or a > 0)

P(T,(S)<t) = P(M{ >a)=1-P(M; <a)
= 1-P(S, §a7MtS§a)

RV ;E”t) + 2N

—a + vt

Vit

—vt —«

Vit

—vt—«

)

) (7.16)

= M ) + €N (

and, for a < z (or a < 0)
P(T,(S)<t) = P(m; <a)=1-P(m?>a)
). (7.17)

7.3.3 Laplace Transforms
Laplace transform of! hitting time for a GBM From the equality T, (S) = T, (X),

E (eXp [—)\;TQ(S)D =w® (exp [—A;TQ(X)D .

Therefore, from (7.14)

E <exp [VTQ(S)D — exp (va — [alv/i2 +37) . (7.18)

2

7.4 Other Cases

7.4.1 Vasicek Processes

Process! Vacisek - Let (ry,t > 0) be a Vasicek process defined as
driy = k(0 —ry)dt + o dWy, 19 =p,

and Tp =inf {t > 0 : r, = 0}. For any p > 0, the density function of T' equals

3/2
_ P k Kt/2 7& e ,
1) = oV2rm <sinh k:t) e { 202 ((p 0)” — 6% + p® coth kt)}

DEMONSTRATION: We present here the proof of Patie [?] Patie, P. in the case § = 0,0 = 1. The
Vasicek process is 1, = e (z + [, e**dB,). Hence

Ty = inf{t>0:r =0}
t

inf{¢ : x—i—/ e**dB, =0}
0

= inf{t: WA(t) = —x}
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where, from Dubins’ theorem we have written the martingale fg e**dB, as a Brownian motion
W, changed of time (See Section ?? for comments) A(t) = fg e?ksds. Tt follows that

To = A(inf{t >0 : W, = —z})

and
P.(Ty € dt) = A'(t)Po(T_.(W) € dA(t)).

7.4.2 Deterministic Volatility and Non-constant Barrier

Let us study the case where the process S is a geometric Brownian motion with deterministic
volatility
dSt = St(’l"dt + U(t)th), SO =T

and

To(S) =inf{t : S, =a} =inf{t : rt — %/0 o?(s)ds +/0 o(s)dWy = a},

t
where o = In(a/x). As we shall see in Section ?7?, the process U; = / o(s)dWy is a time

0
changed Brownian motion and can be written as Z ;) where Z is a Brownian motion and A(t) =

t
/ 0?(s)ds. Hence, introducing the inverse C' of the function A
0

T(8) = f{t : 7t — SA() + Zag = 0} = nf{Cw) : rC(u) ~ Ju+ Z, =},

and we are reduced to the study of the hitting time of the non-constant boundary a — rC(u) by
the drifted Brownian motion (Z, — Ju,u > 0).

More generally, let T;,(V) = inf {t > 0 : V; = h(¢)}, where h is a deterministic function and
V a diffusion process. There are only few cases for which the law of T} (V') is explicitly known.

7.5 Hitting Time of a Two-sided Barrier

7.5.1 Brownian Case

Let a < 0 < b and T,, T} the two hitting times of a and b
T,=inf{t>0: Wy =a}, T, =inf{t >0 : W; = b}

and T* = T, A T be the exit time from the tunnel. As before M; denotes the maximum of the
Brownian motion over the interval [0,¢] and m; the minimum.

Proposition 7.5.1 Let W be a Brownian motion and T* = T, ANTy. Then, for any a,b,x with
a<xz<b

b—x

b—a

P(T, <Ty) =
and E(T*) = z(b+ a) — ab — 2.
DEMONSTRATION: The martingale (Wiar, a1, ,t > 0) is bounded, so that

xr = Ew(WTa/\Tb) = U,ng(Ta < Tb) + bpm(Tb < Ta) R
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the result follows from the obvious equality
P (T, < Tb) + PZ(Tb <T,)=1.

Using the martingale (W2 1, \q, —(tAT.ATy), t > 0), we get 2> = Ep(Wiip ap,) — Eo(t AT, ATy).
Passing to the limit when ¢ goes to infinity 22 = a?P,(T, < Tp) + b*Py(Ty < T,) — E (T, A Tp),
hence E,(T, ATy) = z(b+ a) — ab — z*. O

Comments 3 The proposition can be generalized to diffusions by using the scale function. See
Section ?7.

Proposition 7.5.2 The Laplace transform of T™ is

cosh[A(a + b)/2]

A2
Elew(=5T= Cano—a)/2

The joint law of (M, my, Wy) is given by
Pla<my < My <bW, € E) :/ p(t,x) dx
E

where, for E C [a,b)

o(t,z) = \/;H k_ioo {exp <21t(:c +2k(b — a))Z)
exp (—;t(a: 2+ 2k(b— a))2>] (7.19)

DEMONSTRATION: The Laplace transform of T* is obtained by Doob’s optional sampling theorem.
Indeed

a+b a+b _)\2T*

el A2 = Elep(Wr — 07 - 2]
b—a AT
= eXP(AZ)E{eXP(— 5 )H{T*_Tb}:|
a—> 27+
+eXp()\T)E exp(— )H{T*:Ta}
and using —W leads to
a+b a+b A2 T+
epl-ASD)] = Blea((-Wr - 127 - F)]
—3b—a AT
= exp(A 5 )E{exp(— )HT*—TZ,:|
—b—3a A2 T+
+ exp(A VE {exp(— )H{T*_Ta}} )

By solving a linear system of two equations, the following result is obtained :

2 T* sinh(—M\a
E {exp(— )“{T*Tb}} - Sinh()\((b—f)l))
(7.20)
2 s sinh(\b
E [exp(— >“{T*—Ta}} - Sinh()\(é)a))
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The proposition is finally derived from

B oot 7] - & ool

QT*

2

QT*

)H{T*—Tb}:| +E |:6Xp(— B )H{T*:Ta} .

By inverting the Laplace transform, the density is obtained.
DONNER CETTE DENSITE, DONNER LA LOI DU COUPLE m, M, VOIR LEBLANC

In the case —a = b, we get the formula obtained in Exercice 7.1.2
2

E [eXp(—éT*)} = (cosh(bA)) ™

and, inverting Laplace transform leads to the density

P(T* € dt) = b%EZ":_oo(n + %)e*“/?)(”“/?f’fgt/“dt.

7.5.2 Drifted Brownian Motion

Let X; = vt + W, be a drifted Brownian motion and T = T, A T with < 0 < 8. From
Cameron-Martin’s theorem

A2 v? A2
w) (exp(=5T7 (X)) = E(exp(vWr+ — T%) exp(=-T")
2 4+ N2

E(exp(vWrs — T ) yre—r,y)

V2 4+ \?

+E(6Xp(VWT* — T*)H{T*:Tﬂ})

2+ 22

= exp(va)E(exp(— T*)gpe—r,7)

2+ 22

+ exp(v3) E(exp(— T*)Lpe=T,y) -

From (7.20 ) it follows that

A2 sinh(uf) sinh(—pa«)
w®) exp(——T"(X))) = exp(va) —————— + exp(Vf) ———————
(exp(=5 T X)) = explve) G g — o) TP b (B — o)
where p? = v? 4+ A2, In the particular case a = —f3, the above formula simplifies and gives
cosh(vf)

) ((exo( T _
W ( p( QT(X))) cosh(By/v2 +A2)
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Chapter 8

Compléments sur le mouvement
Brownien

8.1 Théoreme de représentation prévisible

Soit B un mouvement brownien et F sa filtration naturelle, soit F; = o(Bs,s < t). (il est
important que (F;) soit la filtration naturelle).

8.1.1 Représentation prévisible

Théoréme 8.1.1 Soit M une (F;)-martingale, telle que sup,op E[M?] < co. Il existe un unique

T
processus prévisible H vérifiant E(/ HS2 ds) < oo, tel que
0

t
YVt e [0, T], M= Mo+ | HsdBs.
0

Si M est une (Fi)-martingale locale, il existe un unique processus prévisible H tel que
t
YVt M; = M0+/ H, dBq
0

DEMONSTRATION: On montre tout d’abord que si I’ est une v.a. F, mesurable, de carré
intégrable, elle admet la représentation

F = E(F) +/ H,dB,
0

Pour cela, notant H I’ensemble de v.a. possédant la propriété de représentation, on montre que
H est fermé dans L? et contient les v.a. de la forme F = cE'(fB)oo avec f = Z Aillyy, 475 qui

K3
sont totales dans L?. On en déduit le résultat pour des martingales bornées, puis le cas général

par densité et localisation. O

Remarque 8.1.1 Ce résultat est tres souvent utilisé en finance pour exhiber un portefeuille de
couverture. On remarque que d{M, B); = Hdt. Si M est une martingale de la forme f(¢, B;), on
trouve Hy = f.(t, B;) en appliquant la formule d’It6. Ce théoréme se généralise aux Browniens
d-dimensionnels.

Les conditions d’intégrabilité exigées sur H sont importantes. Dudley [?] a montré que pour toute

101
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T

v.a. ¢ € Fr on peut trouver un processus prévisible H tel que ( = H,dB;. (le cas ou ( est
0
déterministe n’est pas sans intérét, surtout en finance, puisqu’il génére un arbitrage). Ce résultat

a été généralisé par Emery et al. [?] au cas de semi-martingales.

Corollaire 8.1.1 Toutes les (Fi)-martingales locales sont continues.

8.1.2 Représentation prévisible et théoréme de Girsanov
Soit B un P-mouvement Brownien de filtration canonique (F;) et 6 un processus (F;)-adapté
1 (T
vérifiant la condition de Novikov F (exp (2 / 62 ds)) < 00. Soit @ la probabilité équivalente
0

a P définie sur F; par

t t
dQ = exp(/ 0,dB, — %/ 62 ds)dP = L;dP .
0 0

t
N . ~ d
Le théoreme de Girsanov nous montre que B; =f B, — / Osds est un (F;) — Q-mouvement
0

Brownien. Mais, en général, la filtration de B n'est pas celle de B, on a simplement F; C
Fi. (Pégalité est réalisée par exemple si 0 est déterministe, il peut y avoir inclusion stricte).
Néanmoins, le théoreme de représentation prévisible s’applique dans cette situation: si M est une
Fi-Q-martingale locale, il existe un processus Fy-prévisible H tel que

t
vt Mt:MO+/ H,dB,
0

Il suffit d’écrire la représentation prévisible de la P martingale ML et d’en déduire, grace a
la formule d’Itd la représentation de M sous Q. Si dS; = Si(udt + 0+dBy) sous la probabilité
historique, le processus de prix actualisés vérifie

dgt = O'StdBt

On en déduit la complétion du marché.

8.1.3 Calcul de Malliavin

L’espace de Cameron-Martin est ’espace des fonctions vy de l'espace de Wiener Q = Cy([0, 1]) qui
t

g’écrivent y(t) = / g(s)ds avec g € L*([0,T)).
0

Soit F': 2 — IR une v.a. La dérivée directionelle de F' dans la direction -y est, si elle existe, la
quantité

d
D F() = 4 (F(w + o)
On dit que F est différentiable s’il existe ¢ € L([0,T] x Q) telle que
T
D, F(w) :/ P(t,w)g(t)dt
0
On pose alors Dy F(w) = ¢ (t,w).

Une autre fagon d’introduire la dérivée de Malliavin ast la suivante: (see Nualart [?] and
Oksendal[?] for more comments). For h € L?([0,T7]), let W(h) = fOT h(s)dWs. For a smooth
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function f, the derivative of a random variable of the form F' = f(W(hy),...,W(h,)) is defined
as the process (D:F,t <T) by

DF =Y 2LV, ).

T
Exemple 8.1.1 Dans le cas oul F(w) = / f(s)dBs, ou f est une fonction,
0

DiF(w) = f(1)

The Clark-Ocone representation formula states that
T
F=E(F) +/ E(D.F|Fy)dW, .
0

As an example, the derivative of F' = f(Wr) is f/(Wr), hence

f(Wr) = B(f(Wr)) + /0 E(f/(Wr)|F)dW,

8.2 Equations différentielles stochastiques rétrogrades

Ce paragraphe peut étre omis en premiere lecture. On consultera 'ouvrage collectif [?], 'ouvrage
de Ma et Yong [?] et pour une belle application aux options américaines le cours de N. El Karoui
dans [?].

Les données sont un espace (2, F, P), un brownien B-d-dimensionnel sur cet espace dont la
filtration naturelle est F = (F), une fonction b définie sur (IR* x R™ x IR"*?), uniformément
lipschitzienne

b(t, z1,91) — b(t, 22, 92)| < Kl[|lz1 — 22| + [y1 — y2]]

et une variable ( Fr-mesurable, de carré intégrable. Le probléeme est de résoudre l’équation
différentielle rétrograde’
—dX; =b(t, X, Y:) dt — Y dB;

soumis a la condition terminale X1 = (, c’est-a-dire de trouver un couple (X,Y) F-adapté qui
vérifie

T T
Xt:g+/ b(s,Xs,Ys)ds—/ Y dB, (8.1)
t t

Un cas simple est celui ou b ne dépend pas ni de X ni de Y. S’il existe une solution a
X, =(+ ftT b(s)ds — ftT Y dBs, la variable X; + fot b(s)ds est F;-mesurable et égale & ¢ +

fOT b(s)ds— ftT Y dBs. Donc en prenant les espérances conditionnelles des deux cotés, on obtient

¢ T
X +/O b(s)ds = E(C+/O b(s) ds|Fy)

ce qui montre que le processus X; + fg b(s)ds est une martingale de valeur terminale connue

¢+ fOT b(s)ds. Le théoreme de représentation prévisible assure qu’il existe un processus Y tel que

t
X+ fot b(s, Xs)ds =y + / Y,dB; et nous obtenons la solution souhaitée.
0

L« ’avenir est devant toi. Mais tu I’auras dans le dos chaque fois que tu feras demi-tour”. Pierre Dac.
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Il est important de comprendre que ’on recherche un couple solution : en étudiant le cas b = 0,
on voit bien que Y ne saurait étre imposé, puisque dans ce cas X; = E((|F;) et Y est le processus
obtenu en appliquant le théoreme de représentation prévisible des martingales continues.

Ce résultat est tres utile en finance, pour valoriser des flux terminaux.

The main references on this subject are the collective book [?], the book of Ma and Yong [?],
El Karoui’s lecture in [?] and Buckdhan’s lecture in [?] .

8.2.1 Definition

A probability space (2, F, P), a n-dimensional Brownian motion W and its natural filtration F,
an Fr-measurable square integrable random variable ¢ and a family of F-adapted, IR%valued
processes f(t,-,x,y), 2,y € IR x IR¥*™ are given. The problem is to solve a stochastic differential
equation where the terminal condition as well as the form of the drift term (called the driver) are
given.

The Backward Stochastic Differential Equation (B.S.D.E.) has the form

—dX, = f(t,X,,Y,)dt — Y dW,

where Y* is the transposed matrix Y, whereas the terminal condition is X7 = (. Let us recall
that this equation is a short way to write for s < ¢

t t
Xs—th/ f(u,XmYu)du—/ Y dW, .

The solution is a pair (X,Y") of F-adapted processes which satisfies,

T T
Xt:§+/ f(s,Xs,Y;)ds—/ Y dw,. (8.2)
t t

We emphasize that the diffusion term is a part of the solution.

Exemple 8.2.1 Let us study the easy case Where b is a deterministic function of time and d =
n = 1. If there exists a solution to Xt ¢+ ft s)ds — ft Y, dWy, then the F-adapted process

X, + fo s) ds is equal to ¢ + fo s)ds — ft Y, dW Taking conditional expectation w.r.t. F,
and assumlng that Y is square mtegrable we get

X, + / F(s)ds = B(C + / £(s)ds|F) (8.3)

therefore, the process X; + fo s)ds is a F-martingale with terminal value ¢ + fo s)ds. The
predictable representatlon theorem asserts that there exists an adapted process Y such that X+

fo s)ds=y+ / Y dWs and the pair (X,Y") is the solution of the BSDE.

8.2.2 Existence
Définition 8.2.1 Let L%([0,T], IR?) be the set of IR%-valued square integrable F; progressively

T
/ |ZS|2ds] < 00.
0

measurable processes, i.e. processes Z such that B
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Théoréme 8.2.1 Let us assume that for any (z,y) € IR™ x IR¥™, the process f(-,x,y) is progres-
sively measurable, with f(-,-,0,0) € L2([0,T],R?) and that the function f(t,w,-,-) is uniformly
lipschitzian, i.e.,
|f(t1,m1) = f(t @2, y2)| < Kllon — @] + [y1 — v2l]

Then there exists a unique pair (X,Y) in L2([0,T], RY) x L*([0,T], R?) which satisfies (8.2).

DEMONSTRATION: We prove the uniqueness of the solution in the case n = d = 1. Let (X!, Y1)
and (X?,Y?) be two solutions in L?([0,T], R) x L*([0,T], IR). We denote AX, = X' — X? and
AY, =Y! — Y2 From It6’s formula applied to (AX)?, we get

T T T
(AX)? + / (AY,)2ds = 2 / (s, XLYD) — f(s, X2, Y2)) AX,ds — 2 / AX,AY,dW, .
t t t

The stochastic integral being a martingale, and using the Lipschitz property of f, we obtain :

E[(AX,)?*|+E /T(AYS)QdS <cE /Tds(AXS)Q

Hence, the uniqueness follows from Gronwall’s theorem.

1 T
+ §E / (AYs)st
t

We now prove the existence in few steps.
First step. We show the existence in the particular case :

—dXy = frdt = YidWy, X7 =
when f € H?(IRY). Following (8.3), we set

T
t

The representation theorem yields to the existence of Y € L2([0,T], IR) such that the martingale
X;,t > 0) admits a representation on the form

t
Xt:Xo—i—/ Y dWs .
0
Second step. We consider
_dXt = f(ta K)dt - Y—tth ) XT = C

where f(t,y) is progressively measurable, with f(t,w,0,0) € L? and the function f(t,w,-) is
uniformly lipschitzian. We construct an iterative sequence of processes (X,,,Y,,) as follows Yy (t) =
0, and from the first step, we can construct a pair (X7, Y7) solution of

—Xm(t) = fl(t)dt -Y; (t)th ,Xl(T) = C

where f1(t) = f(t,Yy(t)) is known.

From the first step, the sequence (X,,,Y,,n > 1) belongs to L*([0, 7], R) x L*([0,7T], IR). We
now check that this sequence converges to the solution of the BSDE.

We apply Ité’s lemma to (X, 41 (t) — X, (t))2. From

—d(X 1 () = X)) = [F(E Yl8)) = F (& Yoor(6)]dt — [Yi(t) — Yoo ()]dVV,

We obtain, as in the uniqueness proof

E[(Xp1(t) — Xa(1)?] + E

T
/t [Ya(s) — Yn—l(s)]Q]dS‘|

< cF

T T
/t (Xoi1(5) — Xo(5)2ds + / [Yu(5) — Yooy (5)]2)ds
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a2
From 2ab = 2 cb < — + ?b%, we obtain
c?

T T
E <[Xn+1(t) — X (t)]? +/t [Yoii(s) — Yn(s)]2d8> < K[iE/ | Xnp1(s) = Xn(s) [* ds]
+ 2B / (s) |7 ds

Let @n(t) = ¢ B | [ (Xu(s) = Xo-1(5))ds| and (1) = B[,/ (Va(s) = Yao1(s))%ds]. Us-
ing these notation, the above inequality writes

—0n(t) + Yn1(t) < %wn(t) (8.4)

and integrating this inequality between ¢t and T'

T 1 (T
t +/t Ynt1(8)ds < 5/1: U (8)ds

$n < 9071 / wn-&-l dS < 27/ ’(/}1 ds
From (8.4) and ¢/, (t) < 0, we get

In particular

Ynsa(0) S 27" + 24 (0)

therefore, both series /¢, (0) and /%(0) converge, and the sequences X,, and Y,, converge in L?.
Third step. We now consider the recurrence relation

T
[Yo(t) = 0, —dXo( /fsxnl Va(ods = [ V(o). X,(1) = ¢ 0 <1< T)

The sequence (X, (t),Y,(¢),0 <t <T),>; is shown to be a Cauchy sequence, hence it converges
to a pair X,Y which can be shown to be a solution of the BDSE.

8.2.3 Hedging terminal wealth and consumption

Suppose that an agent would like to get a terminal wealth X as well as an (adapted) consumption
process c¢. The financial market consists of d securities

The wealth associated with a portfolio (;,i = 0,...d) is X; = m(t)SY + Z?zl 7i(t)Si. The
self-financing condition dX; = mo(t)dSY + Zle 7i(t)dS} — cidt allows us to write

dXt = W:(bt — Tl)dt — Ctdt + ’ﬂ':O'tth 5

where 1 is the d-dimensional vector with all components equal to 1. Therefore, we have to solve
the backward s.d.e.
dX; = b(t, Xz, Yy)dt + Y, dW,
with b(t,w, z,y) = re+y*(b—r1)—c;(w) and the portfolio (m;,i = 1,...,d) is given by m; = Yi*o; !
In that case, the process R; X; + fot csRsds is a martingale under the e.m.m. @, hence

T
H, X, = Ep(XrHr +/ csHsds|Fy)
t
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where, as usual H is the product of the discounted factor and the Radon-Nikodym density. In
particular, the value of the t-time wealth needed to hedge a non-negative terminal wealth and
a non-negative consumption if always non-negative. This case is a very particular case of linear
BSDE (see below). Moreover, if X1 < X2 and ¢; < cg, then X} < X?. This is a particular
case of the following comparison theorem. This particular case can be explained using arbitrage
principle. If a contingent claim (s is greater than a contingent claim (;, then the price of (5 is
greater than the price of (1;

8.2.4 Comparison theorem

Théoréme 8.2.2 Let fi,i = 1,2 be two processes satisfying the previous hypotheses and f1(t,z,y) <
f2(t,m,y). Let ¢* be two Fr measurable, square integrable r.v. such that (* < (2. Let (X%, Y?) be
the solution of

_dXz: = bi(tv XZ? Ytl) dt — (Yti)*th

Then X{ <Y} Vt<T.

DEMONSTRATION: Let V; = X} — X? and Y, = Y,! — Y2, The process Y is a solution of

—d(Y;) = [Ab ()X + A, + b1 (t, X2, Y2) — 02 (t, X2, Y2)|dt — Y dW,
v, = ¢-¢
where

bl(taX,l7Y1) - bl(thzaY,l)
Ayb; = ‘ ;Q X2 s X Txizxz

bL(t, X1 YY) — bl(t, X1, Y2
Azbl(t) - ( ¢ ;/3 — Y2( t ¢ ) X HYtl;éY?

t t

and we conclude using the Lipschitz character of b*. (In particular Axb} and Ay b} are bounded).

Remarque 8.2.1 It is worthwhile to note that the weaker hypothesis f1(t, X1,Y7) < f2(t, X1, Y1)
suffices to lead to the conclusion.

8.2.5 Linear BSDE

Let us consider two bounded adapted processes A and B respectively IR and IR* valued and C a
process in H?(IR). VERIFIER QUE CELA A ETE DEFINI The case where b(t,z,y) = Az + Bfy+ C;
is called the linear case.

We define the adjoint process I' as the solution of the SDE

AT, = Ty[Adt+ Brdwy]
Iy = 1

Théoréme 8.2.3 The solution of the linear BSDE
—dXt = (AtXt + B;th + Ct)dt - th*th, XT = C
s given by

T
FtXt = E[FTC +/ Fscéd8|.7:t] .
t

Comments 4 Backward-Stochastic differential equations are also studied in the case where the
driving martingale is a process with jumps. The reader can refer to Nualart and Schoutens [?]
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8.3 Changement de temps

8.3.1 Inverse d’un changement de temps

Par convention, un processus croissant est nul en 0, continu a droite, adapté. Soit A un processus
croissant et C' le processus croissant inverse de A défini par

Cy = inf{t|A; > u} (8.5)
avec la convention inf{f)} = co. Le processus C est croissant, continu & droite, vérifie
Cy— = inf{t|A; > u}

et {Cy >t} = {A4; <wu}. On a aussi A, > s et Ay = inf{u|C, > t}. Pour tout u, la v.a. C, est
un temps d’arrét. Si A est continu et strictement croissant, C' est continu et on a C(A(t)) = .
On peut effectuer des changement de temps dans une intégrale

/Om fls)dA, = / " (O Mo cocds

8.3.2 Brownien et changement de temps

Il est bien connu que si M est une martingale continue de carré intégrable, il existe un unique
processus croissant continu, noté (M) (le crochet de M, noté aussi (M, M);) tel que le processus
t

(M2 — (M), t > 0) est une martingale. Dans le cas My = My + | HgdBs le crochet de M est le
0

t
processus croissant (M), z/ HZds.
0

Proposition 8.3.1 (Théoréme de Dubins Schwarz). Une martingale continue M telle que (M, M), =
oo est un Brownien changé de temps. Autrement dit, il existe un brownien W tel que My, = Wy,,
avec At = <M,M>t .

DEMONSTRATION: Soit A =< M > et Wy = M, ou C est Uinverse de A. 1l est alors évident que
W est une martingale (par rapport & F¢,) de processus croissant < M >¢,= t. C’est donc un
Brownien. On a donc par inversion, My = W (). |

Remarque 8.3.1 Ce résultat est en fait tres général. Monroe [?] a montré que toute martingale
était égale a un Brownien changé de temps.

Lemme 8.3.1 Awec les notations du théoréme de Dubins-Schwarz, si Z est un processus progres-

o0
. d .
sivement mesurable tel que / ZSQd < M >,< 0o alors le processus Yy ef Zc, vérifie
0

(o)
/des < oo
0

t <M>

/ Z.dM, = / Y, dW,
0 0

Cy t

/ ZydM, = Y, dW,

0 0

t A,
On peut remarquer que 7 (t) = / HydM; et Zy(t) = Y, dW,, sont des martingales de méme
0

crochet. Voir Karatzas et Shreve, proposition 4.8 pour une démonstration.
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t t
Dans le cas M; = / HsdBs, on a A(t) = / H?Zds, soit, si 'on sait que H est positif et
0

0
A(t) A(t)
continu, Hy, = y/A’(s). En écrivant M; = / dWy, on en déduit d(/ dWs) = dM; =
0 0
H,dB, = \/A'(1)dB,.

A(t)
Lemme 8.3.2 Soit X; = / ¥(s)dWs, ot A est un changement de temps différentiable. Alors
0

dX, = Y(A(t)) VA () dW,
DEMONSTRATION: Le processus X est une martingale (pour la filtration Fu) de crochet
A(t)

Y2ds. C’est donc un Brownien changé de temps. O
0

8.3.3 Application aux Processus de Bessel
Un résultat important est le théoreme de Lamperti:

Théoreme 8.3.1 Soit W un mouvement Brownien. Le processus (exp(W; + vt),t > 0), avec
v € IR est un Bessel d’indice v changé de temps

exp(Wy + vt) = RV (A(v)) (8.6)

¢
ot Ay(v) = / exp(2(W, + vs))ds et RY) un BES d’indice v.
0

Remark that, thanks to the scaling property of the Brownian motion, this result can be extented
to exp(c B + vt)

t
DEMONSTRATION: Let us introduce the increasing process A; = / exp[2(Ws +vs)]ds and C
0
Cy
its inverse C,, = inf{t > 0 : A; = u}. Notice that Ag, =t = / exp[2(Ws + vs)] ds implies
0

dt = exp[2(We, + vC;)]dCy. The continuous process W defined as

—~ Cu
W, = / exp(Ws + vs) dWy
0

Cu
is a martingale with increasing process equal to / exp 2(Ws + vs)ds = u and is a Brownian
0

t
motion. From the definition of W, Wy, = / exp(W + vs) dW, which can be written
0

AW 4, = exp(W; + vt) dW,

We now prove that R, = exp(We, +vC,) is a Bessel process. It6’s formula leads to

1
dexp(Wy +vt) = exp(Wy + vt) (dWy + vdt) + 3 exp(W; + vt)dt

— 1
dWa, + (v + 5) exp(W, + vt)dt

This equality can be written on an integral form

t
=~ 1
exp(Wy +vt) =1+ Wa, + / (v+ 5) exp(Ws +vs)ds
0
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Therefore o
— u 1
exp(We, +vCy,) =1+ W, + / (v+ 5) exp(Ws + vs)ds
0
and

Y exp2(We, +vCs)
s=0 eXp(WCs + VCS)

Cy
/ exp(Ws +vs)ds = p(We, +vCy)dCs = dCy
0

/0 exp( WC +VC’)

Then, in a differential form

—~ 1 du
d W, C,) =dw, —
exp(We, +vC) + v+ Z)exp(WCu +v(Cy)

and
1. du

2) R,
The result follows from the unicity of the solution to the differential equation associated with the
BES™, and from Ry, = exp(W, + vt). O

dR, = dW, + (v +

8.3.4 Application aux processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Let U be a OU process
AUy = dWy — AUdt .

It is easy to prove that

62)\t -1

U, lg e_AtBu(A,t%Where u()\,t) = T

8.3.5 Application aux processus de Cox-Ingersoll-Ross
The CIR process
dry = (a + bry)dt + o/redWy ,rg = «

2
is a space-time changed BESQ process: more precisely, r; = ebtR(Z—b(l — e ")), where R is a

4a

BESQ°(«) process, with § = — -
o

More generally, we prove the following result

Théoréme 8.3.2 If r is the solution of

dry = (a+ b(t)ry)dt + o/TedWy 19 = @

ot 1 2
where b is a continuous function, then (ry,t > 0) i (mR(%/ B(s)ds),t > 0) where 8(s) =
0

s 4
exp — b(t)dt and R is a squared Bessel process with index —a.
0 o?

DEMONSTRATION: Let us introduce p; = ¢ exp —/ b(s)ds = r¢[(t). From It6’s formula
0

p=pta [ Beds+o / VB V() dw,
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Let us define the increasing process C(u) = o2 / B(s) p(s)ds and its inverse A(t) = inf{u|C(u) =
0
t}. We apply the change of time formula

A(t) A(t)
pai = po+a /0 Bsds o [ V/BE) VAl

1
Since A'(t) = ———— we obtain

BA®)
pacy = m+at+ [ VoAE)Z, (8.7)

where Z is a Brownian motion. O
Remarque 8.3.2 Les changements de temps interviennent beaucoup en finance. On pourra
consulter les articles de Geman et al. [?].
8.3.6 Extended CIR process
Théoréme 8.3.3 If r is the solution of

dry = (a — At)ry)dt + o/redWy 1o = x (8.8)

. 1 2
where X is a continuous function, then (ry,t > 0) o (mp(%

s
exp (/ A(t)dt) and p is a squared Bessel process with dimension 4a/c?.
0

/t A(s)ds),t > 0) where A(s) =
0

¢
DEMONSTRATION: Let us introduce Z; = ry exp(/ A(s)ds) = r4A(t). From Itd’s formula
0

Zt=Z0+a/0 A(s)ds—&—a/o \/A(s)\/ZdWs.

o2

Let us define the increasing function C(u) = T / A(s)ds and its inverse A(t) = inf{u : C(u) =
0

t}. We apply a change of time

A(t) A(t)
ZA(t) = ZO =+ a/ A(S)ds + U/ \/m \/ZdWS’ .
0 0

The process o fOA(t) VA(8) VZ,dW; is a martingale with increasing process o2 fOA(t) A(s) Zsds =
t

4/ Z A(s)ds, hence
0

d 4a t 4a t
pe = Zay = Zo+ —t+ 2/ Zas)dBs = po + 5t + 2/ V/Ps dB; (8.9)
0 0
where B is a Brownian motion. O
Proposition 5.6.1 admits an immediate extension
Proposition 8.3.2 The transition density of the process 8.8 is

R CR ) p+rA(s,t) rA(s,t) v/2 rpA(s,t)
P(ry edrlrs = p) = A (s.1) exp (— A (5. 1) > ( ; ) I, (A*(s,t)) (8.10)

2

t t
where A(s,t) = exp (/ A(u)du) and A*(s,t) = UZ/ A(s,u)du and v = (2a)/0? — 1.
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Pricing bonds in that model require as usual the computation of
T
B(0,T) = E[exp—/ rsds].
0

8.3.7 Constant Elasticity of Variance process

The Constant Elasticity of Variance (CEV) process of Cox [?] has dynamics
dS; = Sy(udt + 6SP dWy) (8.11)
Setting X; = 5;25, we obtain
dX, = k(0 — X,)dt + o/ X dW,

with o = =286,k = 2u8,0 = 522[;—:1. (See Davydov and Linetsky [?] for option pricing when the
underlying asset follows a CEV model)

8.3.8 Pont de Bessel et processus de CIR
Let us now study the links between a CIR process and a Bessel bridge.

dry = (a + pry) dt + o/redWy (8.12)

Let (°Q%,x > 0) the law of this process. We have seen that for all 3 # 0, we obtain by change of
time a BESQ. More precisely, (°QZ, 2z > 0) is the QZ law of the process

1 — e 20t
Bt x
X ()
We work now under a change of law. A routine application of Girsanov theorem leads to
d’ Q4 p g% [t
pra] = exp (2[Xt—a?—dt]—2/0 Xsds) (8.13)
and
2t
exp <62 / Xsds)
Bdt _ 0 d,t

tyfon (-7 [ xar)]
Rz oy |€Xp - X,ds
0

where #Q%* ~denotes the bridge for X,,0 < u < t) obtained by conditioning Q¢ by (X; = v).

T—yY

For more details, see Pitman-Yor (1982)

8.4 Temps local

8.4.1 Temps d’occupation

Théoreme 8.4.1 Formule de temps d’occupation. Il existe une famille de processus croissants
(les temps locauz) (L(.,x), x € IR) tels que pour toute fonction f mesurable bornée

+oo t
/ L(t,z)f(x)dx = /0 f(Bs)ds. (8.15)

— 00
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En particulier,

v(t, A) def/o Iyp,cayds = /OO Ta(z) L(t, z) dx (8.16)

— 00

pour tout t, pour tout borélien A est le temps d’occupation de A entre 0 et t.

DEMONSTRATION: On fait la démonstration de (8.15) pour f continue & support compact. La
formule (8.16) en résulte. Soit F' telle que F'(z / fly)dy = / fly) Lpsy dy et

z) /; dZ/; dyf(y) /O:O(fvyﬁf(y)dy

La formule d’It6 appliquée a F' et le théoreme de Fubini stochastique donnent
o] 00 00 t t
1
| @-wtiwi= [ G- o [ anw) [ ves,dsg [ s
—0 —0o0 —o0 0 0

On en déduit

3/ ' F(Bu)ds = | v ((Bt —u)" = (Bo—y)" - /:“B”dBS)

et par suite la formule (8.15) est obtenue en posant
1 t
G100 = (B =) = (By—)* = [ s,

De la méme fagon, en utilisant F'(x / fly)dy = / f(y) 1z, dy, on obtiendrait

1 - t
5Lty = (Bi—) — (Bo-y) + [ Ln.<db.
0

¢ ¢
avec L(t,y) — L(t,y) = 2/ dBs1p, —o. L’intégrale / dB1p, ¢ est nulle car son espérance et
0 0

sa variance sont nulles

t
/ E(]IBS:())dS =0
0

Le méme raisonnement s’applique pour une semi-martingale (somme d’une martingale et d’un
processus a variation bornée. Dans ce cas, les deux expressions du temps local peuvent différer.
O

On dit que L(t,z) est le temps local du brownien en z entre 0 et t. A partir de (8.15) on
obtient I’égalité (voir [?])

1 [t
L(t, :ZJ) = lli% Z /0 ﬂ[m—e,m—&-e](Bs) ds y
la limite étant prise au sens L? ou au sens p.s., qui permet d’interpreter le temps local comme
la moyenne du temps passé “en z”. Cette égalité montre en particulier que le temps local est un
processus croissant.
Le temps local est continu par rapport aux deux variables x et ¢ (il faut utiliser le critere de
continuité de Kolmogorov).

Une propriété importante (Voir Revuz-Yor) est que le temps local en 0 est un processus crois-

sant qui ne croit que sur 'ensemble des zéros du Brownien. On a en particulier / f (BS)dLS =
0

f (O)L? . L’inverse du temps local est un processus de changement de temps, en général noté 7.
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8.4.2 Formule de Tanaka

Cette formule généralise la formule d’Itd & certaines fonctions qui ne sont pas de classe C2, mais
qui sont différence de fonctions convexes.

Si lon pouvait appliquer le lemme d’1t6 & ||, en pensant (& tort) que la discontinuité de la dérivée
premiere en un point ne doit pas jouer de role, puisqu’'un Brownien ne reste pas en ce point, on
obtiendrait que |By| est égal & fot sgn (Bys) dBs, ce qui serait une abérration puisque | B;| est positif
et que fot sgn (Bs) dB;s est une martingale centrée. Le temps que le Brownien passe en 0 a donc
une grande importance.

Proposition 8.4.1 Formules de Tanaka Pour tout (t,z), on a p.s.

t
|B, —z| = \Bo—x\—i—/ sgn(Bs — x) dBs + L(t, ) (8.17)
0
t 1
(Bi—2)" = (Bo—1)* +/ s o0 dB, + 5 L(1,) (8.18)
0
t 1
(Bt — ;v)_ = (Bo — {L‘)_ — / IlBSSg,; st + §L(t,1‘) (819)
0

ot sgn(z) =1 si x >0 et sgn(z) = —1 si x <0.

Cette formule se généralise a la différence de deux fonctions convexes
K 1
F(B) = £(Bo)+ [ 7B aB.+ 5 [ 1ta)p ()
0 R

ou f” est la dérivée au sens des distributions, ¢’est-a-dire /f”(da)g(a) = —/g'(a)f’_ (a)da pour

toute fonction g dérivable a support compact, f’ désignant la dérivée a gauche de f.

8.4.3 Le lemme de réflexion de Skohorod

On résout le probleme déterministe suivant: Soit y(¢) une fonction continue. On dit que (z, k) est
solution du lemme de Skohorod si
k(t) est une fonction croissante telle que

k() = 0
2(t) =y(t)+ k() > 0
Jo Lagy>0dk(s) = 0

Le lemme de Skohorod admet une unique solution définie par

k(t) = OS<1iI<)t(_y(S)) V0.

On a le méme résultat pour un processus continu, en raisonnant a w fixé.

Soit B un mouvement Brownien. D’apres la formule de Tanaka
t
| By | :/ signe(B,)dB, + LY
0

ot LY est le processus croissant temps local en zéro. On obtient ainsi que (|B|, L°) est solution
du lemme de Skohorod associé a 3; = fot signe(Bs)dBs qui est un mouvement Brownien, car
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¢’est une martingale continue de crochet ¢; soit L; = sup,«;(—fs). Nous avons ainsi, en notant
M; = sup,, Bs, les deux décompositions

|Bi| = B+ LY
M, —-B, = (—B)+ M,

Le couple (M — B, M) est solution du lemme de Skohorod associé au brownien (—B), car M ne
croit que sur M — B = 0. Il en résulte que les processus (|B|, L°) et (M — B, M) ont méme loi
(en tant que processus). Le processus |B| est appellé Brownien réfléchi.

Théoréme 8.4.2 (Lévy)Les processus (|B|, L°) et (M — B, M) ont méme loi, soit
(IBel, LY ¢ > 0) < (My — By, My t > 0)
Application :

1) Si 7 est l'inverse du temps local, on a T, Lot T.. En effet,
P(T,>t)=P(M; <z)=P(Lt <z)= P15 > 1)

2) Soit 6; = inf{s < ¢t|M; = Bs}. Supposons t = 1. En utilisant le principe de reflexion et
I'identité de Lévy on montre que

(0 <u)={supBs <supBs;} = { sup (Bs — By) + By < sup Bs}
s>u s<u

1>s5>u s<u

d’ott P( < wu) = P(]\/Zl,u <M, - B,)= P(]\/Zl,u < |Byl). Finalement, pour s <t

2
PO, <s)= —arc sin \/f

2

T T
T exp(m
mur/u(t — u) p( 2u

3) Il est facile d’obtenir, en utilisant la récurrence du MB que P(L% = o0) = 1.

De la méme facon, on a

P(M; € dx,0; € du) = Y lz>o0u<t dudx

8.4.4 Temps local d’une semi-martingale

Théoréme 8.4.3 Formule de temps d’occupation.  Soit Y une semi-martingale continue. II
existe une famille de processus croissants (les temps locauz) (LY(Y), y € IR) tels que pour toute
fonction f mesurable bornée

+oo t
/_ LY(Y)f(y) dy = / V) d(Y), (8.20)

Le temps local est continu en y si Y est une martingale.

Application: Dupire

Proposition 8.4.2 Si on suppose connus les priz C(K,T) des calls européens sur un actif pour
toutes les maturités T et tous les prixz d’exercice K, si l'on suppose que la dynamique du prix de
Uactif est

dSt = ’l"Stdt + StO'(t, St)th (821)

ot o est une fonction déterministe, alors

_ 0C(x,t) + raopC(x,t)
N 220k, C (2, t)

ot Oy, O désignent les opérateurs de dérivée partielle.

1
502(t1 .’E)
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DEMONSTRATION: Soit C'(k,t) = E(e”"*(S; — k)™). Sous la modélisation (8.21), M; = e~ "S5, est
une martingale vérifiant dM; = M,o(t, e”Mt) dW; et la formule de Tanaka donne

t
1
(My — k)" = (Mo — k)™ + / Tar,>kdMs + §Lf(M)
0
et on en déduit, en prenant I’espérance
i 1
Clke™,t) = E((e™"S; — k)*) = B(M; — k)*) = (Mo — k)" + §E[L5(M)]

Soit f continue a support compact. Le théoreme de Fubini et la formule de temps d’ocupation
conduisent a

/]Rf(k)C ”tdk—/f )(So — k)tdk + — //f 2(t, ke™ )2y (k) dk

ou ¢, est la densité de la v.a. M,;. Ce résultat étant vrai pour toute fonction f, on obtient

aC oC 1
5 (k‘ Tt t) 4 kert A (]f rt t) 2(0’(t,]€6”))2]€2€2”30t(k)
et, de I'égalité C'(Ke™, t) = E((M; — K)T), on déduit

o?C
pu(k) = S (ke 1)

L’égalité désirée suit.
Options boost

The Knock-out Boost is an option which pays the time that the underlying asset remains above a
level b, and is lost if the asset reaches the level a before maturity. Using occupation time formula

which writes
To(X)AT
EW) / S)ds = / f(@)EWILE.  rldw,
0

the value of this option is [?]

TNAT,
e_TT/ ]1(55>b) ds
0

where U2 (y) = EV(LY, 7).
A TERMINER
The computation of ¥ can be done with Tanaka’s formula

Loanly) = EO[Xpar -yt — (=) —v /“%(Z)dz (8.22)

KOB(a,b;T) = Eqg =EW

TNATy «@
et / Lix,>p) dS} =e " /ﬂ vl (y)dy
0

2

= (a—y)"EY(T, <T)+ BV [(Xr —y) L] = (—y)* - V/a Vo (2)dz

Let us compute explicitely the expectation of the local time in the case T = co. The formula
(8.22) reads

Ta
lpwgs ) = <afx>t<fx>+qu<V>[/ Lx, oy ds]
0

(=) = (o)t —vBO[ [ Ly, a
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Therefore,

%\IJOW(:E) =(a—2)" - (—2)t - 1//: Uor(y)dy, Uau(a) =0

which gives
1
—(1 —exp2v(z — )) for0<z<a
v
U, (x)=

)

i(1 —exp(—2va)) exp(2vx) forx <0
v

8.5 Ponts, excursions et méandres

8.5.1 Les zéros du Brownien

Soit Z(w) lensemble des instants auxquels la trajectoire du Brownien s’annule, soit Z = {t >
0|B; = 0}. C’est un ensemble aléatoire, de structure compliquée. En particulier, il n’y a pas de
point isolé dans Z: sit € Z, t est limite d’une suite de points dans Z, ce qui explique qu’un
Brownien quittant 0 par exemple revient en zéro immédiatement apres, de telle sorte que le
premier temps de retour en 0, que 'on a noté Ty est nul (p.s.) : Po(Top = 0) = 1. L’ensemble Z est
un ensemble fermé de mesure de Lebesgue nulle (en particulier, il ne contient aucun intervalle).
Le complémentaire de Z est une union dénombrable d’intervalles disjoints I,, que ’on appelle les
intervalles d’excursion.

8.5.2 Excursions

Soit g; = sup{s < t|Bs = 0} le dernier temps de passage par zéro avant ¢ et d; = inf{s > ¢|Bs = 0}
le premier temps de retour en zéro apres t. On appelle excursion du Brownien traversant ¢ la
trajectoire comprise entre g; et d;. Il faut remarquer que g; n’est pas un (Fg)-temps d’arrét.

Nous étudions ici la loi des couples (By,d;) et (B, g:). La premiere s’obtient relativement
facilement en appliquant la propriété de Markov forte, la seconde est plus délicate.

Proposition 8.5.1 La loi jointe des couples (By,dy) et (By,g;) est donnée par:

|| ( sx? >

P(By €da,dy €ds) = Tyop | — 0 Jexp— - ) deds 8.23

(B +€ds)=Nozy <27r o0 ) " \2uGs-1) (8.23)

P(B, € dx,g, € ds) = 1 il e ( v )dd (8.24)

z,g; €ds) =1, ————|exp— | =——— | dxds .
t gt (s<t) o /S(t—S)g p 2(t_8)
DEMONSTRATION: Nous commencons par la loi de (By,d;):

P(B; € dx,d; € ds) = P(B; € dx)P(d; € ds|B; = x)

= P(B; €dx)P,(Tp € ds —t)
= P(Bf € dl‘)Po(Tx € ds — t)
ol on a utilisé la propriété de Markov forte du mouvement brownien. On obtient alors le résultat

en faisant le produit des densités. Pour démontrer la seconde partie, nous commencons par énoncer
un résultat sur le lien entre d; et g;. Etant donné les définitions de d; et g;, on voit que:

1
d; inf{s >t : B, =0} =inf{- >t : sB;,, = 0}
s
1 - 1
1/sup{u < = : B, =0} = -
13 g1/t
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ol {Bt =tBy:,t > 0} est un mouvement brownien standard. On écrit alors, en remarquant que
By =tBy 4

0? A T s 1 z 1
P(Byjy < —,dyjy > fl/t(

P(By €dx,g; € ds) = 9205 <3 > s) e

)

ce qui conduit au résultat. O

On trouvera dans Chung [?]une autre démonstration basée sur la remarque suivante
P(gs < s,Bs € dz, By € dy) = P(Bs € dx, B, # 0,u € [s,t], By € dy)

= P(Bs; € dx) P(Bi—s €dy, Ty <t—s)

x 2 2
1 ) 1 (z —vy) (z+y)
= e S exXp ——— — exp —
27s 2m(t — s) 2(t —s) 2(t—s)

et il suffit d’intégrer par rapport a dx.

dx dy

Lois de T}, d; et g;
Soit T, = inf{t| By = z}.

Proposition 8.5.2
2 2
loi o loi x loi x
T, =zT1=|— | ==
o (Ml> (Bl)

B
= inf{t| B; = x} = inf{¢| ?t =1}

DEMONSTRATION:

1
= inf{2’t| ~ B2, = 1} = inf{a?t | B =1}
avec B(x) fBz2t un MB. D’ou T, o 22T, Par scaling Mt = \fMl et P(Ty > u) = P(M, <
1\2
1) = P(y/uM; <1) = P( <M) > u), ce qui implique les autres égalités en loi. 0.
1

Proposition 8.5.3

o1 . 1
d, < u(1+C?), C de densite e

La loi de g; est une loi Arc sinus:

11
P(gi € ds) = ————=1T,<ds

s(t —s)

Par définition d, = u + inf{v | Byt, — By, = —By}. On note B = B.y, — By le brownien
indépendant de B, et T les temps d’atteinte relatifs & ce Brownien. En utilisant les résultats de
la proposition précédente et le scaling du MB
T
T)

1

loi lm

du—U+T— +BQT1—U+UB1T1liZu( 1+
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On en déduit que
loi 2 . 1 1
dy =u(l+C C de densite ———
W+, nsite —
On a les égalités en loi gy ot tg1 et 2eqq 2 N2 i1 e a une loi exponentielle de parametre 1, N une
loi normale réduite centrée, g; et e étant indépendantes.
Etant donné un processus (X, t > 0), nous définissons pour 0 < a < b le processus (Xt[a’b], t <
1) par
1

\/m Xa+t(b7a)

Xt[a,b] _

8.5.3 Pont Brownien

Le pont Brownien est le processus (B;,t < 1) conditionné & étre en 0 a l'instant 1. En utilisant que
B; = (B; —tB1) +tBj et que les deux variables (B; —tBj) et tB; sont indépendantes, on obtient
que le pont Brownien a méme loi que le processus (Z; = By — tB1, 0 <t < 1). Ce processus est
un processus gaussien, centré de covariance s(1 — t). Il vérifie Zo = Z; = 0.

- -1

t

Les processus gaussiens (Y; = (1 — t)B(ﬁ

t
dB
(1—-1%) / 1 ® ;0 <t<1) ont les mémes propriétés et sont aussi des représentations de ponts
o 1—s
Brownien. Le processus X est solution de I’équation différentielle stochastique

X
X, = - tldt+dBt;O§t<1

Xo =0

Théoréme 8.5.1 Etant donné un mouvement brownien standard (By,t > 0), le processus Blo:g1]
défini par:

Va1
est un pont brownien indépendant de la tribu o{g1, Bg,+u,u > 0}.

Bl — (LBuguu < 1) (8.25)

DEMONSTRATION: Pour démontrer ce résultat, nous utilisons les notations du paragraphe précédent

et le fait que : di = g%. On a alors:

1 | U L1 1.1 ~ 1
ﬁB(um) = u/g1 B(u—gl) = 7T {B(g1 + gT(E —1) - B(gi)
U 1

Etant donné que (B i,+s—Bg i8> 0) est un mouvement brownien indépendant de F; et B i, =0,
724

le processus B, = TB est aussi un mouvement brownien indépendant de F; d’ou on
di

Czl +(flu

tire que tB( 11 est un pont brownien indépendant de F 4, ce qui nous donne le résultat. O

On peut de maniére évidente généraliser ce résultat & BI%9. En effet, on a:

1
g¢ = sup{s<t: B :O}:sup{utﬁt:%But =0}

= tsup{u<1: BWH — 0} Lot tg1

u

oit BVH est le mouvement brownien obtenu par scaling (Bi(f/z) = %But,t > 0). En utilisant ce

résultat, on généralise aisément le théoreme précédent. xxx resultat de Jim, Applications
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8.5.4 Meéandre

Définition 8.5.1 Le méandre brownien de longueur 1 est le processus défini par:

def 1

ﬁ|391+w1791)‘; u<l

La loi de my est connue, elle s’obtient & partir de la loi du couple (g1, B1) et a pour densité

.1'2

J;e_? 1,>0. En effet,

(8.26)

z|dxds z?
P(B; € dx,g1 € ds) = 1 (4<1) <27r|s|(15)3> exp — <2(1—s)>

On obtient alors que:

B
P(m1de)z/P(mledx,gleds):/P( ‘1 1 € dx,g1 € ds)
-5

En opérant le changement de variable: y = i on obtient:

—2z?

1
1
P(m; € dz) = 2zexp — (2°/2) / dz <
0 2T/ 2

(1 = z)) ﬂ(mzo)dl‘ = 336_22/21[(I20)d.1‘ (8.27)

Soit ¢ fixé. Le processus

(m) = u<1)

1
M|Bgt+u(t_gt)| )
a une loi qui ne dépend pas de ¢ (scaling). De plus ce processus est indépendant du passé avant
g: et donc de g;.

8.6 Le Brownien Fractionnaire

Soit a €]0,1]. Le mouvement brownien fractionnaire d’indice H, avec 0 < H < 1, noté B est le

1
processus continu gaussien centré de covariance E(B}f BH) = §(|t\2H + s — |t — s2H).

1 . . . .
Pour a = -, c’est le mouvement Brownien. Le mouvement Brownien fractionnaire est un processus

a accroissements stationnaires. Ce n’est pas une semi-martingale. Cependant, il a été démontré
récemment que pour certaines valeurs de H ( H > 3/4), la somme d’un MBf et d’'un MB est une
semi-martingale (pour sa propre filtration).

The seminal paper of Mandelbrot and Van Ness [?] opened the study of Fractional Brownian
motion in Finance. The main problem is the a fractional Brownian motion (fBm in short) is
not a semi martingale, and arbitrage opportunities occurs. Nevertheless, this kind of process is
extensively studied for financial purpose. We present here the main definitions. we refer to the
book of Embrechts and Maejima [?] for details. Application to finance can be found in Comte
and Renault [?] and Hu [?] where the stochastic volatility is driven by a fBm.
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8.6.1 Self-similar processes

A process X is said to be self-similar with index « if, for any ¢ > 0
(Xet,t > 0) 2 (*Xy,t > 0) (8.28)
¢
Exemple 8.6.1 The Brownian motion is self-similar with index 1/2. The process / s"dW is
0

t
self-similar with index m + 1/2, as well as the process / (t —w)™dW,.
0

t
If W and W are independent Brownian motion, the process / WsdWy is self-similar with index
0

1, nevertheless, this is neither a Gaussian process nor a Markov process.

8.6.2 Definition of fractional Brownian motion

A fractional Brownian motion with index H, with 0 < H < 1 is a continuous Gaussian process
with stationary increments, such that, for 0 < s < t E((Bff — Bf)?) = (¢t — s)?!. Tts covariance

1
is cov(BH, BH) = §(|t|2H + |52 — |t — /). It is an homogenous process with index H. It can

¢
be also defined as / K(t,s)dW, where W is a Brownian motion and K the kernel

K(ts) = (t— )" = [(=s)"]"

The fractional Brownian motion is a Brownian motion for H = 1/2, otherwise, this is not a semi-
martingale. Therefore, a financial market where the prices are driven by a fBm induces arbitrages
(See Rogers [?], Shiryaev [?]). However, quite recently, Cheridito [?] proved that eB; + B, with
€ # 0 is a semi-martingale in its own filtration if and only if H > 3/4.

t
The stochastic integral / f(BE)dBE can be defined as the limit (in probability) of Z f(Bgti)(Bh
0 .

tAL; 11 -
K3

B})
Oksendal [?, ?] gives a different definition of the stochastic integration w.r.t. a fBm, which
allows him to define a market withput arbitrage opportunities.
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Chapter 9

Appendix

9.1 Gamma function

I'(v)

9.2 Bessel functions

400
/ 2L exp(—2)dz
0

The modified Bessel function I,, and K, satisfy the Bessel differential equation

"
x2u

and are given by :

;)

Some relations:

d v 7
g(z I,(2) =2"1,_1(2)

d

L) =2 T (2)

2v
Iz/—l - Il/-‘,—l = 711/(2)

Explicit formulae for some values of v.

I, /5(2) = \/2/mz sinh 2,

v o0

(x) 4+ zu/(z) — (2% + vH)u(z) =0

2n

z
7;) 222 pIT(v+n+1)

T(l-v(2) — L(2)) '

2sinmz

d v
ZEE)

LK) = 2 K ()

—2"K,_1(2)

2v
Kl/—l - Kl/-‘,—l = _7]{1/(2)

I3)5(2) = \/2/mz (cosh z — 2! sinh 2)

I59(2) = /2/mz (1 + 327?)sinh z — 327! sinh 2)

123
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9.3 Parabolic cylinder functions

A bounded solution of
u(z) = (* + 6%)u,
is D_, (2v/20) where v = %(1 + k?/6) and

D_,(2) = exp (—Zj) 2—1//2\/;
{r«( Py A ()

= (v+1)( V—I—S) (v+2k-1) (= »
5...(2k+1)E! (2)

k=1

D' (2)=-=D_,(2) —vD_,_1(2).

N N

9.4 Airy function

The Airy function (Ai)(z) is solution of the Sturm-Liouville equation

(AD)"(x) = (Ai)(z), (AD)(0) =1,

- ) (2

9.5 Whittaker functions

The Whittaker function Wy, ,, is solution of

1 2-1/4
u”—|—<—+k—m/>u=0

4 2

and is given by

Whittaker functions are related to the confluent hypergeometric functions

I'(—2m) T'(2m)
= M — = M,_
Wem(2) T2 —m =) em @)+ 57—y Meom @)
My(z) = e %/ 2gm+1/2, (m k+1/2;1+ 2m;x)
1F1 a C; Z a+n C i

1 l/+2 L (v+2k-2) (2 F
{F((V+1 /2) (HZ 2k —1) k! (2) )

= 1/+3) (v +2k—1) (22 i
( kz 5...(2k+1)k! <2>>}
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Le livre n’est pas terminé.
La fin n’a pas été écrite, elle n’a jamais été trouvée.
M. Duras, L’été 80. Editions de Minuit.
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