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1.1.2 Mesurabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.1.3 Tribu engendrée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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1.11.1 Dérivation sous le signe somme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.11.2 Espace complet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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4.1.3 Propriété de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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Chapter 1

Généralités

Dans ce chapitre aride sont rassemblées les notions de base de théorie des probabilités qui seront
utilisées dans toute la suite du cours1. L’espace de probabilité sur lequel on travaille est noté Ω.
Pour les démonstrations et de plus amples informations, consulter les ouvrages de Breiman [?],
Pitman, Jacod et Protter, Sinai.

1.1 Tribu

L’espace Ω est un espace abstrait dont les éléments sont notés ω. Un sous-ensemble de Ω est
un événement. Dans certaines parties de cours, on précisera la structure de Ω en construisant
explicitement cet espace. Dans la plupart des cas, la structure de Ω n’a pas de rôle à jouer. Par
contre, lorsque l’on veut construire une variable aléatoire de loi donnée, un choix judicieux de Ω
s’impose : il est impossible de construire une v.a. sur un espace quelconque donné à l’avance.
Cette difficulté s’accroit quand il s’agit de construire plusieurs v.a. (ou une suite) indépendantes.
Nous n’aborderons pas ces problèmes ici (Voir Breiman [?]). On pourra regarder le paragraphe
concernant l’existence d’une v.a. (voir ci-dessous) pour une approche du problème.

1.1.1 Définition d’une tribu

Définition 1.1.1 Une tribu (σ-algebra en Anglais) sur Ω est une famille de parties de Ω, con-
tenant l’ensemble vide, stable par passage au complémentaire, union dénombrable et intersection
dénombrable.

Une tribu contient donc l’espace Ω.
Un espace mesurable est un espace muni d’une tribu.

Proposition 1.1.1 Une intersection de tribus est une tribu.

Attention : ce n’est pas vrai pour la réunion : une réunion de tribus n’est pas une tribu.
Soit F une tribu. Une sous-tribu de F est une tribu G telle que G ⊂ F , soit A ∈ G implique
A ∈ F .
La plus petite tribu contenant une famille d’ensembles est l’intersection de toutes les tribus qui
contiennent cette famille. Elle est en général difficile (voire impossible) à décrire plus précisement.

Exemple 1.1.1 la tribu des boréliens de IR. C’est la plus petite tribu contenant tous les in-
tervalles ouverts (ou fermés, ou ouverts à droite fermés à gauche...). On la note BIR. On peut

1Give us the tools, and we will finish the work. Winston Churchill, February 9, 1941.

7



8 Généralités

trouver des sous ensembles de IR qui ne sont pas des boréliens, mais ils sont difficiles à exhiber.
Voir Neveu [?].

1.1.2 Mesurabilité

Définition 1.1.2 Soit (Ω,F) et (E, E) deux espaces mesurables. Une application f de Ω dans E
est dite (F , E) mesurable si f−1(A) ∈ F , ∀A ∈ E, où

f−1(A)
def
= {ω ∈ Ω |f(ω) ∈ A}.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté sur les tribus employées, on dit simplement que f est mesurable.

Une fonction f de IR dans IR est borélienne si elle est (BIR,BIR)-mesurable, soit f−1(A) ∈
BIR, ∀A ∈ BIR. Il suffit que cette propriété soit vérifiée pour les intervalles A.
Les fonctions continues sont boréliennes.

Définition 1.1.3 Soit (Ω,F) un espace mesurable. Une variable aléatoire réelle (v.a.r.) X est
une application mesurable de (Ω,F) dans IR ( donc telle que X−1(A) ∈ F , ∀A ∈ BIR).

Une constante est une v.a. de même qu’une fonction indicatrice d’ensemble de la tribu F .

Proposition 1.1.2 Si X est une v.a.r. G-mesurable et f une fonction borélienne, f(X) est
G-mesurable.

Une v.a. G mesurable est limite croissante de v.a. du type
n∑

i=1

ai11Ai avec Ai ∈ G. Une fonction

borélienne est limite croissante de fonctions du type
n∑

i=1

ai11Ai où Ai est un intervalle.

1.1.3 Tribu engendrée

Définition 1.1.4 La tribu engendrée par une famille d’ensembles A est la plus petite tribu con-
tenant cette famille, on la note σ(A). Elle est l’intersection de toutes les tribus contenant A.

Si F1 et F2 sont deux tribus, on note F1 ∨F2 la tribu engendrée par F1 ∪F2. C’est la plus petite
tribu contenant les deux tribus F1 et F2.

Définition 1.1.5 La tribu engendrée par une variable aléatoire X définie sur (Ω,F) est l’ensemble
des parties de Ω qui s’écrivent X−1(A) où A ∈ BIR. On note cette tribu σ(X).

La tribu σ(X) est contenue dans F . C’est la plus petite tribu sur Ω rendant X mesurable.
Une v.a.r. X est G-mesurable si σ(X) ⊂ G.
Propriété: si Y est une application de Ω dans IR, σ(X) mesurable (c’est-à-dire telle que Y −1(A) ∈
σ(X), ∀A ∈ BIR ou encore σ(Y ) ⊂ σ(X)), il existe une fonction borélienne f , de IR dans IR telle
que Y = f(X), et réciproquement.

Définition 1.1.6 La tribu engendrée par une famille de variables aléatoires (Xt, t ∈ [0, T ]) est
la plus petite tribu contenant les ensembles {X−1

t (A)} pour tout t ∈ [0, T ] et A ∈ BIR. On la note
σ(Xt, t ≤ T ).
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1.2 Probabilité

1.2.1 Définition

Une probabilité sur (Ω,F) est une application P de F dans [0, 1] telle que
a) P (Ω) = 1,
b) P (∪∞n=0An) =

∑∞
n=0 P (An) pour des An appartenant à F deux à deux disjoints.

Notation: P (A) =
∫

A
dP =

∫
Ω

11AdP où 11A (fonction indicatrice) est la fonction définie sur Ω
par 11A(ω) = 1 si ω ∈ A et 11A(ω) = 0 si ω /∈ A.

1.2.2 Propriétés

On a P (A) + P (Ac) = 1 pour tout A appartenant à F .
Si A ⊂ B, alors P (A) ≤ P (B) et P (B) = P (A) + P (B −A), où B −A = B ∩Ac.
Si les An forment une suite croissante (resp. décroissante) d’éléments de F , c’est-à-dire si An ⊂
An+1 (resp. An ⊃ An+1), et si A = ∪nAn (resp. A = ∩nAn) alors A appartient à F et
P (A) = lim P (An).
Théorème de classe monotone: Soit P et Q deux probabilités sur (Ω,F , P ) telles que P (A) = Q(A)
pour tout A ∈ C, où C est une famille stable par intersection finie et engendrant F . Alors P = Q
sur F .
Remarque: on prendra soin, pour appliquer ce théorème, de vérifier la stabilité par intersection
de C (c’est-à-dire de montrer que si C1 ∈ C, C2 ∈ C, l’intersection C1 ∩ C2 appartient à C).

1.2.3 Ensembles négligeables

Un ensemble est dit négligeable s’il est de probabilité nulle.
Une union dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.
Une propriété est vraie presque surement (p.s.) si elle est vraie en dehors d’un ensemble négligeable.
On dit aussi que la propriété est vraie pour presque tout ω.
Un espace (Ω,F , P ) est dit complet s’il contient tous les ensembles G tels que inf{P (F ) : F ∈
F , G ⊂ F} = 0.

1.3 Loi de probabilité

Définition 1.3.1 Soit X une variable aléatoire définie sur (Ω,F , P ). La loi de X est la probabilité
PX sur (IR,BIR) définie par PX(A) = P{ω; X(ω) ∈ A} = P (X ∈ A), ∀A ∈ BIR.

On définit aussi la fonction de répartition de la variable X. C’est la fonction croissante définie
sur IR par F (x) = P (X ≤ x).
Certains auteurs utilisent P (X < x) comme fonction de répartition. Les deux expressions ne
différent qu’en un nombre au plus dénombrable de valeurs de x, et les modifications sont minimes.
La fonction de répartition que nous utilisons ici est continue à droite, l’autre définition conduit à
une fonction continue à gauche, les deux fonctions étant égales en tout point de continuité.
La densité f(x) d’une variable aléatoire est la dérivée de la fonction de répartition (si cette dérivée
existe). On peut alors écrire P (X ∈ A) =

∫
A

f(x)dx. En particulier P (X ∈ [a, b] ) =
∫ b

a
f(x)dx.

Il nous arrivera alors d’utiliser la notation différentielle P (X ∈ dx) pour désigner f(x)dx.
Lorsque deux v.a. ont même loi (ou même fonction de répartition, ou même densité) on dit
qu’elles sont égales en loi. On utilisera très souvent la remarque élémentaire suivante : si X et Y
sont deux v.a. telles que P (X ≤ a) = P (Y ≤ a), ∀a ∈ IR, alors X et Y ont même loi, ce que l’on
notera X

loi= Y .
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1.3.1 Existence d’une v.a.

Pour construire une v.a. de loi donnée (par exemple ue gaussienne=, on choisit comme espace
Ω = IR. Ensuite, on définit une v.a. (une application de Ω dans IR de façon simple: X : ω → ω
est l’application identié. Il reste à construire une probabilité P sur Ω = IR telle que X aie une loi

gaussienne. Soit P (dω) =
1√
2π

exp−ω2

2
dω. La fonction de répartition de X est

FX(x) = P (X < x) =
∫

11ω<xP (dω) =
∫ x

−∞

1√
2π

exp−ω2

2
dω .

D’o’u X est une v.a. Gaussienne.
Si l’on souhaite construire deux v.a. indépendantes de loi gaussienne: on recommence, sur un
autre espace: soit Ω = Ω1 × Ω2, sur chacun des Ωi = IR, on construit une v.a. et une probabilité
telle que la v.a. soit de loi gaussienne et on pose P = P1 ⊗ P2. Si on souhaite construire une v.a.
de loi exponentielle, on choisit Ω = IR+.

1.3.2 Espérance

L’espérance d’une variable aléatoire X est par définition la quantité
∫
Ω

XdP que l’on note E(X)
ou EP (X) si l’on désire préciser quelle est la probabilité utilisée sur Ω. Cette quantité peut ne
pas exister.
Pour calculer cette intégrale, on passe dans “l’espace image” et on obtient, par définition de la loi
de probabilité

∫
Ω

XdP =
∫

IR
xdPX(x).

Il existe des variables aléatoires qui n’ont pas d’espérance, c’est-à-dire pour lesquelles l’intégrale∫
Ω

XdP n’a pas de sens. On dit que X est intégrable si |X| a une espérance finie. On note L1(Ω)
l’ensemble des v.a. intégrables.( ou L1(Ω, P ) si l’on veut préciser la probabilité utilisée). L’espace
L1(Ω) contient les les constantes, les v.a. bornées et les .a. majorées en valeur absolue par une
v.a. intégrable.
De la même façon, on définit pour toute fonction borélienne Φ telle que Φ(X) soit intégrable (ce
qui a lieu par exemple si Φ est bornée)

E(Φ(X)) =
∫

Ω

Φ(X)dP =
∫

IR

Φ(x)dPX(x).

Si X admet une densité f , on a E(X) =
∫

IR
xf(x)dx et E(Φ(X)) =

∫
IR

Φ(x)f(x)dx.
Si l’on connait E(Φ(X)) pour toute fonction Φ borélienne bornée, on connait la loi de X: l’égalité
E(Φ(X)) = E(Φ(Y )) pour toute fonction borélienne bornée Φ implique l’égalité en loi de X et Y .
Attention : l’égalité en loi n’est pas l’égalité presque sure. Par exemple, si X est une gaussienne
centrée, on a X

loi= −X et ces deux variables ne sont pas égales presque surement.
En fait, il suffit que l’égalité E(Φ(X)) = E(Φ(Y )) soit vérifiée pour une classe suffisamment riche
de fonctions, par exemple pour les fonctions indicatrices de boréliens, ou d’intervalles, ou pour les
fonctions de la forme eλx, λ ∈ IR pour avoir X

loi= Y .
La fonction caractéristique d’une v.a.r. est la transformée de Fourier de la loi de X, c’est-à-dire
la fonction

ψ(t) = E(eitX) =
∫

IR

eitxPX(dx).

Si X admet une densité f(x), la fonction caractéristique de X est
∫

IR
eitxf(x) dx. La fonction

caractéristique caractérise la loi de X au sens où la connaissance de cette fonction détermine la
loi de la variable. Si la transformée de Fourier ψ appartient à L1(dx), c’est-à-dire si son module
est intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue dx, la densité associée (unique) est donnée par
la formule d’inversion

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
e−itxφ(t)dt



August 13, 2003 11

La fonction Ψ(λ)
def
= E(eλX) que l’on appelle transformée de Laplace caractérise aussi la loi d’une

variable. Mais dans ce cas il n’y a pas de formule d’inversion simple. Pour connâıtre la loi d’un
couple (X,Y ), il suffit de connâıtre E(exp(λX +µY )) pour tout couple (λ, µ). Lorsque la v.a. X
est positive, on utilise de préférence E(e−λX) comme transformée de Laplace, définie alors pour
tout λ ≥ 0.

Exemple 1.3.1 Exemple fondamental; Si X est une variable gaussienne de loi N (m,σ2), on
a E(eλX) = exp(λm + λ2σ2

2 ) et réciproquement.

Proposition 1.3.1 Propriétés de l’espérance a. L’espérance est linéaire par rapport à la
variable, c’est à dire

E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ),

a et b étant des réels.
b. L’espérance est croissante: si X ≤ Y (p.s), on a E(X) ≤ E(Y ).
c. Inégalité de Jensen : si Φ est une fonction convexe, telle que Φ(X) est intégrable, E(Φ(X)) ≥
Φ(E(X)).

1.3.3 Intégrabilité uniforme

Une famille de v.a. (Xi, i ∈ I) est dite uniformément intégrable si supi

∫
|Xi|≥a

|Xi|dP → 0 quand
a →∞.
S’il existe Y ∈ L1(P ) telle que |Xi| ≤ Y, ∀i, la famille (Xi, i ∈ I) est uniformément intégrable.

1.3.4 Indépendance

Définition 1.3.2 Deux sous-tribus F1 et F2 sont indépendantes si

P (A ∩B) = P (A)P (B), ∀A ∈ F1, ∀B ∈ F2.

Pour que deux tribus F1 et F2 soient indépendantes, il faut et il suffit que P (A∩B) = P (A)P (B),
∀A ∈ C1,∀B ∈ C2 où Ci est une famille stable par intersection telle que σ(Ci) = Fi.

Définition 1.3.3 Une variable aléatoire X est indépendante d’une sous-tribu G si les tribus σ(X)
et G sont indépendantes.

Proposition 1.3.2 La v.a. X est indépendante de la sous-tribu G si et seulement si

P {A ∩ (X ≤ x)} = P (A)P (X ≤ x), ∀x ∈ IR, ∀A ∈ G.

Deux variables (X,Y ) sont indépendantes si les tribus σ(X) et σ(Y ) sont indépendantes.

Proposition 1.3.3 Les v.a. X et Y sont indépendantes si et seulement si

P {(X ≤ x) ∩ (Y ≤ y)} = P (X ≤ x)P (Y ≤ y), ∀x ∈ IR, ∀y ∈ IR .

Si X et Y sont indépendantes, E(XY ) = E(X)E(Y ). (La réciproque n’est pas vraie)
Si X et Y sont indépendantes, f(X) et g(Y ) aussi.
Si X et Y sont indépendantes, on peut calculer E(ϕ(X,Y )) de deux façons :

E(ϕ(X, Y )) = E(f(X)) = E(g(Y )), avec f(x) = E(ϕ(x, Y )), g(y) = E(ϕ(X, y))
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Proposition 1.3.4 Les v.a. X et Y sont indépendantes si et seulement si

E(f(X) g(Y )) = E(f(X)) E(g(Y )) pour toutes fonctions f et g boréliennes bornées.

Il suffit que cette égalité ait lieu pour une classe suffisamment riche de fonctions f et g, par
exemple pour les fonctions indicatrices. Si X et Y sont à valeurs positives, il suffit que l’égalité
soit vérifiée pour f(x) = exp(−λx) et g(x) = exp(−µx) pour tous λ, µ positifs.
Une famille de sous-tribus (Fi, i ∈ IN) est indépendante si toutes les sous familles finies le sont,
c’est-à-dire si P (∩1≤i≤nAi) =

∏
1≤i≤n P (Ai), ∀Ai ∈ Fi,∀n. Même définition pour une famille non

dénombrable.
Même définition pour une famille de variables aléatoires.

1.3.5 Probabilités équivalentes

Définition 1.3.4 Deux probabilités P et Q définies sur le même espace (Ω,F) sont dites équivalentes
si elles ont mêmes ensembles négligeables, c’est à dire si

P (A) = 0 ⇐⇒ Q(A) = 0.

Une propriété vraie P p.s. est alors vraie Q p.s.
Si P et Q sont équivalentes, il existe une variable Y , strictement positive, F-mesurable, d’espéran-
ce 1 sous P appelée densité de Radon-Nikodym telle que dQ = Y dP ou encore Q(A) =

∫
A

Y dP .

On écrit également cette relation sous la forme
dQ

dP
= Y . Réciproquement, si Y est une v.a.

strictement positive, F-mesurable, d’espérance 1 sous P , la relation EQ(Z) = EP (ZY ) définit
une probabilité Q équivalente à P . Elle est facile à mémoriser par la règle de calcul formel
suivante:

EQ(Z) =
∫

ZdQ =
∫

Z
dQ

dP
dP =

∫
ZY dP = EP (ZY )

On a aussi
dP

dQ
=

1
Y

.

Si Y est seulement positive, on a P (A) = 0 =⇒ Q(A) = 0 et on dit que Q est absolument continue
par rapport à P .

Exemple 1.3.2 1. Soit U une variable de Bernoulli sous P définie par

P (U = 0) = 1− p, P (U = 1) = p.

Soit Y la variable définie par Y = λU + µ(1 − U). Elle est d’espérance 1 pour λp + µ(1 − p) =
1, λ, µ > 0. Soit dQ = Y dP , on a Q(U = 1) = λp. Sous Q , U est une variable de Bernoulli de
paramètre λp.

2. Si X est une v.a. de loi N (m,σ2) sous P et soit Y = exp{h(X − m) − 1
2h2σ2}. Soit

dQ = Y dP . Sous Q, X est une v.a. de loi N (m + hσ2, σ2).
Démonstration : Il suffit de calculer EQ{exp(λX)}) = EP {Y exp(λX)} et de vérifier que EQ(exp λX) =
exp[λ(m + hσ2) + λ2σ2

2 ] 2.
3. Soit X est un vecteur gaussien sous P et U une variable telle que le vesteur (X, U) soit

gaussien. On pose dQ = Y dP avec Y = exp(U − EP (U) − 1
2
VarP U), le vecteur X est gaussien

sous Q, de même covariance que sous P .
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1.4 Variables gaussiennes

Une variable X est gaussienne de loi N (m,σ2) si elle a pour densité

N (m,σ2)(x) =
1

σ
√

2π
exp− (x−m)2

2σ2
.

On considère qu’une v.a. constante suit une loi gaussienne de variance nulle, ce qui correspond
à une masse de Dirac. La mesure de Dirac δa au point a est une probabilité sur IR telle que∫

IR

f(x)δa(dx) = f(a) et correspond à une v.a. constante égale à a.

Définition 1.4.1 Un vecteur X = (X1, X2, . . . , Xn)T est gaussien2 si toute combinaison linéaire∑n
i=1 aiXi est une variable gaussienne à valeurs réelles.

On caractérise la loi de X par son vecteur espérance et sa matrice de covariance

Γ = [σi,j ]i=1,n; j=1,n

où σi,j = E(XiXj)− E(Xi)E(Xj). La loi de X admet une densité si la matrice Γ est inversible.
Si deux variables forment un couple gaussien de covariance nulle, elles sont indépendantes.
Si (X,Y ) est un vecteur Gaussien, il existe α tel que X − αY est indépendant de X.
Si X et Y sont des gaussiennes indépendantes, aX + bY est une gaussienne et le couple (X, Y )
est gaussien. Ce n’est en général pas vrai si les variables ne sont pas indépendantes.
Enfin, nous rappelons une nouvelle fois le résultat important suivant

Proposition 1.4.1 Si X est une variable gaussienne de loi N (m, σ2), on a, pour tout λ réel,
E(eλX) = exp(λm + λ2σ2

2 ) . Réciproquement si pour tout λ ∈ IR, E(eλX) = exp(λm + λ2σ2

2 ), la
variable X est de loi N (m,σ2).

1.5 Convergence de v.a.

L’espace (Ω,F , P ) est fixé. Toutes les variables aléatoires sont définies sur cet espace.
On distingue plusieurs types de convergence:

1.5.1 Convergence presque sûre

Une suite de variables aléatoires Xn converge p.s. vers X si pour presque tout ω,

Xn(ω) → X(ω) quand n →∞.

On note Xn
p.s.→ X

Cette notion de convergence dépend du choix de P . Si Q est équivalente à P et si Xn
P.p.s.→ X,

on a Xn
Q.p.s.→ X.

Théorème de convergence monotone: Si Xn est une suite de variables aléatoires monotone (soit
Xn ≤ Xn+1) et si X = limp.s. Xn, on a E(X) = lim E(Xn) .
Théorème de Lebesgue dominé: Si Xn est une suite de variables aléatoires convergeant p.s. vers
X et s’il existe une variable aléatoire Y intégrable telle que |Xn| ≤ Y , alors E(Xn) converge vers
E(X).

Théorème 1.5.1 Loi des grands nombres. Si (Xi, i ≥ 1) est une suite de v.a. équidistribuées,
indépendantes d’espérance finie, 1

n

∑n
i=1 Xi converge p.s. vers E(X1).

2L’exposant T désigne la transposition
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1.5.2 Convergence quadratique, ou convergence dans L2(Ω)

On note ‖X‖2
def
=

√∫

Ω

X2dP =
√

E(X2). On identifie deux v.a. égales p.s., ainsi on définit ainsi

la norme || · || sur l’espace des v.a. de carré intégrable. On dit que X ∈ L2(Ω) (ou L2(Ω, P )) si
‖X‖2 < ∞. Soit Xn ∈ L2 et X ∈ L2. La suite de variables aléatoires (Xn) converge en moyenne
quadratique (dans L2(Ω)) vers X si

(‖Xn −X‖2)2 = E(Xn −X)2 → 0 quand n →∞.

Cette notion de convergence dépend du choix de P .
Si Xn → X dans L2(Ω), on a E(X2

n) → E(X2). La réciproque est fausse.

L’espace L2(Ω) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire 〈X, Y 〉 =
∫
Ω

XY dP . En
particulier, il est complet.
Si une suite converge dans L2, il existe une sous-suite qui converge p.s.
Si une suite uniformément intégrable (par exemple bornée) converge p.s., elle converge dans L2.
Théorème : (Loi des grands nombres) Si (Xi, i ≥ 1) est une suite de v.a. équidistribuées,
indépendantes de variance finie , 1

n

∑n
i=1 Xi converge en moyenne quadratique vers E(X1).

Si une suite de v.a. gaussiennes converge en moyenne quadratique, la limite est une variable
gaussienne.
Soit p > 1. On note ‖X‖p la quantité positive définie par (‖X‖p)

p :=
∫
Ω
|X|pdP = E(|X|p). On

définit ainsi une norme sur l’espace Lp(Ω) des v.a. X telles que ‖X‖p < ∞. Une suite de v.a.
Xn dans Lp converge s’il existe X tel que E(Xn −X)p → 0. La convergence dans Lp pour p > 1
implique la convergence dans Lq pour tout q, 1 < q < p.

1.5.3 Convergence en probabilité

Une suite de variables aléatoires Xn converge en probabilité vers X si
∀ε > 0 P (|Xn −X| ≥ ε) → 0 quand n →∞.

On note Xn
P→ X.

La convergence p.s. implique la convergence en probabilité.
La convergence en probabilité implique qu’une sous-suite converge p.s.
La convergence quadratique implique la convergence en probabilité.

1.5.4 Convergence en loi

Une suite de variables aléatoires Xn converge en loi vers X si E(Φ(Xn)) → E(Φ(X)) quand
n →∞ pour toute fonction Φ continue bornée.
On note Xn

L→ X. La convergence en loi est également définie par la convergence simple des fonc-
tions caractéristiques, soit Ψn(t) → Ψ(t) pour tout t, où Ψn désigne la fonction caractéristique de
Xn et Ψ celle de X.
Si X est une v.a. de fonction de répartition F continue, et si Xn est une suite de v.a. de fonction
de répartition Fn telles que Fn(x) converge vers F (x) pour tout x, alors Xn converge en loi vers
X et réciproquement.
La convergence en probabilité implique la convergence en loi.
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Théorème 1.5.2 Théorème Central limite Si (Xi, i ≥ 1) est une suite de v.a. équidistribuées,
indépendantes, de variance finie σ2

∑n
i=1 Xi − nE(X1)

σ
√

n

L→ N(0, 1) .

1.6 Processus stochastiques

1.6.1 Filtration

On va s’intéresser à des phénomènes dépendant du temps. Ce qui est connu à la date t est
rassemblé dans une tribu Ft, c’est l’information à la date t.

Définition 1.6.1 Une filtration est une famille croissante de sous tribus de F , c’est-à-dire telle
que Ft ⊂ Fs pour tout t ≤ s.

On demande souvent que les ensembles négligeables soient contenus dans F0.
On parle d’hypothèses habituelles si
- les ensembles négligeables sont contenus dans F0 ,
- La filtration est continue à droite au sens où Ft = ∩s>tFs.
Une filtration G est dite plus grosse que F si Ft ⊂ Gt, ∀t.

1.6.2 Processus

Un processus stochastique (ou fonction aléatoire) est une famille de variables aléatoires (Xt; t ∈
[0,∞[) définies sur le même espace de probabilité .

Définition 1.6.2 Un processus stochastique X = (Xt, t ≥ 0) est dit adapté (par rapport à une
filtration Ft) si Xt est Ft-mesurable pour tout t.
On dit que le processus est à trajectoires continues (ou est continu) si les applications t → Xt(ω)

sont continues pour presque tout ω.
Un processus est dit càdlàg (continu à droite, pourvu de limites à gauche) si ses trajectoires sont

continues à droite, pourvues de limites à gauche. Même définition pour càglàd.

A un processus stochastique X on associe sa filtration naturelle FX
t , c’est à dire la famille

croissante de tribus FX
t = σ{Xs, s ≤ t}.

On utilise souvent des processus dit prévisibles. La définition précise est la suivante: Soit (Ω,F , P )
un espace muni d’une filtration (Ft). On appelle tribu des prévisibles3 la tribu sur (0,∞) × Ω
engendrée par les rectangles de la forme

]s, t]×A, 0 ≤ s ≤ t, A ∈ Fs.

Un processus est prévisible si et seulement si l’application (t, ω) → Xt(ω) est mesurable par rap-
port à la tribu des prévisibles. Pas d’affolement: il suffit de savoir que les processus càg sont
prévisibles.
On dit que deux processus X et Y sont égaux à une modification près si Xt = Yt p.s. ∀t.
Deux processus sont égaux en loi X

loi= Y si pour tout (t1, t2, . . . , tn) et pour tout n on a
(Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) loi= (Yt1 , Yt2 , . . . , Ytn).
On trouvera chapitre 8 d’autres définitions concernant des propriétés de mesurabilité.

3L’expérience est une lanterne accrochée dans le dos, qui n’éclaire que le chemin parcouru. Confucius / Clifton
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1.6.3 Processus croissant

Un processus A = (At, t ≥ 0) est un processus croissant si A0 = 0 et t → At est une fonction
croissante, c’est-à-dire

At(ω) ≤ As(ω), ∀t ≤ s, p.s.

Sauf mention du contraire, les processus croissants sont pris continus à droite.
Un processus V = (Vt, t ≥ 0) est dit à variation bornée sur [0, t] si

sup
ti

∑

i

|Vti+1 − Vti
| ≤ K ,

le sup étant pris sur les subdivisions 0 ≤ t0 ≤ . . . ≤ ti ≤ ti+1 ≤ t.
Un processus V = (Vt, t ≥ 0) est dit à variation finie sur [0, t] si

sup
ti

∑

i

|Vti+1 − Vti | < ∞ ,

le sup étant pris sur les subdivisions 0 ≤ t0 ≤ . . . ≤ ti ≤ ti+1 ≤ t . Un processus V = (Vt, t ≥ 0)
est dit à variation finie s’il est à variation finie sur [0, t] pour tout t. Il est alors la différence de
deux processus croissants (et réciproquement).

1.6.4 Processus Gaussiens

Un processus X est gaussien si toute combinaison linéaire finie de (Xt, t ≥ 0) est une variable
aléatoire gaussienne, c’est-à-dire si

∀n, ∀ti, 1 ≤ i ≤ n, ∀ai,

n∑

i=1

aiXti est une v.a.r. gaussienne.

Un processus gaussien est caractérisé par son espérance et sa covariance.
Un espace gaussien est un sous-espace (vectoriel fermé) de L2(Ω) formé de v.a.r. gaussiennes
centrées. L’espace gaussien engendré par un processus gaussien est le sous espace de L2(Ω)
engendré par les v.a.r. centrées (Xt − E(Xt), t ≥ 0), c’est-à-dire le sous-espace formé par les
combinaisons linéaires de ces variables centrées et leurs limites en moyenne quadratique.

1.7 Espérance conditionnelle

L’espace (Ω,F , P ) est fixé.

1.7.1 Cas discret

Rappel: Soit A et B deux évènements (sous-ensembles de Ω). On définit la probabilité condition-
nelle de A quand B par P (A |B ) = P (A∩B)

P (B) , pour tout B tel que P (B) 6= 0.

Propriété: P (. |B ) est une probabilité sur Ω.

On peut définir l’espérance d’une variable par rapport à cette loi. Considérons le cas d’une
variable X à valeurs dans (x1, x2, . . . , xn). Soit B fixé et Q(A) := P (A |B ). On a alors en
désignant par EQ l’espérance par rapport à Q:

EQ(X) =
∑

j

xjQ(X = xj) =
∑

j

xj
P (X = xj ∩B)

P (B)
.
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On peut écrire P (X = xj∩B) =
∫

B
11X=xj dP (où 11X=xj est la fonction qui vaut 1 si ω ∈ (X = xj)

c’est-à-dire si X(ω) = xj) et en remarquant que
∑

j xj11X=xj
= X on a :

∑

j

xj
P (X = xj ∩B)

P (B)
=

1
P (B)

∫

B

XdP,

ce que l’on peut lire ∫

B

EQ(X)dP = EQ(X)P (B) =
∫

B

XdP.

On note E(X |B ) = EQ(X) . Soit alors B la tribu engendrée par B et E(X |B ) la variable
aléatoire définie par E(X |B ) = E(X |B )1B + E(X |Bc )1Bc . On a

∫

D

E(X |B )dP =
∫

D

XdP

pour tout élément D ∈ B. On appelle espérance conditionnelle de X quand B cette variable
aléatoire B-mesurable.

Un cas particulier intéressant est celui où l’évènement B est lié à une v.a.:
Soient X et Y deux v.a. à valeurs dans (x1, x2, . . . , xn) (resp (y1, . . . , yd)), telles que ∀i, P (Y =
yi) 6= 0. On peut alors définir P (X = xj |Y = yi) = µ(xj ; yi). On remarque que pour tout yi,
µ(.; yi) définit une probabilité sur (x1, x2, . . . , xn). On peut donc définir l’espérance de X par
rapport à cette loi par

E(X |Y = yi) =
∑

j

xjP (X = xj |Y = yi) =
∑

j

xjµ(xj ; yi) =
1

P (Y = yi)

∫

Y =yi

XdP.

On définit ainsi une fonction Ψ telle que Ψ(yi) = E(X |Y = yi) .
IL est facile de vérifier que

∑

i

P (Y = yi)E(X |Y = yi) =
∑

i

P (Y = yi)Ψ(yi) = E(Ψ(Y )) = E(E(X|Y )) = E(X)

On note Ψ(Y ) = E(X |Y ) . C’est l’espérance conditionnelle de X quand Y ou encore l’espérance
conditionnelle de X par rapport à Y . Cette fonction est caractérisée par

a) Ψ(Y ) est Y -mesurable,
b) E(Φ(Y )X) = E(Φ(Y )Ψ(Y )) pour toute fonction Φ.

(Il suffit par linéarité de vérifier b) pour Φ = 11yi .)

1.7.2 Espérance conditionnelle par rapport à une tribu

Soit X une v.a.r. (intégrable) définie sur (Ω,F , P ) et G une sous-tribu de F .

Définition 1.7.1 ef L’espérance conditionnelle E(X |G ) de X quand G est l’unique variable
aléatoire

a. G-mesurable
b. telle que

∫
A

E(X |G )dP =
∫

A
XdP, ∀A ∈ G.

C’est aussi l’unique (à une égalité p.s. près) variable G-mesurable telle que

E[E(X |G )Y ] = E(XY )

pour toute variable Y , G-mesurable bornée.

Il en résulte que si X est de carré intégrable, E(X|G) est la projection de X sur l’espace des
variables aléatoires G mesurables, de carré intégrable, c’est-à-dire la variable aléatoire G mesurable
qui minimise E[(X − Y )2] parmi les v.a. Y , G mesurables.
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1.7.3 Espérance conditionnelle par rapport à une variable

On définit l’espérance conditionnelle d’une variable X (intégrable) par rapport à Y comme étant
l’espérance conditionnelle de X par rapport à la tribu σ(Y ). On la note E(X |Y ). C’est une
variable mesurable par rapport à la tribu engendrée par Y , donc c’est une fonction de Y : il existe
ψ de IR dans IR borélienne telle que E(X |Y ) = ψ(Y ).

L’espérance conditionnelle E(X |Y ) est caractérisée par
a) c’est une variable σ(Y ) mesurable
b)

∫
A

E(X |Y )dP =
∫

A
XdP ∀A ∈ σ(Y ).

La propriété b) est équivalente à E(E(X |Y )φ(Y )) = E(Xφ(Y )) pour toute fonction φ borélienne
bornée , ou à

∫
Y ∈B

E(X |Y )dP =
∫

Y ∈B
XdP pour tout B ∈ B.

On utilise souvent la notation E(X |Y = y ) pour désigner la valeur de ψ en y. On a alors
a’) E(X |Y = y ) est une fonction borélienne
b’)

∫
B

E(X |Y = y )dPY (y) =
∫

IR×B
xdPX,Y (x, y) ∀B ∈ BIR.

1.7.4 Propriétés de l’espérance conditionnelle

a) Linéarité. Soit a et b deux constantes. E(aX + bY |G ) = aE(X |G ) + bE(Y |G ).
b) Croissance. Soit X et Y deux v. a. telles que X ≤ Y . Alors E(X |G ) ≤ E(Y |G ).
c) E[E(X |G )] = E(X).
d) Si X est G-mesurable, E(X |G ) = X.
e) Si Y est G-mesurable, E(XY |G ) = Y E(X |G ).
f) Si X est indépendante de G, E(X |G ) = E(X).
g) Si G est la tribu grossière (composée de l’ensemble vide et de Ω), E(X|G) = E(X).
h) Si G etH sont deux tribus telles queH ⊂ G alors E(X |H ) = E(E(X |H) |G ) = E(E(X |G ) |H ).
On note souvent E(E(X |H) |G ) = E(X |H |G )
i) Si (X, Y ) sont indépendantes, et φ une fonction borélienne bornée, E(φ(X, Y )|Y ) = [E(φ(X, y))]y=Y .
Cette dernière égalité signifie que, pour calculer E(φ(X,Y )|Y ) lorsque les variables X et Y sont
indépendantes, on explicite la fonction Ψ telle que Ψ(y) = E(φ(X, y)), puis on remplace y par Y
pour obtenir la v.a. Ψ(Y ).

On verra d’autres propriétés de l’espérance conditionnelle dans le polycopié d’exercices. On

utilisera sans modération la formule E
( ∫ b

a

Xsds|G)
=

∫ b

a

E
(
Xs|G

)
ds dés que l’un des deux

membres existe.
Remarque très importante: les égalités précédentes ne sont vraies que p.s. et à condition que les
v.a. soient intégrables.

1.7.5 Variance conditionnelle

On définit Var (X|G) = E(X2|G) − E2(X|G). C’est une v.a. positive, en vertu de l’inégalité de
Jensen:
Soit φ une fonction convexe. On a E(φ(X)|F) ≥ φ(E(X|F)).

1.7.6 Formule de Bayes

Soit P une probabilité et Q une probabilité équivalente à P définie par dQ = LdP . On peut
exprimer l’espérance conditionnelle d’une variable sous Q en fonction de l’espérance conditionnelle
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sous P :

EQ(X |G) =
EP (LX |G)
EP (L |G)

.

Démonstration: Il s’agit de trouver Z v.a. G-mesurable telle que

EQ(ZY ) = EQ(XY )

pour toute v.a. Y G-mesurable. On écrit EQ(ZY ) = EP (LZY ) = EP (ZY EP (L|G)) et EQ(XY ) =
EP (LXY ) = EP (Y EP (LX|G)) en utilisant la G-mesurabilité de Z, Y . L’égalité devant être
vérifiée pour tout Y , il vient ZEP (L|G) = EP (LX|G), d’où l’expression de Z. 2

1.8 Loi conditionnelle

1.8.1 Définition

Soit (X, Y ) deux v.a.r. La loi conditionnelle de X quand Y est la famille de lois sur IR notée
µ(y, dx) indexées par y (qui décrit l’ensemble des valeurs prises par Y ) telle que

E[Φ(X)|Y = y] =
∫ ∞

−∞
Φ(x)µ(y, dx)

pour toute fonction Φ borélienne bornée. La propriété s’étend aux fonctions Φ intégrables par
rapport à µ. Lorsque l’on connait cette loi conditionnelle, les calculs d’espérance et de variance
conditionnelle se réduisent à des calculs d’espérance et de variance. En effet E[X|Y = y] =∫ ∞

−∞
xµ(y, dx) est, pour tout y, l’espérance d’une v.a. de loi µ(y, dx).

Si le couple (X,Y ) a une densité f(x, y), on peut montrer que

µ(y, dx) =
f(x, y)dx∫

IR

f(u, y)du

1.8.2 Cas Gaussien

Si le couple de v.a.r. (X, Y ) est gaussien (avec une densité ou non), la densité conditionnelle de
X à Y est une loi gaussienne d’espérance linéaire en Y et de variance c indépendante de Y . Il est
alors facile de retrouver la valeur de l’espérance: E(X|Y ) = aY + b implique E(X) = aE(Y ) + b
et E(XY ) = E(Y E(X|Y )) = E(aY 2) + bE(Y ), d’où

a =
Cov(X,Y )

V arY
, b = E(X)− aE(Y ) , c = E(X2|Y )− E2(X|Y ) = E(X2)− E[(aY + b)2]

Ceci se généralise à un vecteur multidimensionnel : si (X, Y ) est un vecteur gaussien, la den-
sité conditionnelle de X à Y est une loi gaussienne d’espérance linéaire en Y et de variance c
indépendante de Y .

1.9 Martingales

1.9.1 Cas discret

On se donne une filtration, c’est-à-dire une famille de sous-tribus Fn croissante (telle que Fn ⊂
Fn+1). La tribu F0 contient les négligeables.



20 Généralités

Définition 1.9.1 ef Une suite de v.a.r. (Xn, n ∈ IN) est une Fn-martingale si
Xn est intégrable, ∀n ∈ IN
Xn est Fn-mesurable, ∀n ∈ IN
E(Xn+1 |Fn ) = Xn , ∀n ∈ IN .

Propriété: E(Xn+p |Fn ) = Xn , ∀n ∈ IN, ∀p ∈ IN .
Exemple: Si Xn = Y1 + . . .+Yn où les Yi sont indépendantes équidistribuées centrées, Xn est une
martingale.

Cas multidimensionnel: Une famille de vecteurs (Sn, n ≥ 0) telle que Sn est à valeurs dans IRd

est une martingale, si les familles (Si
n, n ∈ IN) sont des martingales ∀i, 1 ≤ i ≤ d.

1.9.2 Cas continu.

On se donne une filtration, c’est-à-dire une famille de sous-tribus Ft croissante (telle que Fs ⊂
Ft , ∀s ≤ t.)

Définition 1.9.2 Une famille de variables aléatoires (Xt, t ∈ [0,∞[) est une martingale par
rapport à la filtration (Ft) si

Xt est Ft -mesurable et intégrable pour tout t.
E(Xt |Fs ) = Xs , ∀s ≤ t.

Propriétés:
Si X est une martingale E(Xt) = E(X0), ∀t.
Si (Xt, t ≤ T ) est une martingale, le processus est complètement déterminé par sa valeur ter-

minale: Xt = E(XT |Ft ). Cette dernière propriété est d’un usage très fréquent en finance.

Définition 1.9.3 Une famille de variables aléatoires (Xt, t ∈ [0,∞[) est une surmartingale (resp.
sousmartingale) par rapport à la filtration (Ft) si

Xt est Ft -mesurable et intégrable pour tout t
E(Xt |Fs ) ≤ Xs , ∀s ≤ t (resp. E(Xt |Fs ) ≥ Xs).

Exemple 1.9.1 Si X est une martingale, alors, X2 est une sous smartingale. Si X est une
martingale et A un processus croissant, X + A est une sous-martingale.

On dira que X est une martingale si la filtration de référence est la filtration naturelle de X. On
fera attention: la propriété de martingale dépend de la filtration et une F-martingale n’est en
général pas une G martingale si G est plus grosse que F.

Une martingale continue à variation bornée est égale à une constante. En effet si M est une
telle martingale et V sa variation,

E(M2
t ) = E

[(∑
(Mti+1 −Mti

)2
]
≤ E

[
Vt sup |Mti+1 −Mti |

] ≤ KE
[
sup |Mti+1 −Mti |

]

et le membre de droite converge p.s. vers 0 quand on raffine la partition.

Proposition 1.9.1 Inégalité de Doob Si X est une martingale continue,

E(sup
s≤T

X2
s ) ≤ 4E(X2

T ) .

1.10 Temps d’arrêt

On travaille sur un espace muni d’une filtration (Ft). On note F∞ = σ(∪tFt).
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1.10.1 Définitions

Définition 1.10.1 Un temps d’arrêt est une variable aléatoire τ à valeur dans IR ∪ {+∞} telle
que {τ ≤ t} ∈ Ft, ∀t ∈ IR.

Une constante positive est un temps d’arrêt.
On associe à un temps d’arrêt τ la tribu Fτ dite des événements antérieurs à τ , définie4 par
Fτ = {A ∈ F∞|A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft , ∀t ∈ IR} .

Propriétés: Si T est un temps d’arrêt, T est FT mesurable.
Si S et T sont des temps d’arrêt, S ∧ T est un temps d’arrêt. En particulier T ∧ t est un temps
d’arrêt.
Si S et T sont des temps d’arrêt tels que S ≤ T , on a FS ⊂ FT .
Soit (Xt, t ≥ 0) un processus et T un temps d’arrêt fini. On définit XT par XT (ω) = XT (ω)(ω) .
Si un processus X est continu et adapté, XT est FT -mesurable.

1.10.2 Théorème d’arrêt

Si T est un temps d’arrêt et M une (Ft)-martingale, le processus Z défini par Zt
def
= Mt∧T est

une (Ft) martingale. En particulier, E(Mt∧T ) = E(M0).

Théorème 1.10.1 Théorème d’arrêt de Doob: (Optional Sampling Theorem)
Si M est une (Ft)-martingale continue et si S et T sont deux temps d’arrêt tels que S ≤ T ≤ K,
K étant une constante finie, MT est intégrable et

E(MT |FS) = MS .

Ce résultat s’étend à tous les temps d’arrêt si la martingale est uniformément intégrable.

Si M est uniformément intégrable, on peut montrer que Mt converge p.s. et dans L1 vers M∞
quand t →∞ et que MS = E(M∞|FS)

Proposition 1.10.1 Si pour tout temps d’arrêt borné E(XT ) = E(X0), le processus X est une
martingale.

Remarque 1.10.1 Attention, si E(Xt) = E(X0) pour tout t, le processus X n’est pas une
nécessairement martingale. Un contre exemple est Xt =

∫ t

0
Mudu où M est une martingale

d’espérance nulle.

Si M est une surmartingale positive et τ un temps d’arrêt, E(Mτ ) ≤ E(M0) où on pose
M∞ = 0.

Définition 1.10.2 Un processus M adapté càglàd est une martingale locale s’il existe une suite
croissante de temps d’arrêts τn telle que τn → ∞ et (Mt∧τn , t ≥ 0) est une martingale pour tout
n.

Une martingale locale positive est une surmartingale. Une martingale locale uniformément intégrable
est une martingale.

4“L’essentiel est de comprendre” Scipion, dans Caligula, Camus
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1.10.3 Processus de Markov

Cette notion est assez difficile, mais d’un usage constant. En langage vernaculaire, un processus
est de Markov si son comportement dans le futur ne dépend du passé quà travers le présent.5

Soyons plus précis. Soit X un processus et (Ft) sa filtration canonique. On dit que le processus
est de Markov si, pour tout t, pour toute variable bornée Y ∈ F∞ l’égalité

E(Y ◦ θt|Ft) = E(Y ◦ θt|Xt)

où θ est l’opérateur de translation défini sur les applications coordonnées par Xu ◦ θs = Xu+s.

Essayons une autre définition. Pour tout n, pour toute fonction bornée F définie sur IRn, pour
tous t1 < t2 < · · · < tn

E(F (Xs+t1 , Xs+t2 , · · · , Xs+tn
)|Fs) = E(F (Xs+t1 , Xs+t2 , · · · , Xs+tn

)|Xs) .

Ceci implique en particulier que pour toute fonction f borélienne bornée

E(f(Xt)|Fs) = E(f(Xt)|Xs) , ∀t > s .

Le processus est dit de Markov fort si la propriété précédente est vraie pour tout couple de
temps d’arrêt finis T, S avec T > S.

1.11 Rappels d’analyse

1.11.1 Dérivation sous le signe somme

Soit F (x) =
∫ ∞

−∞
f(x, y)dy. Si f est continue et admet une dérivée partielle par rapport à x

∂xf(x, y) continue bornée en valeur absolue par g(y), |∂xf(x, y)| ≤ g(y) où g est une fonction

intégrable, alors F ′(x) =
∫ ∞

−∞
∂xf(x, y)dy.

1.11.2 Espace complet

Un espace normé est dit complet si toute suite de Cauchy converge, i.e. si ||xn − xm|| → 0 quand
n,m → ∞ implique l’existence de x tel que xn → x. L’ espace IR muni de la norme habituelle,
l’espace des fonctions L2(IR) muni de la norme ||f || =

√∫
IR

f2(x)dx, l’espace des v.a. L2(Ω) muni

de la norme ||X|| =
√

E(X2) sont des espaces complet.

1.11.3 Théorème de Lebesgue dominé

Soit fn une suite de fonctions intégrables qui converge (simplement) vers une fonction f (fn(x) →
f(x),∀x). S’il existe g intégrable telle que |fn(x)| ≤ g(x), ∀x, alors

∫

IR

fn(x)dx converge vers
∫

IR

f(x)dx. La fonction f est une fonction en escalier s’il existe une subdivision (ti, ti ≤ ti+1, i =

0, . . . , n) telle que f est constante, égale à fi sur ]ti, ti+1] et nulle hors de [t0, tn+1]. On peut alors
écrire f =

∑n
i=1 fi−111]ti−1,ti].

5“L’avenir est la projection du passé, conditionnée par le présent”. G. Braque.



Chapter 2

LE MOUVEMENT BROWNIEN

Le botaniste Robert Brown observe en 1828 le mouvement irrégulier de particules de pollen en
suspension dans l’eau. En 1877, Delsaux explique les changements incessants de direction de
trajectoire par les chocs entre les particules de pollen et les molécules d’eau. Un mouvement de
ce type est qualifié de “mouvement au hasard”.

En 1900, Bachelier, en vue d’étudier les cours de la Bourse met en évidence le caractère
“markovien” du mouvement Brownien : la position d’une particule à l’instant t + s dépend de
sa position en t, et ne dépend pas de sa position avant t. Il convient d’insister sur le caractère
précurseur de Bachelier et le fait que la théorie du mouvement Brownien a été développée pour
la Bourse, avant de l’être pour la Physique.

En 1905, Einstein détermine la densité de transition du mouvement Brownien par l’inter-
médiaire de l’équation de la chaleur et relie ainsi le mouvement Brownien et les équations aux
dérivées partielles de type parabolique. La même année, Smoluchowski décrit le mouvement
Brownien comme une limite de promenades aléatoires.

La première étude mathématique rigoureuse est faite par N. Wiener (1923) qui exhibe également
une démonstration de l’existence du Brownien. P. Lévy (1948) s’intéresse aux propriétés fines des
trajectoires du Brownien. Depuis, le mouvement Brownien continue de passionner les proba-
bilistes, aussi bien pour l’étude de ses trajectoires que pour la théorie de l’intégration stochas-
tique (Wiener, Itô, Watanabe, Meyer, Yor, LeGall, Salminen, Durrett, Chung, Williams, Knight,
Pitman,...).

2.1 Le mouvement Brownien

On se donne un espace (Ω,F , P ) et un processus (Bt, t ≥ 0) sur cet espace.

2.1.1 Définition.

Le processus (Bt, t ≥ 0) est un mouvement Brownien (standard) si
a) P (B0 = 0) = 1 (le mouvement Brownien est issu de l’origine).
b) ∀s ≤ t, Bt −Bs est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance (t− s).
c) ∀n, ∀ti, 0 ≤ t0 ≤ t1 . . . ≤ tn, les variables (Btn − Btn−1 , . . . , Bt1 − Bt0 , Bt0) sont

indépendantes.

La propriété b) est la stationarité des accroissements du mouvement Brownien, la propriété c)
traduit que le mouvement Brownien est à accroissements indépendants. On peut aussi écrire c)
sous la forme équivalente suivante:

23
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c’) Soit s ≤ t. La variable Bt − Bs est indépendante de la tribu du passé avant s, soit
σ(Bu, u ≤ s).
Nous ne démontrons pas l’existence du mouvement Brownien (MB dans la suite). On pourra
consulter l’ouvrage de Karatzas et Shreve (1988). On le construit sur “l’espace canonique ”
Ω = C(IR+, IR) des fonctions continues de IR+ dans IR par Bt(ω) = ω(t) et on munit cet espace
d’une mesure (mesure de Wiener) telle que B soit un MB.

La filtration naturelle est Ft = σ{Bs, s ≤ t}. On lui ajoute de façon implicite les négligeables.
On peut montrer qu’elle vérifie alors les conditions habituelles.
On s’autorisera à noter B(ti) au lieu de Bti

la valeur de la trajectoire en ti pour des raisons de
lisibilité.

2.1.2 Généralisation.

Le processus Xt = a + Bt est un Brownien issu de a. On dit que X est un Brownien généralisé
ou un MB de drift µ si Xt = x + µt + σBt où B est un mouvement Brownien. La variable Xt est
une variable gaussienne d’espérance x + µt et de variance σ2t.
Les v.a. (Xti+1 −Xti , t0 ≤ t1 . . . ≤ tn) sont indépendantes.

2.2 Promenade aléatoire

On peut montrer que le mouvement Brownien s’obtient comme limite de promenades aléatoires
renormalisées. Cette propriété est exploitée pour des simulations.
Soit, sur un espace de probabilité (Ω,F ,P) une famille de variables aléatoires de Bernoulli
indépendantes équidistribuées

P (Xi = 1) = P (Xi = −1) =
1
2

, i ∈ IN∗ .

On associe à cette famille la suite (Sn , n ≥ 0) définie par

S0 = 0, Sn =
n∑

i=1

Xi

On dit que la suite Sn est une promenade1 aléatoire. (Jeu de pile ou face).
On a E(Sn) = 0, Var (Sn) = n.

1“Charmante promenade, n’est-ce-pas?” Le professeur Tournesol. Tintin et les Picaros. 1964.
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Remarquons que la suite (Sm−Sn, m ≥ n) est indépendante de (S0, S1, . . . , Sn) et que Sm−Sn

a même loi que Sm−n.

On procède alors à une double renormalisation. Soit N fixé
* on ramène l’intervalle de temps [0, N ] à [0, 1]
* on change l’échelle des valeurs prises par Sn.

Plus précisément, on définit une famille de variables aléatoires indexées par les réels de la
forme k

N , k ∈ IN , par

U k
N

=
1√
N

Sk .

On a

E
(
U k

N

)
= 0 et Var

(
U k

N

)
=

k

N
.

Les propriétés d’indépendance et de stationarité de la promenade aléatoire restent vérifiées,
soit

• si k ≥ k′, U k
N
− U k′

N
est indépendante de (U p

N
; p ≤ k′)

• si k ≥ k′, U k
N
− U k′

N
a même loi que U k−k′

N

.

On définit un processus à temps continu (Ut , t ≥ 0) à partir de U k
N

en imposant à la fonction
t → Ut d’être affine entre k

N et k+1
N . Pour cela, N étant fixé, on remarque que pour tout t ∈ IR+
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il existe k(t) ∈ IN unique tel que k(t)
N ≤ t < k(t)+1

N et on pose

UN
t = U k

N
+ N

(
t− k

N

) (
U k+1

N
− U k

N
)

où k = k(t).

Pour t = 1 on a UN
1 = 1√

N
SN . Le théorème central-limite implique alors que UN

1 converge en
loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.

On montre alors que le processus UN converge (au sens de la convergence en loi) vers un
mouvement Brownien B.
En particulier UN

t
L→ Bt et (UN

t1 , . . . , UN
tk

) L→ (Bt1 , . . . , Btk
) pour tout k-uple (t1, . . . , tk).

2.3 Propriétés

Dans ce qui suit, B = (Bt, t ≥ 0) est un mouvement Brownien et Ft = σ{Bs, s ≤ t} est sa
filtration naturelle.

2.3.1 Processus gaussien

Proposition 2.3.1 Le processus B est un processus gaussien, sa loi est caractérisée par son
espérance nulle et sa covariance Cov(Bt, Bs) = s ∧ t.

Démonstration: Le caractère gaussien résulte de
∑n

i=0 aiBti =
∑n

i=0 bi(Bti+1 −Bti) avec ai =
bi − bi+1, i ≤ n − 1 , an = bn. La covariance est égale à E(BtBs) car le processus est centré. Si
s ≤ t,

E(BtBs) = E((Bt −Bs)Bs + B2
s ) = E(Bt −Bs)E(Bs) + E(B2

s ) = s 2

On peut généraliser: Le processus (Xt = x+µt+σBt, t ≥ 0) est un processus gaussien d’espérance
x + µt et de covariance E[(Xt − E(Xt)) (Xs − E(Xs))] = σ2(s ∧ t).

2.3.2 Une notation

Il nous arrivera de noter Ex(f(Bs)) l’espérance de f(Bs) quand B est un Brownien issu de x,
sans toujours faire cette précision. Cette quantité est égale à E(f(x+Bs)) où B est un Brownien
issu de 0 . De la même façon, nous utiliserons la notation Px(Bs ∈ A) pour P (x + Bs ∈ A) et
Px(Bs ∈ da) pour la densité de la v.a. Bs où B est un Brownien partant de x.

2.3.3 Scaling

Proposition 2.3.2 Si (Bt, t ≥ 0) est un mouvement Brownien, alors
i) le processus B̂ défini par B̂t = −Bt est un mouvement Brownien.
ii) le processus B̃ défini par B̃t = 1

cBc2t est un mouvement Brownien. (Propriété de scaling)
iii) le processus B̄ défini par B̄t = tB 1

t
, ∀t > 0 , B̄0 = 0 est un mouvement Brownien.

Démonstration: Il suffir de vérifier le caractère Gaussien de ces processus et d’en calculer
espérance et covariance. 2
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2.3.4 Propriété de Markov

La propriété de Markov du mouvement Brownien est utilisée sous la forme (un peu plus forte que

la propriété de Markov) : pour tout s, le processus (Wt, t ≥ 0) défini par Wt
def
= Bt+s−Bs est un

mouvement Brownien indépendant de Fs.

Théorème 2.3.1 Pour f borélienne bornée, E(f(Bu) |Ft ) = E(f(Bu) |σ(Bt) ) pour u > t.

Démonstration: On fait apparaitre les accroissements et on utilise les propriétés de l’espérance
conditionnelle :

E(f(Bu) |Ft ) = E(f(Bu −Bt + Bt) |Ft ) = Φ(u− t, Bt)

avec Φ(u− t, x) = E(f(Bu −Bt + x)) = E(f(Y + x)) où Y a même loi que Bu −Bt, soit une loi
N (0, u− t). Par les mêmes arguments, E(f(Bu) |σ(Bt) ) = Φ(u− t, Bt). On a très précisement

Φ(s, x) =
1√
2πs

∫

IR

f(y) exp− (y − x)2

2s
dy

2

Une autre façon de décrire cette propriété est de dire que, pour u > t, conditionnellement à
Bt, la v.a. Bu est de loi gaussienne d’espérance Bt et de variance u− t. Alors

E(11Bu≤x |Ft ) = E(11Bu≤x |σ(Bt) ) = E(11Bu≤x |Bt )

pour t ≤ u.

Proposition 2.3.3 Propriété de Markov forte:
Soit T un temps d’arrêt à valeurs finies. On a alors E(f(BT+s) |FT ) = E(f(BT+s) |σ(BT ) ). En

particulier, pour tout temps d’arrêt fini T , le processus (Wt, t ≥ 0) défini par Wt
def
= Bt+T − BT

est un mouvement Brownien indépendant de FT .

2.3.5 Equation de la chaleur

Soit g(t, x) la densité gaussienne centrée de variance t. On note

q(t, x, y) =
1√
2πt

exp− (y − x)2

2t
= g(t, x− y)

la densité de transition du mouvement Brownien. C’est de façon heuristique, la probabilité pour
que le mouvement Brownien soit en y sachant que t instants auparavant, il se trouvait en x, c’est
aussi la densité conditionnelle

P (Bt+s ∈ dy|Bs = x) = q(t, x, y) dy

La densité de transition q vérifie l’équation “forward”

∂q

∂t
(t, x, y) =

1
2

∂2q

∂y2
(t, x, y)

et l’équation “backward”
∂q

∂t
(t, x, y) =

1
2

∂2q

∂x2
(t, x, y) .

En utilisant cette notation et la stationarité des accroissements du MB, on obtient que pour toute
fonction f borélienne bornée

E(f(BT )|Bt = x) =
∫ ∞

−∞
f(y) q(T − t, x, y) dy .
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Si l’on note u(t, x; f) la fonction

u(t, x; f) =
∫ ∞

−∞
f(y)q(t, x, y) dy = E(f(Bt + x)) (2.1)

= E(f(Bt+s)|Bs = x) =
∫ ∞

−∞
f(x + y)g(t, y)dy (2.2)

cette fonction vérifie (utiliser (2.1), l’équation backward et le théorème de dérivation sous le signe
intégral) 




u(0, x; f) = f(x)

−∂u

∂t
+

1
2

∂2u

∂x2
= 0

(2.3)

Pour calculer E(f(BT )), il suffit de résoudre l’équation aux dérivées partielles (2.3) et de remar-
quer que E(f(BT )) = u(T, 0; f). On obtient aussi E(f(BT + x)) = u(T, x; f) De plus (utiliser
(2.2) et le théorème de dérivation sous le signe intégral)

∂2u

∂x2
(t, x; f) =

∫ ∞

−∞
f ′′(x + y)g(t, y)dy = u(t, x; f ′′) = E(f ′′(Bt + x)) . (2.4)

On peut ainsi écrire

E(f(BT + x))− f(x) = u(T, x; f)− u(0, x; f) =
∫ T

0

∂u

∂t
(s, x; f) ds =

1
2

∫ T

0

∂2u

∂x2
(s, x; f) ds

soit

E(f(BT + x)) = f(x) +
1
2

∫ T

0

E(f ′′(Bs + x)) ds .

Cette méthode sera généralisée dans le prochain chapitre en utilisant le lemme d’Itô.
La fonction v(t, x; f) = u(T − t, x; f) est solution de





v(T, x) = f(x)
∂v

∂t
+

1
2

∂2v

∂x2
= 0

(2.5)

et vérifie v(0, x; f) = E(f(BT + x)).

Proposition 2.3.4 Si f est une fonction de classe C1
b en temps et C2

b en espace,

E(f(t, x + Bt)) = f(0, x) +
∫ t

0

E[
1
2
f ′′xx(s, x + Bs) + f ′t(s, x + Bs)] ds

Démonstration: Soit u(t, x; f) = E(f(t, x + Bt)). Il est facile de vérifier, en utilisant (2.3) et
(2.4) que

du

dt
(t, x; f) = u(t, x; ∂tf) +

1
2
u(t, x; ∂xxf)

En effet, on écrit u(t, x; f) = F (t, t, x; f) avec F (s, t, x; f) = E(f(s, x + Bt)). Il reste à utiliser le
théorème de dérivation des fonctions composées:

du

dt
(t, x; f) =

∂F

∂s
(t, t, x; f) +

∂F

∂t
(t, t, x; f) = E(

∂f

∂t
(s, x + Bt)) +

1
2
u(t, x; ∂xxf)

En intégrant par rapport à t

u(t, x; f)− u(0, x; f) =
∫ t

0

E[ft(s, x + Bs) +
1
2
∂xxf(s, x + Bs)] ds
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2

On peut généraliser ce résultat au processus X défini par Xt = x + µt + σBt. La fonction
u(t, x; f) = E(f(t, x + µt + σBt)) vérifie

du

dt
(t, x; f) =

1
2
σ2u(t, x; ∂xxf) + µu(t, x; ∂xf) + u(t, x; ∂tf)

et u(0, x; f) = f(x). On définit L le générateur du processus par l’opérateur

L(f) =
1
2
σ2 ∂xxf + µ∂xf

Proposition 2.3.5 Si f est une fonction de classe C1
b en temps et C2

b en espace,

E(f(t, x + µt + σBt)) = f(0, x) +
∫ t

0

E[Lf(s, x + µs + σBs) + ∂tf(s, x + µs + σBs)] ds

Théorème 2.3.2 Si u est telle que Lu = 0 alors u(t, Bt) est une martingale.

Démonstration: Les accroissements du Brownien sont indépendants.

E(u(t, Bt)|Fs) = E(u(s + t− s, x + Bt−s)|x=Bs
= E(us,x(t− s,Bt−s))|x=Bs

avec us,x(t, y) = u(s + t, x + y). On a alors

E(us,x(t− s,Bt−s)) = us,x(0, 0) +
∫ t

0

Lus,x(w,Bw)dw

Par hypothèse, L(u) = 0 donc Lus,x = 0. Il en résulte

E(u(t, Bt)|Fs) = us,x(0, 0)|x=Bs = u(s, Bs)

et le théorème est établi. Nous verrons ce résultat important dans un contexte plus général en
application du lemme d’Itô. 2

2.3.6 Trajectoires

Nous admettons les résultats suivants:
Les trajectoires du mouvement Brownien sont continues.
Les trajectoires du mouvement Brownien sont p.s. “nulle part différentiables”.

Théorème 2.3.3 Soit n fixé et tj = j
2n t pour j variant de 0 à 2n. Alors

∑2n

j=1[B(tj)−B(tj−1)]2 →
t quand n →∞, la convergence ayant lieu en moyenne quadratique et p.s..

Démonstration: Soit Zn
t =

∑2n

j=1[B(tj) − B(tj−1)]2. On a E(Zn
t ) = t. On doit montrer que

E((Zn
t − t)2) → 0, soit Var(Zn

t ) → 0 ce qui se déduit de

Var(Zn
t ) =

2n∑

j=1

Var[B(tj)−B(tj−1)]2 =
2n∑

j=1

2
(

t

2n

)2

= 2n+1 t2

22n

(Nous avons utilisé que si X est de loi N (0, σ2), la variance de X2 est 2σ4). On en déduit que
E(

∑∞
n=1(Z

n
t − t)2) =

∑∞
n=1

t
2n < ∞. D’où

∑∞
n=1(Z

n
t − t)2 < ∞ et le terme général converge p.s.

vers 0. 2

Proposition 2.3.6 Soit σ une subdivision de l’intervalle [0, t] caractérisée par 0 = t0 ≤ t1 . . . ≤
tn = t. Soit Vt la variation de la trajectoire du Brownien sur [0, t] définie par Vt(ω) = supσ

∑
i |Bti+1(ω)−

Bti(ω)|. Alors Vt(ω) = ∞ p.s.
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Démonstration: supσ

∑
i |Bti+1 − Bti

| ≥ supn

∑2n

k=0 |Yk| avec Yk = Bt∗
k+1

− Bt∗
k

où les points
sont choisis comme précédemment: t∗k = k

2n t. On peut majorer Zn
t :

Zn
t ≤ (sup

k
|Bt∗

k+1
−Bt∗

k
|)

2n∑

k=0

|Yk| .

Quand n →∞, le terme sup |Btk+1−Btk
| tend p.s. vers 0, par continuité uniforme des trajectoires

sur [0, t]. Le terme
∑2n

k=0 |Yk| est croissant en n et ne peut avoir de limite finie sans que Zn
t ne

converge vers 0, ce qui n’est pas le cas. 2

2.3.7 Propriétés de martingale

a. Cas du Brownien

Proposition 2.3.7 Le processus B est une martingale. Le processus (B2
t − t, t ≥ 0) est une

martingale.
Réciproquement, si X est un processus continu tel que X et (X2

t − t, t ≥ 0) sont des martingales,
X est un mouvement Brownien.

Démonstration: Nous ne démontrons que la partie directe. La réciproque est plus difficile à
établir (Voir Revuz-Yor) mais très utile.
L’idée est d’utiliser l’indépendance des accroissements pour calculer les espérances conditionnelles,
et d’utiliser la propriété E(X|G) = E(X) quand X et G sont indépendantes. Soit s ≤ t.

E(Bt|Fs) = E(Bt −Bs|Fs) + E(Bs|Fs) = 0 + Bs

De même E((Bt −Bs)2|Fs) = t− s et

E((Bt−Bs)2|Fs) = E(B2
t +B2

s − 2BtBs|Fs) = E(B2
t |Fs)+B2

s − 2BsE(Bt|Fs) = E(B2
t |Fs)−B2

s

On obtient alors
E(B2

t − t|Fs) = B2
s − s .

2

Proposition 2.3.8 Soit B1 et B2 deux MB indépendants. Le produit B1B2 est une martingale.

Démonstration: On peut le faire en utilisant le lemme suivant : Soit F et G deux tribus, X et
Y deux v.a. telles que X∨F et G sont indépendantes ainsi que Y ∨G et F . Alors E(XY |F ∨G) =

E(X|F)E(Y |G). Une autre méthode est d’utiliser que
1√
2
(B1 + B2) est un processus gaussien

de covariance t ∧ s, donc un mouvement Brownien et par suite
1
2
(B1(t) + B2(t))2 − t est une

martingale. Comme

1
2
(B1(t) + B2(t))2 − t =

1
2
(B2

1(t)− t) +
1
2
(B2

2(t)− t) + B1(t)B2(t) ,

le résultat suit. 2

Définition 2.3.1 On dit que B est un (Gt)-mouvement Brownien si B et (B2
t − t, t ≥ 0) sont des

(Gt)-martingales.

Les propriétés données dans la définition 2.1.1. sont vérifiées. Si B est un (Gt)-mouvement
Brownien, c’est bien sûr un MB pour sa propre filtration.
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Proposition 2.3.9 Pour tout λ réel, le processus (exp(λBt − 1
2λ2t), t ≥ 0) est une martingale.

Réciproquement, si X est un processus continu tel que (exp(λXt− 1
2λ2t), t ≥ 0) est une martingale,

pour tout λ réel, le processus X est un brownien.

Démonstration: Par indépendance

E(exp{λ(Bt −Bs)− 1
2
λ2(t− s)}|Fs) = E(exp{λ(Bt −Bs)− 1

2
λ2(t− s)})

L’espérance du second membre se calcule comme une transformée de Laplace d’une variable gaussi-
enne. On trouve

E(exp{λ(Bt −Bs)− 1
2
λ2(t− s)}) = 1

et
E(exp{λBt − 1

2
λ2t}|Fs) = exp{λBs − 1

2
λ2s}

La réciproque, facile, utilise la caractérisation des v.a. gaussiennes au moyen de leur transformée
de Laplace. 2

b. Généralisation

Proposition 2.3.10 Soit (Ω,F ,Ft, P ) et B un (Ft)-brownien sur cet espace. Si Xt = µt + σBt,
alors, pour tout β réel, (exp(βXt − (µβ + 1

2σ2β2) t), t ≥ 0) est une (Ft)-martingale.
Réciproquement, si X est un processus continu tel que (exp (βXt− (µβ + 1

2σ2β2) t), t ≥ 0) est une
Ft -martingale, il existe un Ft-brownien B tel que Xt = µt + σBt.

Démonstration: Nous savons que (exp(λBt − 1
2λ2t), t ≥ 0) est une martingale. il reste à

utiliser que Bt =
1
σ

(Xt − µt) et de poser λ = βσ. 2

2.3.8 Temps d’atteinte

a. Cas du Brownien

Proposition 2.3.11 Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement Brownien et a un nombre réel. Soit

Ta = inf{t ≥ 0;Bt = a} .

Alors Ta est un temps d’arrêt fini p.s. tel que E(Ta) = ∞ et pour λ ≥ 0

E(exp−λTa) = exp(−|a|
√

2λ) . (2.6)

Démonstration: La v.a. Ta est un temps d’arrêt. En effet, pour a > 0, on a

Ta = inf{t ≥ 0; Bt ≥ a}

On en déduit

{Ta ≤ t} = {sup
s≤t

Bs ≥ a} = {∀ε∃s ∈ IQ : Bs > a− ε}

=
(∩ε∈IQ+ ∪s≤t, s∈IQ {Bs > a− ε}) .

La présence de IQ est indispensable pour garder la dénombrabilité. L’égalité précédente montre
que {Ta ≤ t} est obtenu à partir d’opérations dénombrables d’union et d’intersection d’éléments
de Ft, donc appartient à cette tribu.
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Pour calculer la transformée de Laplace de la loi de Ta, soit E(e−λTa), on utilise que t∧Ta est
un temps d’arrêt borné (par t) et le théorème d’arrêt de Doob:

∀t , E[exp(λBt∧Ta
− λ2

2
(t ∧ Ta))] = 1

Lorsque t →∞, sur l’ensemble où Ta est fini on a Bt∧Ta → BTa = a et

exp
(

λBt∧Ta
− λ2

2
(t ∧ Ta)

)
→ exp(λa− λ2

2
Ta)

Sur l’ensemble où Ta est infini, Bt∧Ta ≤ a et (t ∧ Ta) = t →∞, par suite

exp
(

λBt∧Ta −
λ2

2
(t ∧ Ta)

)
→ 0 .

On obtient, après passage à la limite, en utilisant le théorème de Lebesgue dominé,

E(11Ta<∞ exp(−λ2

2
Ta)) = exp(−aλ) ,

on en déduit que Ta est fini (faire λ = 0) et la transformée de Laplace de Ta. Pour obtenir E(Ta),
on dérive par rapport à λ et on fait λ = 0.

On pourrait aussi dire que pour a > 0 et λ > 0, la martingale

exp(λBt∧Ta −
λ2

2
(t ∧ Ta))

est bornée (par exp(λa)) donc est uniformément intégrable et on applique le théorème d’arrêt
avec t = ∞.

Pour a < 0, on peut remarquer que Ta = inf{t ≥ 0;Bt = a} = inf{t ≥ 0; Wt = −a}, avec
W = −B. Il serait faux de conclure que E(exp−λTa) = exp(−a

√
2λ) pour tout a car, pour a < 0

et λ > 0, le membre de gauche est plus petit que 1 et celui de droite serait plus grand que 1. Il
convient donc d’être vigilant en appliquant le théorème de Doob. 2

Par inversion de la transformée de Laplace, on obtient la densité de Ta qui est, pour a > 0

a√
2πt3

exp
(− a2

2t

)

On verra, plus loin, une autre méthode pour obtenir ce résultat.
Avec des méthodes analogues, on établit les résultats suivants. Soit T̂a = inf{t ≥ 0; |Bt| = a}

avec a > 0

E(exp−λT̂a) =
[
cosh (a

√
2λ)

]−1

. (2.7)

Si a ≤ 0 ≤ b on a P (Ta < Tb) = b
b−a .

Si c et d sont des réels positifs et T = Tc ∧ T−d on a

E[exp(−λ2

2
T )11T=Tc ] =

sinh (λd)
sinh (λ(c + d))

E[exp(−λ2

2
T )] =

cosh (λ(c− d)/2)
cosh(λ(c + d)/2)

.
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b. Généralisation

Si Xt = µt + Bt et Tµ
a = inf{t ≥ 0;Xt = a} on peut montrer, en utilisant la martingale

(exp(βXt − (µβ + 1
2σ2β2) t), t ≥ 0) que pour µ > 0, λ > 0 (on pose λ = (µβ + 1

2σ2β2))

E(exp−λTµ
a ) = exp(µa− |a|

√
µ2 + 2λ). (2.8)

On obtient P (Ta < ∞) en faisant λ = 0. Cette quantité n’est égale à 1 que si µ et a sont de même
signe. On donnera une autre démonstration au chapitre (6).

2.3.9 Brownien multidimensionnel

Soit Bt = (B(1)
t , B

(2)
t , . . . , B

(n)
t )T un processus n-dimensionnel (l’exposant T note la transposition

d’un vecteur). On dit que B est un Brownien multidimensionnel si les processus (B(i), i ≤ n)
sont des browniens indépendants. C’est un processus à accroissements indépendants. Pour
chaque (a, b), le processus aB

(1)
t + bB

(2)
t est un processus gaussien. Il est facile de vérifier que

Bt
def
=

1√
a2 + b2

(aB
(1)
t + bB

(2)
t ) est un MB (Calculer son espérance et sa covariance).

Si B est un brownien n-dimensionnel, on a E(BT
t Bs) = n(s ∧ t).

Le processus n-dimensionnel B est un mouvement Brownien si et seulement si les processus B(i)

et B(i)B(j) − δi,jt sont des martingales (avec δi,j = 0 pour i 6= j et δi,i = 1.
Si B1 et B2 sont deux Browniens à valeurs réelles indépendants, le produit B1B2 est une martin-
gale.
On dira que les mouvements Browniens à valeurs réelles B1 et B2 sont corrélés de coefficient de
corrélation ρ si B1(t)B2(t) − ρt est une martingale. On “ décorrele” les MB en introduisant le

processus B3 défini par B3(t) =
1√

1− ρ2
(B2(t) − ρB1(t)). Ce processus est une martingale; en

écrivant

(B3(t))2 − t =
1

1− ρ2
[(B2(t))2 + ρ2(B1(t))2 − 2ρB2(t)B1(t)− t(1− ρ2)]

=
1

1− ρ2
[(B2(t))2 − t + ρ2[(B1(t))2 − t]− 2ρ[B2(t)B1(t)− ρt]

on montre que (B3(t))2 − t est une martingale, d’où B3 est un MB. On peut montrer que B3 est
indépendant de B1, nous donnerons une démonstration plus tard. Il est facile de vérifier que le
produit B1B3 est une martingale. Dans ce cas, il existe un Brownien B(3), indépendant de B(2) tel

que B(1) = ρB(2) +
√

1− ρ2B(3) et, pour tout (a, b) le processus Bt
def
=

1√
a2 + b2 + 2ρab

(aB(1) +

bB(2)) est un mouvement Brownien. .

2.4 Intégrale de Wiener

2.4.1 Définition

On note L2(IR+) l’ensemble des (classes d’équivalence des) fonctions boréliennes f de IR+ dans
IR de carré intégrable, c’est-à-dire telles que

∫ +∞
0

|f(s)|2 ds < ∞.

C’est un espace de Hilbert pour la norme ||f ||2 =
(∫ ∞

0

f2(s) ds

)1/2

.

a. Fonctions en escalier

Pour f = 11]u,v] , on pose
∫ +∞
0

f(s)dBs = B(v)−B(u).
Soit f une fonction en escalier, on pose

∫ +∞
0

f(s)dBs =
∑i=n

i=1 fi−1 (B(ti)−B(ti−1)) .
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La variable aléatoire I(f)
def
=

∫ +∞
0

f(s)dBs est une variable gaussienne d’espérance nulle et de
variance

∫ +∞
0

f2(s)ds. En effet, I(f) est gaussienne car le processus B est gaussien, centrée car
B est centré. De plus

Var(I(f)) =
i=n∑

i=1

f2
i−1Var (B(ti)−B(ti−1)) =

i=n∑

i=1

f2
i−1(ti − ti−1) =

∫ +∞

0

f2(s)ds .

L’intégrale est linéaire : I(f + g) = I(f) + I(g). Si f et g sont des fonctions en escalier
E(I(f) I(g)) =

∫
R+ f(s) g(s) ds. En effet

Var (I(f + g)) = = Var[I(f) + I(g)] = Var (I(f)) + Var (I(g)) + 2E(I(f)I(g))

=
∫ ∞

0

(f + g)2(s)ds +
∫ ∞

0

f2(s)ds +
∫ ∞

0

g2(s)ds + 2
∫ ∞

0

f(s)g(s)ds

b. Cas général

On montre en analyse que, si f ∈ L2(IR+), il existe une suite fn de fonctions en escalier qui
converge (dans L2(IR+)) vers f , c’est-à-dire qui vérifie

∫ ∞

0

|fn − f |2(x) dx →n→∞ 0.

Dans ce cas, la suite fn est de Cauchy dans L2(IR+). La suite de v.a. Fn =
∫∞
0

fn(s) dBs est une
suite de Cauchy dans l’espace de Hilbert L2(Ω) (en effet ||Fn −Fm||2 = ||fn − fm||2 →n,m→∞ 0),
donc elle est convergente. Il reste à vérifier que la limite ne dépend que de f et non de la suite
fn choisie (Voir les détails dans Revuz-Yor). On pose

I(f)
def
=

∫ ∞

0

f(s) dBs = lim
n→∞

∫ ∞

0

fn(s) dBs

la limite étant prise dans L2(Ω).
On dit que I(f) est l’intégrale stochastique (ou intégrale de Wiener) de f par rapport à B.
Le sous-espace de L2(Ω) formé par les v.a.

∫∞
0

f(s)dBs cöıncide avec l’espace gaussien engendré
par le mouvement Brownien.

2.4.2 Propriétés

L’application f → I(f) est linéaire et isométrique de L2(IR+) dans L2(Ω): la linéarité signifie que
I(f + g) = I(f)+ I(g) et l’isométrie que la norme de I(f) est égale à la norme de f . La norme de
I(f) est la norme L2(Ω) définie par ||I(f)||2 = E( (I(f))2 ), la norme de f est la norme L2(IR+),

soit ||f ||2 =
∫ ∞

0

f2(s)ds .

La propriété d’isométrie implique E (I(f) I(g)) =
∫

IR+ f(s)g(s) ds.
Soit f ∈ L2(IR+). La variable I(f) est une v.a. gaussienne centrée de variance

∫
IR+ f2(s)ds

appartenant à l’espace gaussien engendré par (Bt, t ≥ 0) et elle vérifie pour tout t

E

(
Bt

∫

IR+
f(s)dBs

)
=

∫ t

0

f(s)ds . (2.9)
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Démonstration: Il suffit de remarquer que E
(
B(t)

∫
IR+ f(s)dBs

)
= E

(∫ t

0

dBs

∫

IR+
f(s)dBs

)
.

2

La propriété (2.9) est en fait une caractérisation de l’intégrale stochastique au sens où si pour

tout t, E(ZBt) =
∫ t

0
f(s)ds, alors Z =

∫ ∞

0

f(s)dBs.

2.4.3 Processus lié à l’intégrale stochastique

On définit pour f ∈ L2(IR+) la variable aléatoire
∫ t

0
f(s)dBs =

∫ +∞
0

11[0,t](s)f(s)dBs.
On peut de la même façon définir

∫ t

0
f(s)dBs pour f telle que

∫ T

0
|f(s)|2 ds < ∞, ∀T , ce qui

permet de définir l’intégrale stochastique pour une classe plus grande de fonctions. On notera
L2

loc cette classe de fonctions.

Théorème 2.4.1 Soit f ∈ L2
loc et Mt =

∫ t

0
f(s)dBs.

a) Le processus M est une martingale continue, la v.a. Mt est d’espérance 0 et de variance∫ t

0
f2(s) ds.

b) Le processus M est un processus gaussien centré de covariance
∫ t∧s

0
f2(u) du à accroissements

indépendants.
c) Le processus (M2

t −
∫ t

0
f2(s) ds , t ≥ 0) est une martingale.

d) Si f et g sont dans L2
loc, on a E(

∫ t

0
f(u)dBu

∫ s

0
g(u)dBu) =

∫ t∧s

0

f(u)g(u)du .

Démonstration: On commence par le cas où la fonction f est étagée et on passe à la limite.
Pour vérifier que M est une martingale, on montre que

0 = E(Mt −Ms|Fs) = E(
∫ t

s

f(u)dBu|Fs) (2.10)

pour f =
∑i=n

i=1 fi−111]ti−1,ti].

Supposons que ti < s < t ≤ ti+1. Dans ce cas E(
∫ t

s

f(u)dBu|Fs) = fiE((Bt − Bs)|Fs) et (2.10)

est vérifiée.
Supposons que ti < s ≤ ti+1 ≤ tj < t ≤ tj+1. Dans ce cas

E(
∫ t

s

f(u)dBu|Fs) = E(fj(Bt −Btj ) +
j−1∑

k=i+1

fk(Btk+1 −Btk
) + fi(Bti+1 −Bs)|Fs)

= fjE(Bt −Btj |Fs) +
j−1∑

k=i+1

fkE(Btk+1 −Btk
|Fs) + fiE(Bti+1 −Bs|Fs) = 0

Les autres cas sont analogues. En particulier

E(M2
t −M2

s |Fs) = E((Mt −Ms)2|Fs) = E

((∫ t

s

f(u)dBu

)2

|Fs

)

= E(
∑

f(tk)(Btk+1∧t −Btk∧t)2|Fs) =
∑

f2(tk)((tk+1 ∧ t)− (tk ∧ t))

2
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2.4.4 Intégration par parties

Théorème 2.4.2 Si f est une fonction de classe C1,
∫ t

0

f(s) dBs = f(t)B(t)−
∫ t

0

f ′(s)Bs ds.

Démonstration: Il suffit, d’après (2.9), de vérifier que E[Bu

∫ t

0
f(s) dBs] = E(Bu[f(t)Bt −

∫ t

0
f ′(s)Bs ds]). Le premier membre vaut

∫ t∧u

0

f(s)ds, on calcule le second au moyen des deux

égalités E(Buf(t)Bt) = f(t)(t∧u), E(Bu

∫ t

0
f ′(s)Bs ds) =

∫ t

0

f ′(s)(s∧u)ds. L’égalité résulte alors

de l’application de la formule d’intégration par parties classique pour calculer des expressions du
type

∫ b

0
sf ′(s)ds. 2

On peut aussi écrire cette formule

d(Btf(t)) = f(t)dBt + btf
′(t)dt .

2.5 Exemples

2.6 Le brownien géométrique

Définition 2.6.1 Soit B un mouvement Bownien, b et σ deux constantes. Le processus

Xt = X0 exp{(b− 1
2
σ2)t + σBt}

est appellé Brownien géométrique.

Ce processus est aussi appellé processus“log-normal”. En effet, dans ce cas

lnXt =
{

b− 1
2
σ2

}
t + σBt + ln x

et la variable qui est à droite suit une loi normale. On a immédiatement

Proposition 2.6.1 Le processus Xte
−bt est une martingale.

En écrivant
Xt = Xs exp{(b− 1

2
σ2)(t− s) + σ(Bt −Bs)}

on établit que X est Markovien. Le caractère Markovien de X et les propriétés du MB permettent
de calculer les espérances conditionnelles:

E(Xt|Fs) = XsE(exp{(b− 1
2
σ2)(t− s) + σ(Bt −Bs)}|Fs)

= Xs exp(b(t− s))E(exp{(−1
2
σ2)(t− s) + σ(Bt −Bs)}|Fs)

= Xs exp(b(t− s))E(exp{(−1
2
σ2)(t− s) + σBt−s})

= Xse
b(t−s) = E(Xt|Xs)

où nous avons utilisé la propriété de martingale de l’exponentielle du MB. Remarquons que nous
avons utilisé que Xt

loi= XsX̃t−s avec X̃t−s indépendant de Xt et de même loi que Xt−s.
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De la même façon, en notant G une v.a. de loi N (0, 1)

E(f(Xt)|Fs) = E(f(Xt)|Xs) = E(f(x exp{(b− 1
2
σ2)(t− s) + σ(Bt −Bs)})x=Xs

= E(f(x exp{(b− 1
2
σ2)(t− s) + σG

√
t− s})x=Xs

=
∫ ∞

−∞
f(Xs exp{(b− 1

2
σ2)(t− s) + σy

√
t− s})q(1, 0, y)dy .

Ce processus est très souvent utilisé pour modéliser le prix d’un actif financier. Le rendement
de l’actif entre deux dates est mesuré par la différence des logarithmes des cours et est donné par
la variable gausienne {

b− 1
2
σ2

}
(t− s) + σ(Bt −Bs) .

Il est facile de calculer les moments d’un Brownien géométrique; par exemple E(Xt) = X0e
bt

(Utiliser, par exemple, la propriété de martingale) . Pour calculer le moment d’ordre 2, il suffit
de faire les transformations évidentes suivantes

E(X2
t ) = X2

0E(exp{(2b− σ2)t + 2σBt}) = X2
0E(exp{(2b + σ2)t− 1

2
(2σ)2t + (2σ)Bt})

= X2
0 exp[(2b + σ2)t]

On en d’eduit VarXt = x2e2bt(eσ2t − 1).
Le ratio de Sharpe est

E(Xt)− x√
VarXt

2.6.1 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Théorème 2.6.1 L’équation de Langevin

Vt = −
∫ t

0

aVsds + σBt + V0, (2.11)

a pour unique solution

Vt = e−taV0 +
∫ t

0

e−(t−s)aσdBs. (2.12)

On écrit l’équation (2.11) sous forme condensée

dVt + aVtdt = σdBt, V0 donné

les données du problème sont la variable aléatoire V0, le Brownien B et les constantes a et σ.

Démonstration: Soit X = (Xt, t ≥ 0) le processus défini par le second membre de (2.12).
Nous allons vérifier que X est solution de l’équation (2.11). En utilisant la formule d’intégration
par parties, on transforme l’intégrale

∫ t

0

e−(t−s)aσdBs = σe−at

∫ t

0

esadBs = σe−at[eatBt − a

∫ t

0

esaBsds)

On en déduit que Xt = e−taV0 + σBt − σe−ata
∫ t

0
esaBsds. On s’attache ensuite au calcul de

∫ t

0

Xsds =
∫ t

0

e−saV0ds + σ

∫ t

0

Bsds− aσ

∫ t

0

e−as
(∫ s

0

euaBudu
)
ds
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L’intégrale double qui apparait au second membre est
∫ t

0

dueuaBu

∫ t

u

dse−as =
1
a

[∫ t

0

Bsds− e−at

∫ t

0

e−asds
]

ce qui conduit à

a

∫ t

0

Xsds = V0(1− e−at) + σa

∫ t

0

ea(s−t)Bs ds = −Xt + σBt + V0

d’où X vérifie (2.11). 2

On peut également poser Yt = e−atVt et appliquer la formule d’intégration par parties

dYt = e−atdVt − ae−atVtdt = e−atσdBt

dont la solution est Yt = Y0 +
∫ t

0
e−asσdBs.

Proposition 2.6.2 Si V0 est une v.a.r. gaussienne indépendante du brownien (en particulier
si V0 est une constante), le processus V , appellé processus d’Ornstein-Uhlenbeck est gaussien
d’espérance et de covariance

E(Vt) = e−taE(V0),

cov[Vs, Vt] = e−save−ta +
∫ s

0

e−(s−u)aσ2e−(t−u)a du , s ≤ t

si v désigne la variance de V0.
Le processus V est un processus de Markov.

Démonstration: En effet, d’aprés (2.12), E(Vt) = e−taE(V0) car l’espérance de l’intégrale
stochastique est nulle (la fonction esa est de carré intégrable sur tout intervalle fini). Toujours
d’après (2.12),

cov[Vs, Vt] = cov(V0e
−as + σe−as

∫ s

0

eaudBu , V0e
−at + σe−at

∫ t

0

eaudBu)

= cov(V0e
−as , V0e

−at) + σ2e−ase−atcov(
∫ s

0

eaudBu ,

∫ t

0

eaudBu )

= ve−ase−at + σ2e−ase−at

∫ s∧t

0

e2au du ,

Le caractère gaussien2 est facile à établir.
L’unicité se montre en vérifiant que si V1 et V2 sont solutions, V1−V2 est solution d’une équation
différentielle déterministe. 2

En particulier, si V0 est une constante (v = 0)

cov[Vs, Vt] =
σ2

2a
e−a(s+t)(e2as − 1)

et Var(Vt) =
σ2

2a
(1− exp−2at).

En écrivant Vs = e−saV0 +
∫ s

0
e−(s−u)aσdBu et Vse

(s−t)a = e−taV0 +
∫ s

0
e−(t−u)aσdBu on en

déduit, pour s ≤ t

Vt = Vse
−(t−s)a +

∫ t

s

e−(t−u)aσdBu

2“An interesting study in the laws of probability.” H. Poirot, Sad Cypress, A. Christie.
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ou encore

Vt+s = Vse
−ta +

∫ t

0

e−(t−u)aσdB̃u

où le processus B̃ défini par B̃u = Bs+u − Bs est un MB indépendant de Fs (donc de Vs). En
particulier E(f(Vt+s)|Fs) = E(f(Vse

−ta + Y )|Fs) = E(f(Vt+s)|Vs) (dans cette égalité Y est une
v.a. indépendante de Fs) ce qui établit le caractère markovien de V . Le calcul explicite peut se
faire en utilisant que

E(f(V (x)
s e−ta + Y )|Fs) = Ψ(V (x)

s )

avec Ψ(y) = E(f(ye−ta +Y )) = E(f(V (y)
t )) où V (x) est la solution de l’équation de valeur initiale

x, soit V
(x)
t = e−tax +

∫ t

0
e−(t−s)aσdBs.

Proposition 2.6.3 La variable aléatoire
∫ t

0

Vsds est une v.a. gaussienne, de moyenne V0
1−e−at

a

et de variance − σ2

2a3
(1− e−at)2 +

σ2

a2
(t− 1− e−at

a
).

Démonstration: Voir le paragraphe suivant. 2

2.6.2 Modèle de Vasicek

Une généralisation du modèle précédent est l’équation

drt = a(b− rt)dt + σdBt. (2.13)

Sous cette forme, elle est utilisée pour étudier l’évolution des taux d’intérêt (modèle de Va-
sicek). La forme explicite de la solution est

rt = (r0 − b)e−at + b + σ

∫ t

0

e−a(t−u)dBu.

(Il suffit de poser rt−b = Vt, le processus V est alors solution de l‘équation de Langevin. L’égalité

rt = (rs − b)e−a(t−s) + b + σ

∫ t

s

e−a(t−u)dBu, s ≤ t

établit le caractère Markovien de r. Si r0 est une constante, rt est une variable gaussienne de
moyenne (r0−b)e−at +b, et de variance σ2

2a (1−exp−2at). En particulier, ce n’est pas une variable
positive. Le processus r est gaussien de covariance Cov(rs, rt) = σ2

2a e−a(s+t)(e2as − 1) pour s ≤ t.
L’expression explicite de (rt, t ≥ s) en fonction de rs montre que, conditionnellement à Fs, la
v.a. rt+s est variable gaussienne de moyenne (rs − b)e−at + b, et de variance σ2

2a (1 − exp−2at).
De même, conditionnellement à Fs, le processus (rt+s, t ≥ 0) est un processus de Vasicek de
paramètres (a, b, σ) et de condition initiale rs.
On en déduit

Proposition 2.6.4 Pout s < t, l’espérance et le variance conditionnelle de r sont

E(rt|rs) = (rs − b)e−a(t−s) + b

vars (rt) =
σ2
2a

(1− e−2a(t−s))

Proposition 2.6.5 La variable
∫ t

0
rsds est une variable gaussienne de moyenne

E(
∫ t

0

rsds) = bt + (r0 − b)
1− e−at

a

et de variance − σ2

2a3
(1− e−at)2 +

σ2

a2
(t− 1− e−at

a
).
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Démonstration: Par définition rt = r0 + abt− a

∫ t

0

rsds + σBt. D’où

∫ t

0

rsds =
1
a
[−rt + r0 + abt + σBt] =

1
a
[−(r0 − b)e−at − b− σ

∫ t

0

e−a(t−u)dBu + r0 + abt + σBt].

Plus généralement, on a, pour t ≥ s

E(
∫ t

s

ru du|Fs) = b(t− s) + (rs − b)
1− e−a(t−s)

a
= M(t, s)

Var s(
∫ t

s

ru du) = − σ2

2a3
(1− e−a(t−s))2 +

σ2

a2
(t− s− 1− e−a(t−s)

a
) = V (t, s)

où Vars désigne la variance conditionnelle par rapport à Fs.
La variable

∫ t

s
ru du est une variable gaussienne dont on connait, conditionnellement à Fs l’espérance

et la variance. On en déduit

E(exp−
∫ t

s

ru du |Fs) = exp(−M(t, s) +
1
2
V (t, s)) .

Ces calculs sont utiles pour valoriser des zéro-coupons en finance : si B(t, T ) est la valeur d’un
ZC de maturité T , on a B(t, T ) = E(exp

(
− ∫ T

t
rudu

)
|Ft) et

B(t, T ) = exp
[
b(t− s) + (rs − b)

1− e−a(t−s)

a
− σ2

4a3
(1− e−a(t−s))2 +

σ2

2sa2
(t− s− 1− e−a(t−s)

a
)
]



Chapter 3

INTÉGRALE STOCHASTIQUE

On se donne un espace (Ω,F , P ) et un mouvement Brownien B sur cet espace. On désigne par
Ft = σ(Bs, s ≤ t) la filtration naturelle du mouvement Brownien.

3.1 Définition

On veut généraliser1 l’intégrale de Wiener et définir
∫ t

0
θsdBs pour des processus stochastiques θ.

3.1.1 Cas de processus étagés

On dit qu’un processus θ est étagé (ou élémentaire) s’il existe une suite de réels tj , 0 ≤ t0 ≤
t1 . . . ≤ tn et une suite de variables aléatoires θj telles que θj soit Ftj -mesurable, appartienne à
L2(Ω) et que θt = θj pour tout t ∈]tj , tj+1], soit θs(ω) =

∑n−1
j=0 θj(ω)11]tj ,tj+1](s) .

On définit alors ∫ ∞

0

θsdBs =
n−1∑

j=0

θj(B(tj+1)−B(tj)).

On a E(
∫∞
0

θsdBs) = 0 et Var (
∫∞
0

θsdBs) = E[
∫∞
0

θ2
s ds].

On obtient ∫ t

0

θsdBs =
n−1∑

j=0

θj(B(tj+1 ∧ t)−B(tj ∧ t)).

ce qui établit la continuité de l’application t → ∫ t

0
θsdBs. Si Tj , 0 ≤ T0 ≤ T1 . . . ≤ Tn est une

suite croissante de temps d’arrêt, et si θs =
∑n−1

j=0 θj11]Tj ,Tj+1](s) où θj est une suite de variables
aléatoires telles que θj soit FTj -mesurable, appartienne à L2(Ω), on définit alors

∫ t

0

θsdBs =
n−1∑

j=0

θj(B(Tj+1 ∧ t)−B(Tj ∧ t)).

3.1.2 Cas général

On peut prolonger la définition de l’intégrale de Wiener à une classe plus grande de processus.
On perd le caractère gaussien de l’intégrale, ce qui est déja le cas pour le cas de processus étagé.

1“Je marche vers mon but, je vais mon chemin; je sauterai par dessus les hésitants.” Ainsi parlait Zarathoustra.
Nietzsche.

41
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On définit les processus càglàd de carré intégrable (appartenant à L2(Ω×IR+) ) comme l’ensemble
Γ des processus θ adaptés continus à gauche limités à droite, (Ft)-adaptés tels que

‖θ‖2 def
= E[

∫ ∞

0

θ2
t dt] < ∞.

Les processus étagés appartiennent à Γ. On dit que θn converge vers θ dans L2(Ω × IR+) si
‖θ − θn‖2 → 0 quand n →∞.
L’application θ → ||θ|| définit une norme qui fait de Γ un espace complet.

On peut définir
∫∞
0

θsdBs pour tous les processus θ de Γ: on approche θ par des processus
étagés, soit θ = limn→∞ θn où θn =

∑k(n)
j=1 θ̃n

j 1]tj ,tj+1], avec θ̃n
j ∈ Ftj

la limite étant au sens de
L2(Ω× IR).
L’intégrale

∫∞
0

θsdBs est alors la limite dans L2(Ω) des sommes
∑k(n)

j=1 θ̃n
j (B(tj+1)−B(tj)) dont

l’espérance est 0 et la variance E[
∑

j θ̃2
j (tj+1 − tj)].

On a alors E(
∫∞
0

θsdBs) = 0 et E
(∫∞

0
θsdBs

)2
= E(

∫∞
0

θ2
s ds).

On note
∫ t

0
θsdBs

def
=

∫∞
0

θs11[0,t](s) dBs. Si θ est étagé
∫ t

0
θsdBs =

∑
i θi(Bti+1∧t −Bti∧t).

Plus généralement, si τ est un temps d’arrêt, le processus 11]0,τ ](t) est adapté et on définit

∫ τ∧t

0

θsdBs =
∫ t

0

θs11]0,τ ](s)dBs

3.2 Propriétés

On note Λ l’ensemble L2
loc(Ω × IR+) des processus θ adaptés càglàd vérifiant E(

∫ t

0
θ2

s(ω)ds) <
∞ , ∀t.

3.2.1 Linéarité.

Soit a et b des constantes et (θi; i = 1, 2) deux processus de Λ. On a

∫ t

0

(
aθ1

s + bθ2
s

)
dBs = a

∫ t

0

θ1
sdBs + b

∫ t

0

θ2
sdBs

3.2.2 Propriétés de martingale

Proposition 3.2.1 Soit Mt =
∫ t

0
θsdBs, où θ ∈ Λ.

a) Le processus M est une martingale, à trajectoires continues.

b) Soit Nt =
(∫ t

0

θsdBs

)2

−
∫ t

0

θ2
sds. Le processus (Nt , t ≥ 0) est une martingale.

Démonstration: Toutes ces propriétés se démontrent pour des processus étagés, puis pour
les processus de Λ par passage à la limite. 2 La propriété de martingale s’écrit

E

(∫ t

0

θudBu |Fs

)
=

∫ s

0

θudBu, ∀t ≥ s,

ou

E

(∫ t

s

θudBu |Fs

)
= 0
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et implique en particulier que E(
∫ t

s
θudBu) = 0.

La propriété b) équivaut à E

[(∫ t

s

θudBu

)2

|Fs

]
= E

[∫ t

s

θ2
udu|Fs

]
.

Si l’on veut définir Mt pour t ≤ T , il suffit de demander que θ ∈ L2(Ω × [0, T ]), c’est à dire
E(

∫ T

0
θ2

t dt) < ∞ et que θ soit adapté. Sous cette condition, (Mt, t ≤ T ) est encore une martingale.

Corollaire 3.2.1 L’espérance de Mt est nulle et sa variance est égale à
∫ t

0
E {θs}2 ds.

Soit φ ∈ Λ. E
(∫ t

0
θsdBs

∫ t

0
φsdBs

)
= E

(∫ t

0
θs φsds

)
.

Si Mt(θ) =
∫ t

0
θsdBs et Mt(ϕ) =

∫ t

0
ϕsdBs, le processus

Mt(θ)Mt(ϕ)−
∫ t

0

θsϕsds

est une martingale.

Démonstration: Il suffit de remarquer que
∫ t

0
(θs + φs)dBs et

(∫ t

0

(θs + φs)dBs

)2

−
∫ t

0

(θs + φs)2ds

sont des martingales. 2

Proposition 3.2.2 Soit τ un temps d’arrêt et θ un processus FB-adapté tel que E
(∫ τ

0
θ2

sds
)

< ∞.

Alors E
(∫ τ

0
θsdBs

)
= 0 et E

(∫ τ

0
θsdBs

)2
= E

(∫ τ

0
θ2

sds

)
.

Application: si θ = 1 et τ = inf{t : Bt + νt = a}. Pour aν > 0, on a E(τ) < ∞ et par suite
E(Bτ ) = 0 = a− νE(τ).

3.2.3 Un exemple

Proposition 3.2.3 Pour tout t on a
∫ t

0

BsdBs =
1
2
(B2

t − t)

Démonstration: Par définition
∫ t

0

BsdBs = lim
∑

Bti(Bti+1 −Bti)

L’égalité

2
n∑

i=0

Bti(Bti+1 −Bti) =
n∑

i=0

(B2
ti+1

−B2
ti

)−
n∑

i=0

(Bti+1 −Bti)
2

montre que
∫ t

0

BsdBs =
1
2
[B2

t − lim
n

n∑

i=0

(Bti+1 −Bti)
2] =

1
2
[B2

t − t]. 2

3.2.4 Martingale locale

On peut définir
∫ t

0
θs dBs pour des processus adaptés càglàd qui n’appartiennent pas néces-

sairement à L2(Ω × IR), mais qui vérifient pour tout t,
∫ t

0
θ2(s, ω) ds < ∞ p.s. Dans ce cas

M n’est pas une martingale mais une martingale locale et E(Mt) peut être non nul. On utilise
souvent qu’une martingale locale positive est une surmartingale (appliquer le lemme de Fatou).
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3.2.5 Inégalité maximale

On a souvent besoin de majorations d’intégrales stochastiques. L’inégalité de Doob conduit à

Proposition 3.2.4 Soit θ ∈ Λ

E([sup
s≤T

∫ s

0

θudBu]2) ≤ 4E([
∫ T

0

θudBu]2) = 4
∫ T

0

E[θ2
u]du

3.3 Processus d’Itô

3.3.1 Définition

Un processus X est un processus d’Itô si

Xt = x +
∫ t

0

bs ds +
∫ t

0

σs dBs

où b est un processus adapté tel que
∫ t

0
|bs| ds existe (au sens Lebesgue) p.s. pour tout t, et σ un

processus appartenant à Λ.
On utilise la notation plus concise suivante

{
dXt = bt dt + σt dBt,
X0 = x

Le coefficient b est le drift ou la dérive, σ est le coefficient de diffusion.
L’écriture dXt = bt dt + σt dBt est unique (sous réserve que les processus b et σ vérifient les
conditions d’intégrabilité). Ceci signifie que si

dXt = bt dt + σt dBt = b̃t dt + σ̃t dBt

alors b = b̃; σ = σ̃. En particulier, si X est une martingale locale alors b = 0 et réciproquement.
On peut définir un processus d’Itô pour des coefficients de diffusion tels que

∫ t

0
σ2

s ds < ∞P.p.s.

mais on perd la propriété de martingale de l’intégrale stochastique. La partie x +
∫ t

0
bs ds est la

partie à variation finie. Si un processus A à variation finie ets une martingale, il est constant. En
effet, si A0 = 0 = 0, A2

t = 2
∫ t

0
AsdAs et par suite E(A2

t ) = 0.

3.3.2 Propriétés

Si σ appartient à Λ, on a E(Xt) = E(X0) +
∫ t

0
E(bs)ds, et

∀t ≥ s, E(Xt |Fs ) = X0 +
∫ s

0

bu du + E(
∫ t

s

bu du |Fs ) +
∫ s

0

σu dBu = Xs + E(
∫ t

s

bu du |Fs ).

Si b ≡ 0 et σ ∈ Λ, le processus X est une martingale continue.
On verra que la réciproque est vraie: sous certaines conditions d’intégrabilité et de mesurabilité,
toute martingale continue s’écrit x +

∫ t

0
φsdBs.

3.3.3 Intégrale par rapport à un processus d’Itô.

Soit X un processus d’Itô de décomposition dXt = btdt + σt dBt. On note (sous réserve de
conditions d’intégrabilité)

∫ t

0

θsdXs
def
=

∫ t

0

θsbsds +
∫ t

0

θsσsdBs.
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3.3.4 Crochet d’un processus d’Itô

Soit Z une martingale continue de carré intégrable (telle que E(supt Z2
t ) < ∞). On peut montrer

(Voir Revuz-Yor) qu’il existe un processus croissant continu A tel que (Z2
t − At, t ≥ 0) est une

martingale. Le processus A est appellé le “crochet oblique”, ou le crochet de Z. On le note très
souvent At = 〈Z, Z〉t ou encore 〈Z〉t. Idée de la preuve

Z2
t = Z2

0 +
∑

(Z2
t∧tk+1

− Z2
t∧tk

= Z2
0 + 2

∑
Zt∧tk+1(Z

2
t∧tk+1

− Zt∧tk
+

∑
(Zt∧tk+1 − Z2

t∧tk

→ Z2
0 + 2

∫ t

0

ZsdZs + At .

En utilisant ce vocabulaire cher aux probabilistes, nous avons établi que le crochet du Brownien

est t et que le crochet de l’intégrale stochastique (Mt =
∫ t

0

θsdBs) est
∫ t

0

θ2
sds.

Si M et N sont deux martingales locales continues, on définit leur crochet par < M, N >t=
1
2
(<

M + N, M + N >t − < M, M >t − < N, N >t). C’est l’unique processus à variation finie
tel que le processus MN− < M, N > est une martingale locale. Le crochet de deux intégrales

stochastiques Xt = x +
∫ t

0

HsdBs , Yt = y +
∫ t

0

KsdBs est < X, Y >t=
∫ t

0

HsKsds.

Proposition 3.3.1 Le crochet de deux martingales continues M et N est égal à la variation
quadratique de ces processus

< M,N >t= lim
n∑

i=1

(Mti+1 −Mti) (Nti+1 −Nti)

Il en résulte que si P et Q sont équivalentes, le crochet de M sous P et sous Q sont égaux. On
dit que deux martingales continues sont orthogonales si leur crochet est nul, ou si leur produit est
une martingale.

Si M est une martingale locale continue, on a équivalence entre E〈M〉t < ∞ et (Ms, s ≤ t)
est une martingale L2 bornée.

On étend la définition du crochet aux processus d’Itô: si

dXi(t) = bi(t)dt + σi(t)dBt, i = 1, 2

sont deux processus d’Itô, leur crochet est par définition le crochet de leur partie martingale. Cela
tient à la propriété 3.3.1.
Nous en déduisons une nouvelle forme de la définition de Browniens corrélés: deux Browniens
sont corrélés si leur crochet est ρt. On définit le crochet du processus d’Itô X comme étant le

crochet de sa partie martingale. Le crochet de X est At = 〈X〉t =
∫ t

0

σ2
sds. On caractérise le

mouvement Brownien en disant que c’est une martingale continue d’espérance nulle et de crochet
t.

3.4 Lemme d’Itô

Dans ce qui suit, X est un processus d’Itô de décomposition dXt = btdt+σt dBt. Nous renvoyons
à Revuz-Yor pour la démonstration basée sur la formule de Taylor et la propriété 3.3.1 du crochet.
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3.4.1 Première forme

Théorème 3.4.1 Soit f une fonction de IR dans IR, de classe C2 à dérivées bornées. Alors

f(Xt) = f(X0) +
∫ t

0

f ′(Xs)dXs +
1
2

∫ t

0

f ′′(Xs)σ2
sds.

Idée de la preuve

f(Xt) = f(X0) +
∑

f(Xtk+1)− f(Xtk
)

f(Xtk+1)− f(Xtk
) = f ′(Xtk

)(Xtk+1 −Xtk
) +

1
2
f ′′(Xtk

(Xtk+1 −Xtk
)2 + o((Xtk+1 −Xtk

))

et on passe à la limite.
Sous forme condensée

df(Xt) = f ′(Xt)dXt +
1
2
f ′′(Xt)σ2

t dt,

ou encore
df(Xt) = f ′(Xt)btdt +

1
2
f ′′(Xt)σ2

t dt + f ′(Xt)σtdBt ,

et en utilisant le crochet

df(Xt) = f ′(Xt)btdt +
1
2
f ′′(Xt) d〈X〉t + f ′(Xt)σtdBt.

La condition de bornitude des dérivées n’est exigée que pour l’existence des intégrales et pour
la propriété de martingale de l’intégrale stochastique.
La formule est facile à mémoriser en notant sa ressemblance avec la formule de Taylor, sous la
forme

df(Xt) = f ′(Xt)dXt +
1
2
f ′′(Xt)dXt · dXt,

et la règle de multiplication

dt · dt = 0, dt · dBt = 0, dBt · dBt = dt

Applications: 1.) Calcul de E(f(Xt)) et de E(f(Xt) |Fs ) (si f ′ et σ sont bornés)

E(f(Xt)) = E(f(X0)) + E
(∫ t

0
[f ′(Xs)bs + 1

2f ′′(Xs)σ2
s ]ds

)

= E(f(X0)) +
(∫ t

0
E[f ′(Xs)bs + 1

2f ′′(Xs)σ2
s ]ds

)
.

On retrouve, pour Xt = Bt, les résultats de la proposition 4, chapitre 2.
On obtient également

E(f(Xt) |Fs ) = f(Xs) + E
(∫ t

s
[f ′(Xu)b(u) + 1

2f ′′(Xu)σ2
u]du |Fs

)

= f(Xs) +
∫ t

s
E[f ′(Xu)b(u) + 1

2f ′′(Xu)σ2
u|Fs]du.

On prendra garde à ne pas intervertir intégrale et conditionnement pour des intégrales stochas-
tiques.
2.) Calcul de

∫ t

0
BsdBs = 1

2 (B2
t − t).

3.) Calcul de d(exp Xt) = (expXt)(dXt + 1
2σ2

t dt).
4.) Une solution de dSt = St(µdt + σdWt) est St = xeXt avec Xt = (µ− 1

2σ2)t + σWt. On peut
montrer que c’est la seule solution.(Voir Sect. ??)).
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Proposition 3.4.1 Supposons que

Xt = X0 +
∫ t

0

b(Xs) ds +
∫ t

0

σ(Xs) dBs

où b et σ sont des fonctions de IR dans IR bornées. Si f est une fonction de IR dans IR de classe
C2 à dérivées bornées et vérifiant

∀x, b(x)f ′(x) +
1
2
σ2(x)f ′′(x) = 0,

le processus f(X) est une martingale.

Démonstration: Cela résulte directement de la formule d’Itô. 2

La fonction f est souvent appellée fonction d’échelle. Elle est déterminée, à deux constantes
près par les fonctions b et σ par

f(x) =
∫ x

c

exp
(
−2

∫ u

c

b(v)/σ2(v) dv

)
du .

On peut affaiblir la condition sur la bornitude des dérivées qui n’est utilisée que pour assurer
l’existence des intégrales et la propriété de martingale.
L’opérateur L qui à f ∈ C2 fait correspondre Lf(x) = b(x)f ′(x) + 1

2σ2(x)f ′′(x) est le générateur
infinitésimal de la diffusion X ou aussi le Dynkin. Il vérifie

Lf(x) = lim
t→0

Ex(f(Xt))− f(x)
t

.

3.4.2 Fonction dépendant du temps

Théorème 3.4.2 Soit f une fonction définie sur IR+× IR de classe C1 par rapport à t, de classe
C2 par rapport à x, à dérivées bornées, on a

f(t,Xt) = f(0, X0) +
∫ t

0

f ′t(s, Xs)ds +
∫ t

0

f ′x(s,Xs)dXs +
1
2

∫ t

0

f ′′xx(s,Xs)σ2
sds.

Ce que l’on note

df(t,Xt) = [f ′t(t,Xt) +
1
2
f ′′xx(t,Xt)σ2

t ]dt + f ′x(t, Xt)dXt

= f ′t(t, Xt)dt + f ′x(t,Xt)dXt +
1
2
f ′′xx(t,Xt)d〈X〉t

Applications:
1.) Soit X un processus tel que

Xt = X0 +
∫ t

0

b(s,Xs) ds +
∫ t

0

σ(s,Xs) dBs.

Si f est une fonction de IR+ × IR dans IR telle que σf ′x est bornée et

f ′t(t, x) + b(t, x)f ′x(t, x) +
1
2
σ2(t, x)f ′′xx(t, x) = 0

alors (f(t,Xt), t ≥ 0) est une martingale.
L’opérateur L défini sur les fonctions de C1,2 par

L(f)(t, x) = b(t, x)f ′x(t, x) +
1
2
σ2(t, x)f ′′xx(t, x)
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est le générateur infinitésimal de la diffusion.
Si f est une fonction de IR+ × IR dans IR telle que σf ′x est bornée et

f ′t(t, x) + b(t, x)f ′x(t, x) +
1
2
σ2(t, x)f ′′xx(t, x) = rf(t, x) (3.1)

alors (e−rtf(t,Xt), t ≥ 0) est une martingale. Dans ce cas, e−rtf(t, Xt) = E(e−rT f(T, XT )|Ft).
Si f vérifie f(T, x) = h(x) et est solution de (3.1), on a e−rtf(t,Xt) = E(e−rT h(XT )|Ft).
2.) Soit X un processus (Brownien géométrique) tel que

dXt = Xt(rdt + σdBt),

où r et σ sont des constantes. Alors le processus (e−rtXt, t ≥ 0) est une martingale. Il suffit de
remarquer que d(e−rtXt) = e−rtXtσdBt et de vérifier les conditions d’intégrabilité.
La solution de dXt = Xt(rdt + σdBt), X0 = x où r et σ sont des constantes est Xt = x exp(rt +
σBt − 1

2σ2t). On dit que X est un Brownien géométrique, ou processus log-normal.
3 .) Soit X un processus dXt = Xt(b(t)dt+σ(t)dBt), où b et σ sont des fonctions (X est dit Brown-

ien géométrique à coefficients déterministes). Alors le processus (exp
(
−

∫ t

0

b(s)ds

)
Xt, t ≥ 0)

est une martingale.

3.4.3 Cas multidimensionnel

Théorème 3.4.3 Soit (Xi, i = 1, 2) deux processus d’Itô tels que

dXi(t) = bi(t)dt + σi(t)dBt.

Soit f une fonction de IR2 dans IR de classe C2. On a

df(X1(t), X2(t)) = f ′1(X1(t), X2(t)) dX1(t) + f ′2(X1(t), X2(t)) dX2(t)

+
1
2

(
f ′′11σ

2
1(t) + 2f ′′12σ1(t)σ2(t) + f ′′22σ

2
2(t)

)
(X1(t), X2(t)) dt

où f ′i désigne la dérivée par rapport à xi, i = 1, 2 et f ′′ij la dérivée seconde par rapport à xi, xj.

Sous forme condensée, on écrit

df(X1, X2)(t) =
2∑

i=1

f ′i(X1(t), X2(t)) dXi(t) +
1
2

∑

i,j

f ′′ij(X1(t), X2(t))σiσj dt

Intégration par parties, crochet

La formule d’Itô montre que d[X1X2](t) = X1(t) dX2(t) + X2(t) dX1(t) + σ1(t)σ2(t) dt.
Cette formule est connue sous le nom d’intégration par parties. La quantité σ1(t)σ2(t) correspond
au crochet de X1, X2, noté < X1, X2 > et défini comme le processus à variation finie < X1, X2 >t=∫ t

0

σ1(s)σ2(s)ds.

3.4.4 Cas du Brownien multidimensionnel.

Théorème 3.4.4 Soit (Xi, i = 1, 2) deux processus d’Itô tels que

dXi(t) = bi(t) dt + σi(t)dBi(t)
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où B1 et B2 sont deux Browniens indépendants. On a

df(X1(t), X2(t)) = f ′1(X1(t), X2(t)) dX1(t) + f ′2(X1(t), X2(t)) dX2(t)

+
1
2

[f ′′11(X1(t), X2(t))σ2
1(t) + f ′′22(X1(t), X2(t))σ2

2(t)] dt.

Cas général : Soit (Xt, t ≥ 0) un processus d’Itô multidimensionnel de composantes (Xi(t), i ≤ n),
tel que dXt = ut dt + vtdBt, soit




dX1

dX2

. . .
dXn


 =




u1

u2

. . .
un


 dt +




v1,1 v1,2 . . . . . . v1,p

v2,1 v2,2 . . . . . . v2,p

. . . . . . . . . . . . . . .
vp,1 vp,2 . . . . . . vn,p







dB1

dB2

. . .
dBp




Soit f une fonction définie sur IR+ ×Rn de classe C1,2. Alors

df(t,Xt) = f ′t(t,Xt)dt +
n∑

i=1

f ′i(t,Xt)dXi(t) +
1
2

n∑

i,j=1

f ′′ij(t, Xt)dXi(t) dXj(t)

où l’on utilise les conventions d’écriture

dBidBj = δijdt, dBidt = 0, dtdt = 0

Cas corrélé:

Théorème 3.4.5 Soit (Xi, i = 1, 2) deux processus d’Itô tels que

dXi(t) = bi(t) dt + σi(t)dBi(t)

où B1 et B2 sont deux Browniens de corrélation ρ. On a

df(X1(t), X2(t)) = f ′1(X1(t), X2(t)) dX1(t) + f ′2(X1(t), X2(t)) dX2(t)

+
1
2

[f ′′11(X1(t), X2(t))σ2
1(t) + 2f ′′12(X1(t), X2(t))ρσ1(t)σ2(t) + f ′′22(X1(t), X2(t))σ2

2(t)] dt.

On doit modifier la table de multiplication en écrivant dB1dB2 = ρdt. On remarque que si B1

et B2 sont indépendants, ils sont non corrélés (et réciproquement) ce qui est heureux pour la
terminologie, mais pas tout à fait trivial (voir ce qui suit).

Application

Revenons au Browniens corrélés. On note Bi les browniens corrélés et B3 le brownien construit
au moyen de B1 et B2 par

B3 =
1√

1− ρ2
(B2 − ρB1)

. Soit Mi(λ, t) = exp(λBi(t)− 1
2λ2t). Ces processus sont des martingales pour toute valeur de λ

et dMi(t) = λMi(t)dBi(t). D’où, en utilisant que le crochet de B3 et B1 est nul (par linéarité)
d[M1M3](t) = M1(t)dM3(t)+M3(t)dM1(t). Ce produit est une martingale, ce qui implique, après
un petit calcul que

E (exp (λB1(t) + µB3(t))) = E (exp [λB1(t)]) E (exp (µB3(t)])

d’où l’indépendance souhaitée de B1(t) et B3(t). Pour obtenir l’indépendance des processus,

utiliser Mi(t) = exp(
∫ t

0

λ(s)dBi(s)− 1
2

∫ t

0

λ2(s)ds).
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3.4.5 Application à la formule de Black et Scholes

3.4.6 APT évaluation

On suppose avoir un marché financier où il y a :
1) un actif sans risque dont le prix S0 vérifie dS0(t) = S0(t)rdt où r est une constante
2) un actif risqué dont le prix S(t) vérifie

dS(t) = S(t)(bdt + σdBt),

où B est un mouvement Brownien, et b, σ des constantes. On étudie un actif contingent de payoff
h(ST ). Le cas d’un call Européen correspond à h(x) = (x−K)+.
Le prix d’un call de maturité T et de prix d’exercice K est une fonction C(t, S(t)).
On se constitue un portefeuille composé d’un call et de βt parts de l’actif risqué. La valeur de ce
portefeuille est Vt = C(t, St) + βtSt. On suppose que dVt = dCt + βtdSt (Cette condition est une
condition d’autofinancement et ne doit être en aucun cas confondue avec une formule d’Itô).
En utilisant la formule d’Itô, on a

dVt =
(

∂C

∂x
Stb +

∂C

∂t
+

1
2

∂2C

∂2x2
σ2S2

t

)
dt + βtbStdt +

(
∂C

∂x
σSt + βtσSt

)
dBt.

Le portefeuille est sans risque si ∂C
∂x σSt + βtσSt = 0, soit βt = −∂C

∂x et de rendement r si
dVt = rVtdt soit dCt + βtdSt = r(Ct + βtSt)dt d’où, en remplaçant β par sa valeur

rSt
∂C

∂x
(t, St) +

∂C

∂t
+ σ2S2

t

1
2

∂2C

∂x2
(t, St)− rC(t, St) = 0

avec C(T, ST ) = h(ST ). Soit, en notant que St est une v.a. qui admet une densité strictement
positive sur IR+ (et qui prend toutes les valeurs de IR+)

rx
∂C

∂x
(t, x) +

∂C

∂t
(t, x) + σ2x2 1

2
∂2C

∂2x
(t, x)− rC(t, x) = 0 , ∀w ≥ 0, ∀t ≥ 0

avec C(T, x) = h(x).
L’équation aux dérivées partielles peut être résolue par des méthodes classiques d’EDP.

Portefeuille dupliquant

On reprend l’étude de la valorisation d’un actif contingent de payoff h(ST ) sur un sous jacent de
dynamique

dSt = St(b dt + σdWt) .

On note C(t, St) la valeur de l’actif contingent à la date t. On constitue un portefeuille constitué
de αt parts de l’actif sans risque et γt parts de l’actif risqué. Sa valeur à l’instant t est Vt :=
αtS

0
t + γtSt. On suppose que dVt = αtdS0

t + γtdSt (hypothèse d’autofinancement).
Le portefeuille duplique l’actif contingent si αtS

0
t + γtSt = C(t, St), soit en identifiant les

termes en dt et dWt dans dVt et dCt: (on utilise l’unicité de la décomposition d’un processus d’Itô
en processus à variation finie et martingale) : γtStσ = ∂C

∂x (t, St)Stσ, soit γt = ∂C
∂x (t, St) et

αtrS
0
t + bγtSt =

∂C

∂x
(t, St)Stb +

∂C

∂t
(t, St) +

1
2

∂2C

∂x2
(t, St)σ2S2

t

= αtrS
0
t + St

∂C

∂x
(t, St)

En utilisant αtS
0
t + γtSt = C(t, St) on obtient αtS

0
t = C(t, St)− St

∂C

∂x
(t, St), d’où

∂C

∂x
(t, St)Str +

∂C

∂t
+

1
2

∂2C

∂x2
(t, St)σ2S2

t − rC(t, St) = 0



August 13, 2003 51

et C(T, ST ) = h(ST ).

Le processus S prend ses valeurs dans IR+, résoudre l’équation précédente pour un call eu-
ropéen revient à étudier

xr
∂C

∂x
(t, x) +

∂C

∂t
(t, x) + σ2x2 1

2
∂2C

∂x2
(t, x)− rC(t, x) = 0 , x ≥ 0 (3.2)

C(T, x) = (x−K)+.

On peut résoudre cette équation, et on trouve

C(t, x) = xN (d1)−Ke−r(T−t)N (d2)

avec
d1 =

1
σ
√

T − t

(
ln

( x

Ke−r(T−t)

))
+

1
2
σ
√

T − t, d2 = d1 − σ
√

T − t

la quantité Cx(t, x) = N (d1) représente la couverture (le nombre de parts d’actif sous jacent
utilisées pour répliquer l’option)

Remarque 3.4.1 En interprétant l’équation (3.2), (qui correspond à chercher f telle que e−rtf(t,Xt)
est une martingale) on voit que C(t, x) = E(e−r(T−t)(YT −K)+|Ft) avec dYt = Yt(rdt + σdBt).
Cette remarque est fondamentale en finance.
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Chapter 4

EQUATIONS
DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES

4.1 Equations différentielles stochastiques

4.1.1 Définition

Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme

Xt = x +
∫ t

0

b(s,Xs) ds +
∫ t

0

σ(s,Xs) dBs (4.1)

ou sous forme condensée
{

dXt = b(t,Xt)dt + σ(t,Xt) dBt,
X0 = x

L’inconnue est le processus X. Le problème est, comme pour une équation différentielle ordinaire,
de montrer que sous certaines conditions sur les coefficients, l’équation différentielle a une unique
solution. Il est utile de préciser les données.

Définition 4.1.1 Soit b et σ deux fonctions de IR+×IRn à valeurs réelles données. On se donne
également un espace (Ω,F , P ) muni d’une filtration (Ft) et un (Ft) mouvement brownien B sur
cet espace. Une solution de (4.1) est un processus X continu (Ft)-adapté tel que les intégrales∫ t

0
b(s, Xs) ds et

∫ t

0
σ(s,Xs) dBs ont un sens et l’égalité

Xt = x +
∫ t

0

b(s,Xs) ds +
∫ t

0

σ(s,Xs) dBs

est satisfaite pour tout t, P p.s. ( .

4.1.2 Théorème d’existence

Théorème 4.1.1 On suppose que
a- les fonctions b et σ sont continues,
b- il existe K tel que pour tout t ∈ [0, T ], x ∈ IR, y ∈ IR

i) |b(t, x)− b(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ K |x− y|

53
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ii) |b(t, x)|2 + |σ(t, x)|2 ≤ K2(1 + |x|2)
c- La condition initiale X0 est indépendante de (Bt, t ≥ 0) et est de carré intégrable,

alors il existe une unique solution de (4.1) à trajectoires continues pout t ≤ T . De plus cette
solution vérifie

E( sup
0≤t≤T

|Xt|2) < ∞.

La démonstration repose sur une méthode de pont fixe. A un processus U on associe le
processus Φ(U) par Φ(U)t = x +

∫ t

0
b(s, Us)ds +

∫ t

0
σ(s, Us)dBs. Sous les hypothèses du théorème

4.1.1, la solution est adaptée à la filtration naturelle du MB. On parle alors de solution forte.
L’unicité se traduit par : si X et Y sont deux solutions, P p.s.∀t ∈ [0, T ] Xt = Yt.
Ce théorème se généralise au cas de processus à valeurs dans IRn. Dans la pratique, ce théorème
est parfois insuffisant.
On peut énoncer un théorème sur IR:

Théorème 4.1.2 Soit ρ une fonction borélienne de ]0,∞[ dans lui-même telle que l’intégrale de
(ρ)−1 au voisinage de 0 diverge (par exemple ρ(x) =

√
x). Si |σ(s, x) − σ(s, y)|2 ≤ ρ(|x − y|) et

b est lipschitzienne, soit |b(s, x) − b(s, y)| ≤ Kt|x − y| pour tout x, y ∈ IR et s ≤ t, il existe une
unique solution de (4.1).

On trouvera dans Revuz-Yor (Ch IX, paragraphe 3) d’autres résultats.

4.1.3 Propriété de Markov

On note (Xt,x
s , s ≥ t) la solution de (4.1) partant de x à l’instant t, soit

Xt,x
s = x +

∫ s

t

b(u,Xt,x
u ) du +

∫ s

t

σ(u,Xt,x
u ) dBu .

Sous les conditions du théorème 4.1.1, on peut montrer que

X0,x
s = X

t,X0,x
t

s , s ≥ t.

ce qui montre que la solution de (4.1) est un processus de Markov par rapport à la filtration Ft:

E(f(Xs)|Ft) = E(f(Xs)|Xt) = Φ(s, t,Xt)

où Φ(s, t, x) = E(f(Xt,x
s )) , s ≥ t. Ce résultat est extrémement important et permet de calculer

facilement des espérances conditionnelles. En particulier si

Xt,x
s = x +

∫ s

t

b(Xt,x
u ) du +

∫ s

t

σ(Xt,x
u ) dBu

on obtient un processus de Markov homogène

E(f(Xs)|Ft) = E(f(Xs)|Xt) = Φ(s, t,Xt) = Ψ(s− t,Xt)

où Φ(s, t, x) = E(f(Xt,x
s )) = E(f(X0,x

s−t)) et Ψ(u, x) = E(f(X0,x
u )).

Attention: un couple (X, Y ) peut être Markovien sans que ses composantes le soient.

4.1.4 Théorème de comparaison

Théorème 4.1.3 Comparison theorem. Let

dXi(t) = bi(Xi(t))dt + σ(Xi(t))dWt , i = 1, 2

where bi is Lipschitz and [σ(x)−σ(y)]2 ≤ k|x−y|. Suppose that X1(0) ≥ X2(0) and b1(x) ≥ b2(x).
Then X1(t) ≥ X2(t)

(See [RY] chap. 9, par. 3 for a proof).
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4.1.5 Exemple : Martingale exponentielle

Proposition 4.1.1 Soit θ ∈ Λ et Z0 une constante. La solution de dZt = θtZtdBt est Zt =

Z0 exp[
∫ t

0
θsdBs− 1

2

∫ t

0
θ2

sds]. Si de plus E(exp[
1
2

∫ T

0

θ2
s ds]) < ∞, le processus (Zt, t ≤ T ) est une

martingale d’espérance Z0.

Démonstration: Par définition, Z est une martingale locale. On vérifie que Zt = Z0 exp[
∫ t

0
θsdBs−

1
2

∫ t

0
θ2

sds] est solution de l’équation proposée en utilisant la formule d’Itô. En notant Ut :=∫ t

0
θsdBs − 1

2

∫ t

0
θ2

sds, on a dUt = θtdBt − 1
2θ2

t dt, d’où dZt = (exp Ut)(dUt + 1
2θ2

t dt) = θtZtdBt. 2

Le processus Z, noté E(θB)t est appelé l’exponentielle de Doléans-Dade de θB. C’est une
martingale locale positive si Z0 > 0. Il est plus délicat de vérifier que c’est une martingale. La

condition E(exp[
1
2

∫ T

0

θ2
s ds]) < ∞ est la condition de Novikov. Sous cette condition, E(ZT ) =

Z0, et (Zt, t ≤ T ) est une martingale. Sinon, c’est une martingale locale positive, donc une
surmartingale, et E(Zt) ≤ Z0. On ne connait pas de conditions “plus faciles” à vérifier que la
condition de Novikov, sauf dans le cas suivant.

Lemme 4.1.1 Soit f telle que |f(t, x)− f(t, y)| ≤ C|x− y| et sup |f ′s, 0)| ≤ C. Alors,
∫ t

0

f(s,Bs)dBs − 1
2

∫ t

0

f(s,Bs)2ds

est une martingale.

4.2 Equations aux dérivées partielles

On se donne deux fonctions b et σ de [0, T ] × IR dans IR, vérifiant les hypothèses du théorème
4.1.1 concernant l’existence de solution d’EDS. Soit A l’opérateur défini sur les fonctions de C1,2

par

Af(t, x) := f ′t(t, x) + f ′x(t, x)b(t, x) +
1
2
f ′′xx(t, x)σ2(t, x).

Soit (Xx,t
u , u ≥ t) le processus d’Itô défini par

Xx,t
u = Xx,t

t +
∫ u

t

b(s,Xx,t
s ) ds +

∫ u

t

σ(s, Xx,t
s ) dBs, u ≥ t (4.2)

avec une condition initiale en t: Xx,t
t = x. On remarque que Af(t, x) = f ′t(t, x) + Lf(t, x) où L

est le générateur infinitésimal de X.

4.2.1 Problème parabolique

On cherche les solutions du problème (parabolique) suivant, avec une “donnée terminale”, c’est-à-
dire une fonction g de IR dans IR qui va préciser la valeur de la solution de l’équation aux dérivées
partielles en T . {

Af(t, x) = 0, ∀x ∈ IR, ∀t ∈ [0, T ]
f(T, x) = g(x) ∀x ∈ IR.

(4.3)

Si f est une solution du problème parabolique (4.3), et X une solution de (4.2), la formule d’Itô
conduit à

f(u,Xx,t
u ) = f(t, x) +

∫ u

t

f ′x(s,Xx,t
s )σ(s,Xx,t

s )dBs ,
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en particulier en T , on a

f(T,Xx,t
T ) = g(Xx,t

T ) = f(t, x) +
∫ T

t

f ′x(s,Xx,t
s )σ(s,Xx,t

s ) dBs

et si l’intégrale est une martingale (conditions d’intégrabilité sur f ′x et σ) on en déduit f(t, x) =
E(g(Xx,t

T )).

Théorème 4.2.1 Sous des conditions de régularité, la solution du problème parabolique

Af(t, x) = 0, ∀x ∈ IR, ∀t ∈ [0, T ]
f(T, x) = g(x) ∀x ∈ IR

est donnée par f(t, x) = E(g(Xx,t
T )), où Xx,t est le processus d’Itô défini par

Xx,t
u = Xx,t

t +
∫ u

t

b(s,Xx,t
s ) ds +

∫ u

t

σ(s, Xx,t
s ) dBs , u ≥ t

avec une condition initiale en t: Xx,t
t = x.

On écrit souvent ce résultat sous la forme équivalente suivante f(t, x) = Ex,t(g(XT )), où X est le
processus d’Itô défini par

dXs = b(s,Xs) ds + σ(s,Xs) dBs

l’espérance étant prise sous la probabilité Px,t qui est telle que processus X prend la valeur x à
l’instant t.

4.2.2 Généralisation

Soit α une constante positive. On cherche les solutions du problème (parabolique) suivant

Af(t, x) = αf(t, x), ∀x ∈ IR, ∀t ∈ [0, T ] (4.4)
f(T, x) = g(x). (4.5)

Si f est solution de (4.4), et X une solution de (4.2), la formule d’Itô entre t et T conduit à

f(T,Xx,t
T ) exp(−αT ) = f(t, x) exp(−αt) +

∫ T

t

f ′x(s,Xx,t
s )[exp−αs]σ(s, Xx,t

s )dBs,

et si l’intégrale est une martingale (conditions d’intégrabilité sur f ′x et σ ) on en déduit f(t, x) =
E[exp(−α(T−t))g(Xx,t

T )]. En exploitant le caractère Markovien, on a aussi f(t, x) = E(exp(−α(T−
t))g(XT ) |Xt = x) où

Xs = X0 +
∫ s

0

b(u,Xu) du +
∫ s

0

σ(u,Xu) dBu

Théorème 4.2.2 La solution du problème

αf(t, x) = f ′t(t, x) + f ′x(t, x)b(t, x) +
1
2
f ′′xx(t, x)σ2(t, x)

f(T, x) = g(x)

est donnée par
f(t, x) = Ex,t[ exp(−α(T − t))g(XT )].
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4.2.3 Formule de Black et Scholes

On a vu que l’évaluation d’une option Européene revenait à résoudre l’EDP

xr
∂C

∂x
(t, x) +

∂C

∂t
(t, x) + σ2x2 1

2
∂2C

∂2x
(t, x)− rC(t, x) = 0 , x ≥ 0

et C(T, x) = (x−K)+.

Le processus S prend ses valeurs dans IR+, résoudre l’équation précédente pour un call eu-
ropéen revient à étudier

xr
∂C

∂x
(t, x) +

∂C

∂t
(t, x) + σ2x2 1

2
∂2C

∂2x
(t, x)− rC(t, x) = 0 , x ≥ 0

et C(T, x) = (x−K)+.

Grâce aux résultats précédents sur les équations aux dérivées partielles, on voit que

C(t, x) = E(e−r(T−t)(Sx,t
T −K)+)

où dSx,t
u = Sx,t

u (rdu + σdBu), et Sx,t
t = x.

Le calcul de l’espérance se fait en remarquant que Sx,t
T = xeσ(T−t)G+(r−σ2/2)(T−t) où G est une

gaussienne. Explicitons le calcul pour t = 0

E(e−rT (Sx
T −K)+) = E(e−rT (Sx

T 11ST≥K −Ke−rT P (ST ≥ K))

= e−rT xE(eσ
√

T G+(r−σ2/2)(T )11σ
√

T G+(r−σ2/2)(T )≥ln(K/x))

−Ke−rT P (σ
√

T G + (r − σ2/2)(T ) ≥ ln(K/x))) .

Il suffit alors d’utiliser des calculs portant sur des variables gaussiennes. Nous verrons plus loin
que le calcul du premier terme se déduit du second.

Remarque: Ces calculs permettent de calculer le ’Delta’ de l’option et de montrer facilement
que ∂C

∂x = N(d1). Plaçons nous dans le cas t = 0. La formule établie plus haut s’écrit

C(0, x) = EQ(e−rT (xMT −K)+) (4.6)

où St = xMt. En dérivant sous le signe espérance par rapport à x, on obtient

∂C

∂x
(0, x) = EQ(e−rT MT 1xMT≥K) = N (d1)

4.2.4 Formule de Feynman-Kac

Théorème 4.2.3 Soit k : IR → IR+ une fonction continue et g : IR → IR continue telle que:
∫ ∞

−∞
|g(x + y)|e−|y|

√
2αdy < ∞ ∀x ∈ IR, α > 0

Alors la fonction f définie par:

f(x) = Ex

[∫ ∞

0

dt g(Bt) exp
(
−αt−

∫ t

0

k(Bs)ds

)]
(4.7)

est l’unique solution C2 bornée de:

(α + k)f =
1
2
f ′′ + g (4.8)
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Démonstration: Dans (4.7), Ex signifie que le Brownien est issu de x. Nous ne donnons ici
qu’une idée de la démonstration. Considérons le processus à variation bornée (Zt : t ≥ 0) défini
par:

Zt = αt +
∫ t

0

k(Bs)ds

Le lemme d’Itô appliqué au processus

Ut
def
= f(Bt)e−Zt +

∫ t

0

g(Bs)e−Zsds

où f est une fonction de classe C2 montre que

dUt = f ′(Bt)e−ZtdBt +
(

1
2
f ′′(Bt)− (α + k(Bs))f(Bt) + g(Bt)

)
e−Ztdt

Le processus U est une martingale si sa partie à variation finie est nulle i.e.:

1
2
f ′′(x)− (α + k(x))f(x) + g(x) = 0

Il reste à remarquer que
u(0, B0) = u(0, x) = f(x)

et à vérifier que E(f(Bt)e−Zt) → 0.
Les conditions de positivité sur α et k et de bornitude sur g garantissant l’existence d’une

solution continue et bornée à l’équation différentielle. 2

La formule (4.7) nous donne en particulier la transformée de Laplace en temps de exp−
∫ t

0

k(Bs)ds

et aussi celle de g(Bt) exp−λ

∫ t

0

k(Bs)ds, donc la loi du couple (Bt,

∫ t

0

k(Bs)ds).

Une application

Par application de la formule précédente à k(x) = β11x≥0 et g(x) = 1, on obtient que pour α > 0
et β > 0, la fonction f définie par:

f(x)
def
= Ex

[∫ ∞

0

dt exp
(
−αt− β

∫ t

0

11[0,∞)(Bs)ds

)]
(4.9)

est solution de l’équation différentielle suivante:
{

αf(x) = 1
2f ′′(x)− βf(x) + 1 x ≥ 0

αf(x) = 1
2f ′′(x) + 1 x ≤ 0

L’unique solution bornée et continue de cette EDO est donnée par:

f(x) =

{
Ae−x

√
2(α+β) + 1

α+β x ≥ 0
Bex

√
2α + 1

α x ≤ 0

En imposant la continuité de f et f ′ en zéro, on trouve

A =
√

α + β −√α

(α + β)
√

α
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Soit A+
t

def
=

∫ t

0

11[0,∞[(Bs) ds. Nous avons obtenu

f(0) =
∫ ∞

0

dte−αtE0

[
e−βA+

t

]
=

1√
α(α + β)

En utilisant l’égalité ∫ ∞

0

dte−αt

(∫ t

0

du e−βu

π
√

u(t−u)

)
=

1√
α(α + β)

on en déduit que la densité de A+
t est donnée par:

P (A+
t ∈ du) =

du

π
√

u(t− u)
11(u<t) (4.10)

La loi de A+
t est donc une loi arcsinus sur [0, t], ce nom provenant de la fonction de répartition

de cette loi :

P (A+
t ≤ θ) =

∫ θ

0

1

π
√

s(t−s)
ds =

∫ θ/t

0

1

π
√

u(1−u)
du = 2

π arcsin
√

θ
t (4.11)

On obtient aussi une égalité en loi intéressante

P (A+
t ≤ θ) = P (A+

1 ≤
θ

t
) (4.12)

ce qui montre que A+
t

loi= tA+
1 , ce que l’on peut aussi obtenir par scaling. 2
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Chapter 5

EXEMPLES DE PROCESSUS
D’ITO

La partie en Anglais est partie d’un chapitre d’un livre à paraitre chez Springer. Merci de me
signaler tout faute de frappe.

5.1 Le brownien géométrique

On considère l’équation différentielle stochastique suivante

dXt = Xtbtdt + XtσtdBt , X0 = x (5.1)

où b et σ sont des processus adaptés bornés. Plaçons nous dans le cas de coefficients déterministes.
Cette équation admet une solution unique (Voir théorème d’existence)

x exp
{∫ t

0

b(s)ds +
∫ t

0

σ(s)dBs − 1
2

∫ t

0

σ2(s)ds

}

(il suffit d’appliquer la formule d’Itô).
On écrit souvent (5.1) sous la forme

dXt

Xt
= b(t)dt + σ(t)dBt .

La martingale Mt = Xte
−bt est solution de dMt = MtσdBt.

Théorème 5.1.1 La solution de dXt = Xt[bdt + σdBt] s’écrit

Xt = X0 exp{(b− 1
2
σ2)t + σBt}

ou encore
Xt = Xs exp{(b− 1

2
σ2)(t− s) + σ(Bt −Bs)}

Il est facile de vérifier que l’équation dXt = Xt[bdt + σdBt], X0 = x a une unique solution. Soit
Y une seconde solution. Nous savons que X ne s’annule pas et

d(1/Xt) =
1

Xt
[µdt− σdBt]

avec µ = −b + σ2. Nous pouvons définir Zt = Yt/Xt. Ce processus vérifie

dZt = Zt[(µ + b− σ2)dt + (σ − σ)dBt = 0

soit dZt = 0, ce qui est une équation différentielle ordinaire, de solution Zt = Z0.

61
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5.2 Modèle de Cox-Ingersoll-Ross

Pour modéliser des taux, Cox- Ingersoll-Ross étudient l’équation suivante

drt = k(θ − rt)dt + σ
√

rtdBt (5.2)

L’unique solution est un processus positif pour kθ ≥ 0 (utiliser le second théorème d’existence.
Voir Ikeda-Watanabe). ll n’est pas possible d’obtenir une formule explicite. Soit rx le processus

solution de (5.2) avec rx
0 = x. On peut montrer que, si T x

0
def
= inf{t ≥ 0 : rx

t = 0} et 2kθ ≥ σ2

alors P (T x
0 = ∞) = 1. Si 0 ≤ 2kθ < σ2 et k > 0 alors P (T x

0 < ∞) = 1 et si k < 0 on a
P (T x

0 < ∞) ∈]0, 1[ .
Cependant, on peut calculer l’espérance de la v.a. rt au moyen de l’égalité E(rt) = r0 + k(θt −∫ t

0
E(rs)ds), en admettant que l’intégrale stochastique est une martingale, ce qui est le cas. On cal-

cule sans difficultés supplémentaires l’espérance conditionnelle, en utilisant le caractère Markovien:

Théorème 5.2.1 Soit r le processus vérifiant

drt = k(θ − rt)dt + σ
√

rtdBt.

L’espérance conditionnelle et la variance conditionnelle sont données par

E(rt |Fs) = rse
−k(t−s) + θ(1− e−k(t−s)),

Var(rt |Fs) = rs
σ2(e−k(t−s) − e−2k(t−s))

k
+

θσ2(1− e−k(t−s))2

2k
.

Démonstration: Par définition, on a pour s ≤ t

rt = rs + k

∫ t

s

(θ − ru)du + σ

∫ t

s

√
ru dBu,

et en appliquant la formule d’Itô

r2
t = r2

s + 2k

∫ t

s

(θ − ru)rudu + 2σ

∫ t

s

(ru)3/2dBu + σ2

∫ t

s

rudu

= r2
s + (2kθ + σ2)

∫ t

s

rudu− 2k

∫ t

s

r2
udu + 2σ

∫ t

s

(ru)3/2dBu.

En admettant que les intégrales stochastiques qui interviennent dans les égalités ci-dessus sont
d’espérance nulle, on obtient, pour s = 0

E(rt) = r0 + k

(
θt−

∫ t

0

E(ru)du

)
,

et

E(r2
t ) = r2

0 + (2kθ + σ2)
∫ t

0

E(ru)du− 2k

∫ t

0

E(r2
u)du.

Soit Φ(t) = E(rt). En résolvant l’équation Φ(t) = r0 + k(θt − ∫ t

0
Φ(u)du) qui se transforme en

l’équation différentielle Φ′(t) = k(θ − Φ(t)) et Φ(0) = r0, on obtient

E[r(t)] = θ + (r0 − θ)e−kt.

De la même façon, on introduit ψ(t) = E(r2
t ) et en résolvant Ψ′(t) = (2kθ + σ2)Φ(t)− 2kΨ(t), on

calcule

Var [rt] =
σ2

k
(1− e−kt)[r0e

−kt +
θ

2
(1− e−kt)] .
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L’espérance et la variance conditionnelle de r s’obtiennent en appliquant la propriété de Markov :

E(rt |Fs) = θ + (rs − θ)e−k(t−s) = rs e−k(t−s) + θ(1− e−k(t−s)),

Var(rt |Fs) = rs
σ2(e−k(t−s) − e−2k(t−s))

k
+

θρ2(1− e−k(t−s))2

2k
.

2.
On va utiliser les méthodes du chapitre précédent pour calculer E

(
exp− ∫ T

t
ru du |Ft

)
.

Calcul du prix d’un zéro-coupon

Proposition 5.2.1 Soit
drt = a(b− rt)dt + σ

√
rtdBt.

Alors

E

(
exp−

∫ T

t

ru du |Ft

)
= G(t, rt)

avec
G(t, x) = Φ(T − t) exp[−xΨ(T − t)]

Ψ(s) =
2(eγs − 1)

(γ + a)(eγs − 1) + 2γ
, Φ(s) =

(
2γe(γ+a) s

2

(γ + a)(eγs − 1) + 2γ

)2ab

ρ2

, γ2 = a2 + 2ρ2 .

Démonstration: Soit rx,t la solution de

drx,t
s = a(b− rx,t

s )ds + ρ

√
rx,t
s dBs , rx,t

t = x

et Rt
s = exp

(− ∫ s

t
rx,t
u du

)
. La propriété de Markov implique qu’il existe G telle que

exp
(
−

∫ s

t

rx,t
u du|Ft

)
= G(t, rt)

On admet que G est de classe C1,2. On applique la formule d’Itô à G(s, rx,t
s )Rt

s qui est une
martingale. Il vient

G(T, rx,t
T )Rt

T = G(t, x)+
∫ T

t

Rt
s(−rx,t

s G+
∂G

∂t
+a(b−rx,t

s )
∂G

∂x
+

1
2
σ2rx,t

s

∂2G

∂x2
)(s, rs)ds+MT −Mt

où Mt est une intégrale stochastique. Si l’on choisit G telle que

−xG +
∂G

∂t
+ a(b− x)

∂G

∂x
+

1
2
σ2x

∂2G

∂x2
= 0 (5.3)

et G(T, x) = 1,∀x, il vient
Rt

T = RtG(t, rt) + MT −M − t,

où M est une martingale. En particulier, E

(
exp

(
−

∫ T

0

rsds

))
= E(RT ) = R0G(0, x). En se

plaçant entre t et T , on obtient

E

(
exp

(
−

∫ T

t

rx,t
u du

))
= G(t, x)
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Il reste à calculer la solution de l’équation aux dérivées partielles (5.3). Un calcul assez long
montre que1

G(t, x) = Φ(T − t) exp[−xΨ(T − t)]

avec

Ψ(s) =
2(eγs − 1)

(γ + a)(eγs − 1) + 2γ
Φ(s) =

(
2γe(γ+a) s

2

(γ + a)(eγs − 1) + 2γ

)2ab

ρ2

γ2 = a2 + 2σ2 .

2

Si l’on note B(t, T ) le prix du zero-coupon,

dB(t, T ) = B(t, T ) (rtdt + σ(T − t, rt)dBt)

avec σ(u, r) = σΨ(u)
√

r

5.3 Processus de Bessel et carré de Bessel

Pour des détails sur les processus de Bessel, voir Revuz-Yor. Bessel processes are intensively
used in Finance, to model the dynamics of asset prices and/or of spot rate or as a computational
tool. An intensive study is made in Going and Yor [?]. Applications to finance can be found in
Leblanc’s thesis and in Szatzschneider [?, ?].

5.4 Definitions

5.4.1 Euclidian norm of n-dimensional Brownian motion

Let n > 1 and B = (B1, B2, . . . , Bn) be a n-dimensional Brownian motion and define a process X
as Xt = ||Bt||, i.e., X2

t =
∑n

i=1(Bi)2(t). Itô’s formula leads to dX2
t =

∑n
i=1 2Bi(t)dBi(t) + n dt.

The process β defined as

dβt =
1

Xt
Bt · dBt =

1
||Bt||

n∑

i=1

Bi(t)dBi(t), β0 = 0,

is a continuous martingale as a sum of martingales and the bracket of β is t (the process (β2
t −t, t ≥

0) is a martingale). Therefore, β is a Brownian motion and the equality d(X2
t ) = 2Bt · dBt + ndt

can be written as
d(X2

t ) = 2Xtdβt + ndt .

Using Itô’s formula again, we get that,

dXt = dβt +
n− 1

2
dt

Xt

where β is a Brownian motion, and, setting Vt = X2
t

dVt = 2
√

Vtdβt + ndt .

We shall say that X is a Bessel process (BES) with dimension n, and V is a squared Bessel
process (BESQ) of dimension n.

1“Vous leur conseillerez donc de faire le calcul. Elles [les grandes personnes] adorent les chiffres: ça leur plaira.
Mais ne perdez pas votre temps à ce pensum. C’est inutile. Vous avez confiance en moi.” Le petit prince, A. de
St Exupéry. Gallimard. 1946. p. 59.
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5.4.2 General definition

Let W be a real valued Brownian motion. Using the elementary inequality |√x−√y| ≤
√
|x− y|,

the existence theorem ?? proves that for every δ ≥ 0 and α ≥ 0 , the equation

dZt = δ dt + 2
√
|Zt| dWt , Z0 = α

admits a unique strong solution. The solution is called the squared Bessel process of dimension
δ, in short BESQδ. In particular, if α = 0 and δ = 0, the obvious solution Z ≡ 0 is the unique
solution. From the comparison theorem 4.1.3, if 0 ≤ δ ≤ δ′ and if ρ and ρ′ are squared Bessel
processes with dimension δ and δ′ starting at the same point, then 0 ≤ ρt ≤ ρ′t a.s.
In the case δ > 2, the squared Bessel process BESQδstarting at α will never reach 0 and is a
transient process (ρt goes to infinity as t goes to infinity). If 0 < δ < 2, the process ρ reaches 0 in
finite time and is reflected instantaneously. If δ = 0 the process remains at 0 as soon as it reaches
it. Therefore, Z satisfies Zt ≥ 0 for all t and we do not need the absolute value under the square
root.

Définition 5.4.1 (BESQδ) For every δ ≥ 0 and α ≥ 0, the unique strong solution to the equation

ρt = α + δt + 2
∫ t

0

√
ρs dWs

is called a squared Bessel process with dimension δ, starting at α and is denoted by BESQδ.

Définition 5.4.2 (BESδ) Let ρ be a BESQδstarting at α. The process R =
√

ρ is called a Bessel
process of dimension δ, starting at a =

√
α and is denoted BESδ.

Définition 5.4.3 The number ν = (δ/2) − 1 (or δ = 2(ν + 1)) is called the index of the Bessel
process, and a Bessel process with index ν is denoted as BES(ν).

We use the notation () for an index, whereas there are no bracket for the dimension. A Bessel
Process R with index ν ≥ 0 (i.e. δ ≥ 2) is a diffusion process which takes values in IR+ and has
infinitesimal generator

L =
1
2

d2

dx2
+

2ν + 1
2x

d

dx
=

1
2

d2

dx2
+

δ − 1
2x

d

dx
.

Therefore, for any f ∈ C2
c , the processes

f(Rt)−
∫ t

0

Lf(Rs)ds

are martingales.

For δ > 1, a BESδsatisfies E

(∫ t

0

ds

Rs

)
< ∞ and is the solution of

Rt = α + Wt +
δ − 1

2

∫ t

0

1
Rs

ds . (5.4)

In terms of the index

Rt = α + Wt + (ν +
1
2
)
∫ t

0

1
Rs

ds .

For δ = 1, the BES1 is Rt = |Bt| = βt + Lt where B and β are Brownian motions and L is the
local time of Brownian motion B. For δ < 1, it is necessary to introduce the principal value of

the integral
∫ t

0

ds

Rs
in this case, we have

Rt = α + Wt +
δ − 1

2
p.v.

∫ t

0

1
Rs

ds , (5.5)
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where the principal value is defined as

p.v.

∫ t

0

1
Rs

ds =
∫ ∞

0

xδ−2(Lx
t − L0

t )dx

and the family of local times is defined via the occupation time formula
∫ t

0

φ(Rs)ds =
∫ ∞

0

φ(x)Lx
t xδ−1dx .

In the same way, the infinitesimal generator of the Bessel squared process ρ is

A = 2x
d2

dx2
+ δ

d

dx

hence, for any f ∈ C2
K , the processes

f(ρt)−
∫ t

0

Af(ρs)ds

are martingales.

A scale function for a BES(ν)is s(x) = x−2ν for ν < 0, s(x) = 2 ln x for ν = 0 and s(x) = −x−2ν

for ν > 0.
A scale function for a BESQ(ν)is s(x) = ln x for ν = 0, s(x) = −x−ν for ν > 0 and s(x) = x−ν

for ν < 0.

5.4.3 Scaling properties

Proposition 5.4.1 If (ρt, t ≥ 0) is a BESQδstarting at x, then (
1
c
ρct, t ≥ 0) is a BESQδstarting

at x/c.

Démonstration: From

ρt = x + 2
∫ t

0

√
ρs dWs + δ t

we deduce that

1
c
ρct =

x

c
+

2
c

∫ ct

0

√
ρs dWs +

δ

c
ct =

x

c
+ 2

∫ t

0

(ρs

c

)1/2 1√
c

dWsc + δt .

Setting ut =
1
c
ρct, we obtain

ut =
x

c
+ 2

∫ t

0

√
us dW̃s + δ t

where (W̃t =
1√
c

Wtc, t ≥ 0) is a Brownian motion. 2

5.4.4 Absolute continuity

On the canonical space Ω = C(IR+, IR+), we denote by R the canonical map Rt(ω) = ω(t), by
Rt = σ(Rs, s ≤ t) the canonical filtration and by P

(ν)
α (or P δ

α) the law of the Bessel Process of index
ν (of dimension δ), starting at α, i.e., such that P

(ν)
α (R0 = α) = 1. The law of BESQδstarting at

x on the canonical space C(IR+, IR+) is denoted by Qδ
x.
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Proposition 5.4.2 The following absolute continuity relation between a BES(ν)process (with ν ≥
0) and a BES(0) holds

P (ν)
x |Rt =

(
Rt

x

)ν

exp
(
−ν2

2

∫ t

0

ds

R2
s

)
P (0)

x |Rt
, (5.6)

where P (ν) is the law of a BES with index ν.

Démonstration: Under P (0), the canonical process R satisfies

dRt = dWt +
1

2Rt
dt .

The process

Lt =
(

Rt

x

)ν

exp
(
−ν2

2

∫ t

0

ds

R2
s

)

is a non-negative P (0)-martingale. Indeed, Itô’s formula leads to

dLt = νLt ln(Rt)dWt ,

hence, the process L is a local martingale. Obviously, supt≤T Lt ≤ supt≤T (Rt/x)ν . The process
R2 is a squared Bessel process of dimension 2, and is equal in law to B2

t + B̃2
y where B and B̃ are

independent BM, hence Rk
t is integrable for k ≥ 2. The process R is a submartingale as a sum of

a martingale and an increasing process, and Doob’s inequality (??) implies that

E[(sup
t≤T

Rt)k] ≤ CkE[Rk
T ].

From Girsanov’s theorem, it follows that

dRt − 1
2Rt

dt− d〈R, ν lnR〉t = dRt − 1
Rt

(ν +
1
2
)dt

is a Brownian motion under P
(ν)
x = LtP

(0)
x .

Remarque 5.4.1 If the index is negative, then the absolute continuity relation holds before T0,
the first hitting time of 0:

P (ν)
x |Rt∩{t<T0} =

(
Rt

x

)ν

exp
(
−ν2

2

∫ t

0

ds

R2
s

)
P (0)

x |Rt .

5.5 Properties

5.5.1 Additivity of BESQ

An important property, due to Shiga-Watanabe, is the additivity of the family BESQ. Let us
denote by P ∗Q the convolution of P and Q.

Proposition 5.5.1 Qδ
x ∗Qδ′

y = Qδ+δ′
x+y

Démonstration: The proposition is just a way to tell that the sum of two independent BESQ
is a BESQ. The proof is trivial in the case where δ and δ′ are integers. In the general case, let
X and Y be two independent BESQ starting at x (resp. y) and with dimension δ (resp. δ′)and
Z = X + Y . Then

Zt = x + y + (δ + δ′)t + 2
∫ t

0

(√
Xs dB1

s +
√

Ys dB2
s

)
.
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Let B3 a third Brownian motion independent of (B1, B2). The process W defined as

Wt =
∫ t

0

11{Zs>0}

(√
Xs dB1

s +
√

Ys dB2
s√

Zs

)
+

∫ t

0

11{Zs=0}dB3
s

is a Brownian motion (this is a martingale with increasing process equal to t) and

Zt = x + y + (δ + δ′)t + 2
∫ t

0

√
Zs dWs .

2

5.5.2 Bessel functions

The modified Bessel function Iν and Kν satisfy the Bessel differential equation

x2u′′(x) + xu′(x)− (x2 + ν2)u(x) = 0

and is given by :

Iν(z) =
(

z

2

)ν ∞∑
n=0

z2n

22n n! Γ(ν + n + 1)

Kν(z) =
π(I−ν(z)− Iν(z))

2 sin πz

5.5.3 Transition densities

Let Eδ
x denote the expectation under Qδ

x. We get now easily the Laplace transform of ρt, where
ρ is a BESQδ. In fact, Proposition 5.5.1 leads to

Eδ
x[exp(−λρt)] = E1

x[exp(−λρt)]
[
E1

0 [exp(−λρt)]
]δ−1

and since under Q1
x, the r.v. ρt is the square of a Gaussian variable, it is easy to check that

E1
x[exp(−λρt)] =

1√
1 + 2λt

exp(− λx

1 + 2λt
). Therefore

Eδ
x[exp(−λρt)] =

1
(1 + 2λt)δ/2

exp(− λx

1 + 2λt
) . (5.7)

Bessel and Bessel squared processes are Markov processes and their transition densities are known.
Inverting the Laplace transform (5.7) provides the transition density q

(ν)
t of a BESQ(ν)as

q
(ν)
t (x, y) =

1
2t

(y

x

)ν/2

exp
(
−x + y

2t

)
Iν(

√
xy

t
) (5.8)

and the Bessel process of index ν has a transition density p
(ν)
t defined by

p
(ν)
t (x, y) =

y

t

(
y

x

)ν

exp(−x2 + y2

2t
)Iν(

xy

t
) , (5.9)

where Iν is the usual modified Bessel function with index ν.
For x = 0, the transition probability of the BESQ(ν)(resp. of a BES(ν)) is

q(ν)(0, y) = (2t)−(ν+1)[Γ(ν + 1)]−1yν exp
(
− y

2t

)

p(ν)(0, y) = 2−νt−(ν+1)[Γ(ν + 1)]−1y2ν+1 exp
(
−y2

2t

)
.

(See the Appendix for definition of Bessel functions.)
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Exercice 5.5.1 (from Azéma-Yor [?]). Let X be a BES3. Prove that 1/X is a local martingale,
but not a martingale. Establish that

E(1/X1|Ru) =
1

Xu

√
2
π

Φ(
Xu

1− u
) ,

where Φ(a) =
∫ a

0

dye−y2/2.

5.5.4 Hitting times for Bessel processes

For a BESδ(See, e.g. Kent [?] or Pitman-Yor [?] prop. 2.3)

E(ν)
a (e−λTb) =

(
b

a

)ν
Kν(a

√
2λ)

Kν(b
√

2λ)
, for b < a (5.10)

E(ν)
a (e−λTb) =

(
b

a

)ν
Iν(a

√
2λ)

Iν(b
√

2λ)
, for a < b (5.11)

Remark that, for a > b, P
(ν)
a (Tb < ∞) = (b/a)2ν . Indeed, P

(ν)
a (Tb < ∞) = limλ→0 E

(ν)
a (e−λTb),

and it is well known that Kν(z) ∼ c(ν)z−ν for z close to 0.
In particular, for a 3-dimensional Bessel process

E3
0(exp−λ2

2
Tb) =

λb

sinh λb

and, more generally

E3
a(exp−λ2

2
Tb) =

b

a

sinhλa

sinhλb

From inversion of Laplace transform,

P 3
0 (Tb ∈ dt) =

π2

2b2

(
Σn∈Z(−1)n+1n2e−n2π2t/(2b2)

)
dt

Exercice 5.5.2 The power of a Bessel process is another Bessel process time-changed

q[R(ν)
t ]1/q loi= R(νq)(

∫ t

0

ds

[R(ν)
s ]2/p

)

where
1
p

+
1
q

= 1, ν > −1
q

.

5.5.5 Laplace transforms

Proposition 5.5.2

E(ν)
r

[
exp(−aR2

t −
µ2

2

∫ t

0

ds

R2
s

)
]

= E(γ)
r

[(
Rt

r

)ν−γ

exp(−aR2
t )

]
(5.12)

where γ2 = µ2 + ν2.

Démonstration: Let (Rt, t ≥ 0) be a BES(ν)starting from r > 0.

From
1
xα

=
1

Γ(α)

∫ ∞

0

dv exp(−vx)vα−1, it follows that

E(ν)
r

[
1

(Rt)2α

]
=

1
Γ(α)

∫ ∞

0

dv vα−1E(ν)
r [exp(−vR2

t )] .
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Therefore, for any α ≥ 0, the equality

E(ν)
r

(
1

(Rt)2α

)
=

1
Γ(α)

∫ 1/2t

0

dv vα−1(1− 2tv)ν−α exp(−r2v)

follows from the identity E
(ν)
r [exp(−vR2

t )] =
1

(1 + 2vt)1+ν
exp

(
− r2v

1 + 2vt

)
and a change of vari-

able.

We can also compute, using (5.6)

E(ν)
r

[
exp(−aR2

t −
µ2

2

∫ t

0

ds

R2
s

)
]

= E(0)
r

[(
Rt

r

)ν

exp(−aR2
t −

µ2 + ν2

2

∫ t

0

ds

R2
s

)
]

= E(γ)
r

[(
Rt

r

)ν−γ

exp(−aR2
t )

]

where γ =
√

µ2 + ν2. The quantity E
(γ)
r

[(
Rt

r

)ν−γ

exp(−aR2
t )

]
can be computed with the help

of the first part of this section

E(γ)
r

[(
1
Rt

)2α

exp(−aR2
t )

]
=

1
Γ(α)

∫ ∞

0

dvvα−1E(γ)
r [exp(−(v + a)R2

t )]

=
1

Γ(α)

∫ ∞

0

dv vα−1(1 + 2(v + a)t)−(1+γ) exp
(
− r2(v + a)

1 + 2(v + a)t

)

therefore

E(ν)
r

[
exp

(
−aR2

t −
µ2

2

∫ t

0

ds

R2
s

)]
=

1
Γ(α) rν−γ

∫ ∞

0

dv vα−1(1+2(v+a)t)−(1+γ) exp
(
− r2(v + a)

1 + 2(v + a)t

)

where α =
1
2
(γ − ν) =

1
2
(
√

µ2 + ν2 − ν).

Exercice 5.5.3 Prove, using the same method that

E(ν)
r

[
1

Rα
t

exp(−µ2

2

∫ t

0

ds

R2
s

)
]

= E(0)
r

[
Rν

t

rνRα
t

exp(−µ2 + ν2

2

∫ t

0

ds

R2
s

)
]

= E(γ)

[
Rν−γ−α

t

rν−γ

]

Proposition 5.5.3 For a BESQδ, we have

Qδ
x

[
exp(−1

2
b2

∫ 1

0

ρsds)
]

= (cosh b)−δ/2 exp
(
−1

2
xb tanh b

)
. (5.13)

Démonstration: For any locally bounded function F the process

Zt
def
= exp

[∫ t

0

F (s)
√

ρsdWs − 1
2

∫ t

0

F 2(s)ρsds

]

is a local martingale. The BESQδprocess ρ satisfies dρt = 2
√

ρtdWt + δ dt, therefore

Zt = exp
[
1
2

∫ t

0

F (s)d(ρs − δs)− 1
2

∫ t

0

F 2(s)ρsds

]
.
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If F is differentiable, an integration by parts leads to
∫ t

0

F (s)dρs = F (t)ρt − F (0)ρ0 −
∫ t

0

ρsdF (s)

and

Zt = exp
[
1
2
(F (t)ρt − F (0)x− δ

∫ t

0

F (s)ds)− 1
2

∫ t

0

[F 2(s)ρsds + ρsdF (s)]
]

Let us choose F =
Φ′

Φ
where Φ satisfies for a given b

Φ′′ = b2Φ, Φ(0) = 1, Φ′(1) = 0 .

It is easy to check that Φ(t) = cosh(bt)− (tanh b) sinh(bt). Then,

Zt = exp
[
1
2
(F (t)ρt − F (0)x− δ lnΦ(t))− b2

2

∫ t

0

ρsds

]

is a martingale and

1 = E(Z0) = E(Z1) = E

(
exp

[
−1

2
xΦ′(0)− δ

2
lnΦ(1)− b2

2

∫ 1

0

Rsds

])
.

From Φ(1) = 1/ cosh b and Φ′(0) = −b tanh b we get the result. 2

Exercice 5.5.4 We can extend the previous result and prove that the Laplace transform of the
process, i.e.

E

[
exp

(∫ t

0

duφ(u)ru

)]

is known. More generally, let µ be a positive, diffuse Radon measure on IR+. The Sturm-Liouville
equation Φ′′ = µΦ has a unique solution Φµ, which is positive, non-increasing on [0,∞[ and such

that Φµ(0) = 1. Let Ψµ(t) = Φµ(t)
∫ t

0

ds

Φ2(s)
.

1. Prove that Ψ is a solution of the Sturm-Liouville equation and that Ψµ(0) = 0, Ψ′µ(0) = 1,
and satisfies the Wronskian relation

W (Φµ,Ψµ) = ΦµΨ′µ − Φ′µΨµ = 1 .

2. Prove that, for every t ≥ 0, one has

Qδ
x

(
exp

(
−1

2

∫ t

0

Xsdµ(s)
))

=
1

(
Ψ′µ(t)

)δ/2
exp

(
x

2

(
Φ′µ(0)− Φ′µ(t)

ψ′µ(t)

))

Qδ
x

(
exp

(
−1

2

∫ ∞

0

Xsdµ(s)
))

= (Φµ(∞))δ/2 exp
(x

2
Φ′µ(0)

)

5.6 Cox-Ingersoll-Ross processes

5.6.1 CIR processes and BESQ

The Cox-Ingersoll-Ross (CIR) process is the solution of

drt = k(θ − rt) dt + σ
√

rtdWt . (5.14)
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Change of time

The change of time A(t) = σ2t/4 reduces the study of the solution of (5.14) to the case σ = 2 :
indeed, if Zt = rσ2t/4, then

dZt = k′(θ − Zt) dt + 2
√

ZtdBt

with k′ = kσ2/4 and B is a Brownian motion.
The CIR process (5.14) is a space-time changed BESQ process: more precisely,

rt = e−ktρ(
σ2

4k
(ekt − 1))

where (ρ(s), s ≥ 0) is a BESQδ(α) process, with δ =
4kθ

σ2
. (If needed, see the following theorem

8.3.3). In particular, if
4kθ

σ2
> 2, the process does not hit 0.

From the second theorem on the existence of solutions to SDE, the equation (5.14)admits a

unique non-negative solution. Let us assume that 2kθ ≥ σ2 and denote T x
0

def
= inf{t ≥ 0 : rx

t = 0}
the first hitting time of 0. Then, P (T x

0 = ∞) = 1, i.e., the process r does not reach 0. In the case
0 ≤ 2kθ < σ2 and k > 0, then P (T x

0 < ∞) = 1. If k < 0, then P (T x
0 < ∞) ∈]0, 1[ .

5.6.2 Transition probabilities for a CIR process

From the expression of a CIR process as a change of time of a square Bessel process, we obtain
using the density of the squared Bessel process given in (5.8)

Proposition 5.6.1 The transition density P (rt ∈ dr|rs = ρ) = f(r; t− s, ρ)dr is given by

f(r, t, ρ) =
ekt

2c

(rekt

ρ

)ν/2 exp
(
−ρ + rekt

2c

)
Iν

(1
c

√
ρrekt

)

where c =
σ2

4k
(ekt − 1) and ν = 2kθ

σ2 − 1.

In particular, denoting by rt(ρ) the CIR process with initial value r0(ρ) = ρ, the random variable
Yt = rt(ρ)ekt/c has density

P (Yt ∈ dy) =
e−α/2

2αν/2
e−y/2yν/2Iν(

√
yα)dy

where α = ρ/c. This law is a non-central chi-square with δ = 2(ν + 1) degrees of freedom, and α
the parameter of non-centrality.

If we denote by χ2(δ, α; y) the cumulative distribution function of this law, we obtain

P (rT > µ|r0 = ρ) = 1− χ2(
4θ

σ2
,
ρ

c
;
KeµT

c
)

with c =
σ2

4k
(ekT − 1).

Exercice 5.6.1 Let Xi, i = 1, . . . , n be n independent random variables with Xi
loi= N (mi, 1).

Check that
∑

i X2
i has a non-central chi-square with d degrees of freedom, and

∑
m2

i non-centrality
parameter.
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5.6.3 CIR model for spot rate

The Cox-Ingersoll-Ross model for interest rate is the object of many studies since the seminal
paper of Cox et al. [?] where the authors assume that the riskless rate r follows a square root
process under the historical probability given by

drt = k̃(θ̃ − rt) dt + σ
√

rtdW̃t

where k̃(θ̃− r) defines a mean reverting drift pulling the interest rate toward its long term value θ
with a speed of adjustment equal to k̃. In the risk adjusted economy, the dynamics are supposed
to be given by :

drt = (k̃(θ̃ − rt)− λrt)dt + σ
√

rtdWt = k(θ − rt)dt + σ
√

rtdWt

where (Wt, t ≥ 0) is a Brownian motion under the risk adjusted probability Q, k = k̃ + λ, θ =
k̃(θ̃/k), and where λ denotes the market price of risk. Therefore, we shall establish formulae under
a general dynamics of the form (??). Even if no closed-form expression can be written for rt, it
is remarkable that the Laplace transform of the process, i.e.

E

[
exp

(∫ t

0

duφ(u)ru

)]

is known (See Exercise 5.5.4). In particular, the expectation and the variance of the random
variable rt can be computed. Dufresne has obtained formulae for the moments.
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Chapter 6

CHANGEMENT DE
PROBABILITÉ

On travaille avec un espace (Ω,F ,Ft, P ) et un horizon fini T .

6.1 Théorème de Girsanov

6.1.1 Changement de probabilité

Proposition 6.1.1 Soient P et Q deux probabilités sur (Ω,FT ). On suppose P et Q équivalentes.
Alors il existe (Lt, t ≤ T ), P − (Ft)-martingale strictement positive telle que Q = LT P sur FT

et Q|Ft
= LtP|Ft

, c’est-à-dire telle que EQ(X) = EP (LtX) pour toute variable X Q-intégrable
Ft-mesurable pour t ≤ T . De plus, L0 = 1 et EP (Lt) = 1, ∀t ≤ T

Démonstration: Si la restriction de P et Q à FT sont équivalentes, il existe une v.a. LT FT -
mesurable telle que Q = LT P sur FT (Théorème de Radon-Nikodym). On dit que LT est la
densité de Q par rapport à P et EQ(X) = EP (LT X) pour toute variable X FT -mesurable et
Q-intégrable (Voir Rappels, chap. 1). En particulier, LT est strictement positive et EP (LT ) = 1.
Soit Lt = EP (LT |Ft). Par construction (Lt, t ≤ T ) est une martingale et est la densité Ft-
mesurable de Radon-Nikodym de Q par rapport à P sur Ft. En effet, si X est Ft-mesurable et
Q intégrable (par exemple bornée),

EQ(X) = EP (LT X) = EP [EP (XLT |Ft)] = EP [XEP (LT |Ft)] = EP (XLt).

2

Il est à remarquer que dans ce cas, on a P = (LT )−1Q et EP (Y ) = EQ(L−1
T Y ) et (L−1

t , t ≤ T )
est une Q-martingale.
On parlera de la loi1 d’une variable (d’un processus) sous P ou sous Q suivant que l’espace est muni
de la probabilité P ou Q. Une propriété vraie P -p.s. est vraie Q-p.s. Il convient de faire attention
aux propriétés d’intégrabilité, une v.a. P intégrable n’est pas nécessairement Q-intégrable.

Proposition 6.1.2 On a équivalence entre M est une Q-martingale et LM est une P -martingale.

Démonstration: Soit M une Q-martingale. En utilisant la formule de Bayes et la propriété de
P -martingale de L, on obtient, pour s ≤ t,

Ms = EQ(Mt|Fs) =
EP (LtMt|Fs)

Ls

1“ Les lois doivent tellement être propres au peuple pour lesquelles elles sont faites, que c’est un très grand
hasard si celles d’une nation peuvent convenir à une autre”. Montesquieu.
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D’où le résultat. La réciproque résulte de la formule de Bayes . 2

6.1.2 Théorème de Girsanov

On peut démontrer le résultat suivant, connu sous le nom de théorème de Girsanov

Théorème 6.1.1 Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien sur un espace (Ω,F , P ) et (Ft) sa
filtration canonique. Soit

Lt := exp[
∫ t

0

θsdBs − 1
2

∫ t

0

θ2
sds], t ≤ T

où θ est un processus (Ft)-adapté (autrement dit dLt = LtθtdBt). On suppose E(LT ) = 1. Soit

dQ|FT

def
= LT dP |FT

. Le processus Bt s’écrit Bt := B̃t +
∫ t

0
θsds où B̃ est un Q-mouvement

brownien.

Sous la condition de Novikov EP (exp 1
2

∫ T

0
θ2

s ds) < ∞, LT est une variable positive d’espérance
1 sous P et L est une P -martingale.
Si L n’est pas d’espérance 1, L est une surmartingale d’espérance strictement plus petite que 1.
Nous verrons plus loin pourquoi nous utilisons des martingales L de cette forme.

Démonstration: Dans le cas θ = m (constante) on utilise la caractérisation du Brownien

par la propriété de martingale de exp(λBt − λ2

2
t). Il faut donc montrer que exp(λB̃t − λ2

2
t) est

une Q-martingale, ou que

Lt exp(λ(Bt −mt)− λ2

2
t) = exp((λ + m)Bt − 1

2
[2mλ + (m2 + λ2)]t)

est une P -martingale, ce qui est évident. Dans le cas général, on peut facilement vérifier que B̃
est une Q-martingale, car B̃L est une P -martingale. Le crochet de la Q-semi martingale B est le
même que celui de sa partie martingale, soit celui de la Q-martingale B̃. Le crochet ne dépendant
pas du choix de la probabilité, le crochet de B est t, et le crochet de B̃ est aussi t.

On peut également vérifier que B̃2
t−t est une Q-martingale, car (B̃2

t−t)Lt est une P martingale.
2

Une façon d’utiliser le théorème de Girsanov est la généralisation suivante

Proposition 6.1.3 Soit Z une P -martingale locale continue et Q définie sur Ft par

dQ = exp(Zt − 1
2
〈Z〉t)dP = LtdP.

On suppose que Q est une probabilité. Si N est une P -martingale locale continue, le processus

(Nt − 〈N,Z〉t = Nt − 1
Lt
〈N, L〉t, t ≥ 0) est une Q-martingale locale continue de crochet 〈N〉t.

Démonstration: La martingale Lt = exp(Zt − 1
2 〈Z〉t) vérifie dLt = LtdZt. Le processus

(Nt−〈N, Z〉t, t ≥ 0) est une Q-martingale locale: il suffit de vérifier que (LtNt−Lt〈N, Z〉t, t ≥ 0)
est une P -martingale locale par application de la formule d’Itô. Le crochet de N ne dépend pas
de la probabilité sous laquelle on travaille (sous réserve que cette probabilité soit équivalente à la
probabilité de départ), car le crochet est défini comme limite des variations quadratiques. 2
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Une autre façon d’écrire ce résultat est de se placer sur l’espace canonique. On obtient ainsi
l’absolue continuité de W (loi du Brownien) et W(ν) (loi du Brownien de drift ν).

W(ν)|Ft = exp(νWt − ν2

2
t)W|Ft . (6.1)

Quelques mots d’explications. Dans le membre de droite, W est l’application canonique. Elle est
notée W pour faire penser au Brownien mais pourrait être notée X comme nous allons le faire
(comme dans une intégrale, la variable muette peut s’appeller x ou y). Cette écriture traduit que

W(ν)(F (Xu, u ≤ t)) = W(exp(νXt − ν2

2
t)F (Xu, u ≤ t))

pour toute fonctionnelle F .
Regardons le cas particulier F (Xu, u ≤ t)) = f(Xt). Le terme W(ν)(F (Xu, u ≤ t)) est alors
W(ν)(f(Xt)) = E(f(Wt + νt)) où dans le terme de droite W est un brownien (et donc (Wt +

νt, t ≥ 0) un Brownien de drift ν). Le terme W(exp(νXt − ν2

2
t)F (Xu, u ≤ t)) est W(exp(νXt −

ν2

2
t)f(Xt)) = E((exp(νWt − ν2

2
t)f(Wt)) où dans le terme de droite W est un brownien. Le

théorème de Girsanov nous dit que si W est un brownien sous P et dQ|Ft
= exp(νWt− ν2

2
t)dP |Ft

,
alors

EP (exp(νWt − ν2

2
t)f(Wt)) = EQ(f(Wt)) = EQ(f(W̃t + νt)))

où W̃ est un Brownien sous Q. C’est exactement l’écriture (6.1).
Remarquer que ceci se généralise au cas où t est un temps d’arrêt et aussi au cas où le changement

de probabilité est de la forme exp(
∫ t

0

θsdWs − 1
2

∫ t

0

θ2
sds).

On parle de formule de Cameron-Martin quand θ est déterministe.

6.1.3 Remarques

En utilisant les formules exponentielles déja vues, on remarque que L est solution de dLt =
LtθtdBt, L0 = 1. Il convient de remarquer que P s’obtient en fonction de Q par dP = L−1

T dQ,
avec

L−1
T = exp[−

∫ T

0

θ(s)dBs +
1
2

∫ T

0

θ2(s)ds].

Cette formule est souvent utile, mais il faut se souvenir que B est un brownien sous P . Si l’on
veut écrire L en terme de Brownien sous Q, on obtient L−1

T = exp[− ∫ T

0
θ(s)dB̃s − 1

2

∫ T

0
θ2(s)ds].

Le processus (L−1
t , t ≥ 0) est une Q martingale, et si X ∈ FT on a EP (X) = EQ(L−1

T X).

6.1.4 Exercices

a. Calcul de E(Bt exp[
∫ T

0
θsdBs − 1

2

∫ T

0
θ2

sds]) pour t < T et θ déterministe.

Si l’on veut calculer I = E(Bt exp[
∫ T

0
θsdBs − 1

2

∫ T

0
θ2

sds]), où B est un brownien, on effectue le
changement de probabilité avec Lt = exp[

∫ t

0
θsdBs − 1

2

∫ T

0
θ2

sds] et on a

I = EP (LT Bt) = EP (LtBt) = EQ(Bt) = EQ(B̃t +
∫ t

0

θs ds) =
∫ t

0

EQ(θs) ds =
∫ t

0

θs ds.
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Utilisons sur cet exemple la notation (6.1).

I = W(Xt exp(
∫ T

0

θsdXs − 1
2

∫ T

0

θ2
sds)) = W(θ)(Xt) = W(Xt +

∫ t

0

θsds)

On peut en guise d’application calculer E(Bt exp Bt).

b. Calcul de I = E(exp[−αB2
t − b2

2

∫ t

0
dsB2

s ]) où B est un brownien issu de a

On pose x = a2 et on définit P b par dP b = LtdP avec

Lt = exp[− b

2
(B2

t − x− t)− b2

2

∫ t

0

dsB2
s ]

En utilisant la formule d’intégration par parties, on a

Lt = exp[−b

∫ t

0

Bs dBs − b2

2

∫ t

0

dsB2
s ]

et L est une P martingale. Sous P b, (B̃t = Bt + b
∫ t

0
dsBs, t ≥ 0) est un brownien issu de a et

βt = B̃t − a est un brownien issu de 0. Sous P b, on a

Bt = a + βt − b

∫ t

0

dsBs

donc B est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck sous P b et Bt est une v.a. gaussienne d’espérance
ae−bt et de variance 1

2b (1− e−2bt). On a

I = Eb(L−1
t exp[−αB2

t −
b2

2

∫ t

0

dsB2
s ]) = Eb[exp[−αB2

t +
b

2
(B2

t − x− t)))

Il reste quelques calculs simples et longs pour obtenir

I = (cosh bt + 2
α

b
sinh bt)−1/2 exp[−xb

2
1 + 2α

b coth bt

coth bt + 2α
b

] .

d. Temps d’atteinte

Proposition 6.1.4 Si X est le processus défini par Xt = νt + Bt et si T ν
a = inf{t ≥ 0; Xt = a}

est le temps d’atteinte de a, on a pour λ tel que ν2 + 2λ > 0,

E(exp(−λT ν
a )) = exp(νa− |a|

√
ν2 + 2λ) .

Démonstration: Il suffit de remarquer que pour λ > 0,

E (exp(−λT ν
a ))) = E(11(T ν

a <∞) exp(−λT ν
a )) = W(ν)(exp(−λTa)11(Ta<∞))

= W(exp(νXT a − 1
2
ν2T a) exp(−λTa)11(T ν

a <∞))

= eνaW[exp(−1
2
(ν2 + 2λ)T a)]

2

On verra dans la section ?? d’autres applications. Remarque P (T ν
a < ∞) = 1 si aν > 0 et

P (T ν
a < ∞) < 1 sinon. On obtient

P (T ν
a ∈ dt) =

dt√
2πt3

aeνa exp(−1
2
(
a2

t
+ ν2t)) .
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6.1.5 Cas vectoriel

Mouvement Brownien standard

Si B(1) et B(2) sont indépendants sous P et si dQ = LtdP avec Lt = L1
t L

2
t et

Li
t = exp

[∫ t

0

θ(i)
s dB(i)

s − 1
2

∫ t

0

(θ(i)
s )2ds

]

on vérifie que dLt = Lt(θ
(1)
t dB

(1)
t + θ

(2)
t dB

(2)
t ) et que, sous Q , B̃

(i)
t = B

(i)
t −

∫ t

0

θ(i)(s)ds sont des

MB indépendants.

Cas de MB corrélés

Soit B(1) et B(2) deux MB de coefficient de corrélation ρ sous P , Ft la filtration naturelle du
couple B(1), B(2) et dQ|Ft

= LtdP |Ft
avec dLt = Lt(θ(1)dB

(1)
t + θ(2)dB

(2)
t ). Sous Q, B̃

(i)
t =

B
(i)
t −

∫ t

0

(θ(i)(s) + ρθ(j)(s))ds sont des MB de corrélation ρ sous Q. (Mais l’égalité entre L et le

produit L1L2 n a pas lieu.) En effet, pour montrer que B̃(1) est un Q-MB, il suffit de vérifier que
LB(1) est une Q-martingale locale. La formule d’Itô conduit à

d(LB(1)) = LB(1)(θ1dB(1) + θ2dB(2)) + L(dB(1) − (θ1 + ρθ2)dt) + L(θ1dt + θ2ρdt)

6.2 Application aux modèles financiers

Soit S vérifiant
dS(t) = S(t)[b(t)dt + σ(t)dWt].

On peut trouver une (et une seule) probabilité Q équivalente à P telle que

dS(t) = S(t)[r(t)dt + σ(t)dBt]

où B est un Q-mouvement Brownien, et r est le taux sans risque. Il suffit de prendre dQ|Ft =
LtdP |Ft avec L solution de L0 = 1, dLt = Ltθ(t)dWt avec θ(t) = −σ−1(t)(b(t)−r(t)), sous réserve
d’intégrabilité de θ. En effet

dBt = dWt − θ(t)dt = dWt +
b(t)− r(t)

σ(t)
dt

est un Q-MB et

b(t)dt + σ(t)dWt = b(t)dt + σ(t)[dBt + θ(t)dt] = r(t)dt + σ(t)dBt

La probabilité Q est appellée probabilité risque neutre. Soit Rt = exp
(
− ∫ t

0
r(s) ds

)
le coefficient

d’actualisation. Le processus SR des prix actualisés vérifie d(StRt) = StRtσtdBt, et est une
Q-martingale locale.

6.2.1 Application à la valorisation d’un actif contingent en marché com-
plet

On se place dans le cas r constant. Soit Vt la valeur en t d’un portefeuille auto-finançant dupliquant
l’actif contingent ζ où ζ est une v.a. positive FT mesurable, intégrable (on admet l’existence d’un
tel portefuille pour le moment). Dans le cas d’un call européen, ζ est égale à (ST −K)+.
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Proposition 6.2.1 Le processus V R est une Q-martingale et

EQ(RT VT |Ft ) = EQ[RT ζ |Ft ] = VtRt.

Démonstration: Admettons l’existence d’un portefeuille de duplication α, π tel que Vt := αtS
0
t +

πtSt et VT = ζ. La condition d’autofinancement est, par définition dVt = αtdS0
t + πtdSt. Si on

note Ṽt := e−rtVt et S̃t := e−rtSt, les valeurs actualisées on montre facilement que dṼt = πtdS̃t

soit

Ṽt = V0 +
∫ t

0

πsdS̃s = V0 +
∫ t

0

πsSsRsσsdB̃s. (6.2)

On remarque qu’à tout processus π et à toute valeur initiale x on peut associer un α tel que le
couple (α, π) soit autofinancant de valeur initiale x. Il suffit de calculer Ṽt = V0 +

∫ t

0
πsdS̃s et de

choisir αt tel que Vt = ertṼt = αtS
0
t + πtSt.

Le processus Ṽ est une intégrale stochastique par rapport à une Q-martingale, c’est donc une
Q martingale locale. Si c’est une martingale,

Ṽt = EQ(ṼT |Ft ) = EQ(e−rT ζ |Ft ). (6.3)

Le portefeuille de couverture s’obtient au moyen de (6.2). Comme nous l’avons dit, si l’on

connait π, il reste à poser αt =
1
S0

t

(Vt − πtSt) = Ṽt − πtS̃t.

Il reste à prouver l’existence de π ce qui est obtenu au moins théoriquement au moyen d’un
théorème de représentation (Voir chapitre sur les compléments).
La méthode est alors la suivante: pour évaluer ζ, il faut identifier la probabilité risque neutre,
calculer EQ(e−rT ζ |Ft ) et identifier le π. On peut remarquer que, puisque ζ est positif, la valeur
Vt du portefeuille de duplication aussi.

Dans le cas du modèle de Black et Scholes, dS(t) = S(t)[bdt + σ dBt] où b et σ sont constants,

dSt = S(t)(rdt + σdB̃t)

où B̃ est un Q-MB et S est un Brownien géométrique. On a dQ = LtdP avec dLt = LtθdBt pour

θ = −µ− r

σ
. Le MB B̃ est dB̃ = dB − θdt.

On peut donc calculer l’espérance conditionnelle (6.3) dans le cas ζ = (ST − K)+. Il est
facile de vérifier (utiliser la propriété de Markov) que Vt = F (t, St) avec F (t, x) = xN(d1) −
Ke−r(T−t)N(d2) (cf. formule de Black-Scholes).
Soit F̃ (t, x) := e−rtF (t, x). La formule d’Itô montre que

F̃ (t, St) = F̃ (0, S0) +
∫ t

0

∂F

∂x
(u, Su)dS̃u

en tenant compte du fait que F̃ (t, St) est une martingale. On retrouve l’EDP d’évaluation en
écrivant que le drift de F̃ (t, St) est nul
On peut donc prendre

πt =
∂F

∂x
(t, St).

Le terme ∂F
∂x (t, St) est appellé le Delta du call, et on parle de Delta hedging.

On obtient également

Vt = EQ(e−r(T−t)(ST −K)+)|Ft)
= e−rtEQ(ST e−rT 11ST >K)−Ke−rtEQ(e−rT 11ST >K)

Le premier terme peut se calculer à la main. On peut aussi écrire que Ste
−rt/S0 est une martingale

positive d’espérance 1 et faire un changement de probabilité. On pose Ste
−rt = S0Mt où M est la
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Q-martingale dMt = σMtdBt. C’est une martingale positive d’espérance 1, on peut donc l’utiliser
comme changement de probabilité. Soit Q̂ = MtdQ. Sous Q̂, le processus B̂ = B − σdt est un
MB et dSt = St(rdt + σ(dB̂t + σdt)) = St(r + σ2)dt + σdB̂) soit

ST = S0 exp[(r + σ2 − σ2

2
)T + σB̂T ] = S0 exp[(r +

σ2

2
)T + σB̂T ]

EQ(ST e−rT 11ST >K) = S0EQ(MT 11ST >K/S0) = S0Q̂(ST > K/S0)

et nous savons calculer cette quantité qui s’écrit

Q̂(B̂T >
1
σ

ln(K/S0)− (r +
σ2

2
)T ).

Voir le paragraphe sur le changement de numéraire.

6.2.2 Arbitrages

Un arbitrage est une possibilité d’investir dans le marché financier sans mise de fonds (avec une
richesse initiale nulle) et de terminer avec un portefuille de valeur positive quelque soit l’évolution
du marché, non identiquement nul. En termes probabilistes, c’est un portefuille π adapté tel que
la valeur terminale de la stratégie auto-financante associée soit positive:

V0(π) = 0, VT (π) ≥ 0, E(VT ) > 0 .

L’hypothèse de non arbitrage stipule que l’on doit exclure de telles opportunités du modèle.

6.2.3 Hedging methodology

Let S be a semi-martingale which represents the price of the risky asset and denote by (FS
t , t ≥ 0)

the filtration generated by S. A contingent claim H is an FS
T -measurable random variable where

T is a fixed horizon. An hedging portfolio consists of a pair of predictable processes (π0
t , πt; t ≥ 0)

such that, if Vt(π0, π) = π0
t ert+πtSt is the t-time value of the portfolio, the self-financing condition

dVt(π0, π) = rπ0
t ertdt + πtdSt

holds and VT = H. The value Vt = Vt(π0, π) is the t-time price of H. In particular if Ṽt = e−rtVt

is the discounted value of the portfolio, Itô’s formula implies that Ṽt = V0 +
∫ t

0
πsdS̃s. Hence, a

self-financing strategy (π0, π) is characterized by the knowledge of its initial value V0 and of its
risky part π. Some technical hypotheses (integrability of π and existence of a lower bound for V )
have to be taken into account in order to avoid arbitrage strategies as doubling strategies. The
first theorem of asset pricing states that the market is arbitrage free if and only if there exists a
probability Q (called an equivalent martingale measure, in short emm), equivalent to P such that
discounted prices are Q-martingales. A market is said to be complete if any contingent claim H
admits an hedging portfolio. From the second theorem of asset pricing, an arbitrage free market is
complete if and only if there exists a unique emm. In that case, the price Vt(H) of the contingent
claim H is defined as the value of the hedging portfolio and is given by

Vt(H) = ertEQ(He−rT |FS
t ) .

Indeed, from the definition, the discounted value of an hedging portfolio is a stochastic integral
with respect to the discounted value of the asset, hence is a Q-martingale. (We avoid here the
distinction between local martingales and martingales). The uniqueness of the emm is linked
with the predictable representation property of the discounted price process S̃, which states that
any FS

T -measurable random variable can be written as x +
∫ T

0
πsdS̃s for a predictable process π.
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In that case, denoting by L the Radon-Nikodym density of the emm (i.e. dQ|Ft = LtdP |Ft) a
process Z is the t-time value of a self-financing portfolio if and only if the process (LtZ̃t, t ≥ 0) is
a P -martingale (i.e. the discounted process Z̃ is a Q-martingale).

In the Black and Scholes framework, the market is shown to be complete. Indeed, the Brow-
nian motion enjoys the predictable representation property, whence the existence of an hedging
strategy is obtained from the obvious remark that the filtration generated by S is equal to the
filtration generated by B, and from the hypothesis that σ and S do not vanish.

In order to hedge contingent claims, the explicit value of the hedging portfolio π is crucial. In
a Markovian setting, it can be obtained from the hedging price process V as follows.
Let us recall that a Markov process X is an F-adapted process such that for t ≥ s and for every
bounded Borelian function f , E(f(Xt)|Fs) = E(f(Xt)|Xs). The process X is a strong Markov
process if for any finite stopping time τ and any bounded Borelian function f , E(f(Xτ+t)|FT ) =
E(f(Xτ+t)|XT ). The infinitesimal generator of a Markov process is the operator L defined on
a set D of smooth functions such that for f ∈ D, the process f(t,Xt) −

∫ t

0
Ff(s,Xs)ds is a

martingale. The solution of a stochastic differential equation dXt = a(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dWt

where a and σ are Lipschitz function is a Markov process (see Karatzas and Shreve (1999)) with
generator F(f) = ∂tf + a(t, x)∂xf + 1

2σ2(t, x)∂xxf .
Let S be a solution of dSt = St(µ(t, St)dt+σ(t, St)dWt), and assume that S is a Markov process.
If moreover, the contingent claim is of European type, i.e. H = h(ST ), then Vt(H) is a function
of t and St, say Vt(H) = v(t, St). Thanks to the martingale property of the discounted prices and
using Itô’s formula, one gets that h satisfies the so-called evaluation equation

∂tv(t, x) + r(t)x∂xv(t, x) +
1
2
σ2(t, x)x2∂xxv(t, x) = r(t)v(t, x)

with the boundary condition v(T, x) = h(x) and the risky part π of the hedging strategy is given
by the derivative of v with respect to the second variable.

In a more general setting, one can use Malliavin’s derivative (see Nualart (1995) for more
comments). For h ∈ L2([0, T ]), let W (h) =

∫ T

0
h(s)dWs. For a smooth function f , the derivative

of a random variable of the form F = f(W (h1), . . . , W (hn)) is defined as the process (DtF, t ≤ T )
by

DtF =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(W (h1), . . . , W (hn))hi(t) .

It is noticeable that this derivative can be interpreted as a Frèchet derivative. The Clark-Ocone
representation formula states that

F = E(F ) +
∫ T

0

E(DtF |Ft)dWt .

As an example, the derivative of F = f(WT ) is f ′(WT ), hence

f(WT ) = E(f(WT )) +
∫ T

0

E(f ′(WT )|Ft)dWt .

6.2.4 Arbitrage et mme

On peut montrer que l’hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage équivaut à l’existence d’une
probabilité Q telle que sous Q les prix actualisés sont des martingales. Ce théorème est très difficile
et nécessite quelques hypothèses techniques. On consultera [?] et, dans le cas général [?].
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6.2.5 Cas général

Lorsqu’il existe une unique probabilité telle que les actifs actualisés sont des martingales, on évalue
les actifs de la même façon. De telles probabilités sont appellées mesures martingale équivalentes
(MME). Il se peut qu’il existe plusieurs (et dans ce cas c’est une infinité) MME. Dans ce cas, le
marché n’est pas complet, et l’on peut associer à toute v.a. ζ = h(ST ) une fourchette de prix
définie par ] infQ EQ(e−rT h(ST ), supQ EQ(e−rT h(ST )[. On peut montrer que la borne supérieure
de la fourchette de prix est la plus petite valeur initiale d’un portefeuille de surcouverture.

6.3 Probabilité forward-neutre

Différentes approches sont utilisées en temps continu pour étudier la structure par terme des taux.
La première consiste à modèliser le prix des zéro-coupons en respectant l’hypothèse d’A.O.A. et
à en déduire l’expression du taux spot. Une autre approche utilise le taux spot comme variable
explicative. Nous allons évoquer ici comment un changement de probabilité permet de valoriser
facilement des produits sur taux.

6.3.1 Définitions

On donne les mêmes définitions qu’en temps discret. On appelle zéro-coupon de maturité T , un
titre versant un franc à la date T , et ne donnant aucun flux entre t et T . On suppose2 que, pour
tout T , il existe un zéro-coupon de maturité T .

Le prix à la date t d’un zéro-coupon d’échéance T est noté P (t, T ). On a P (T, T ) = 1.

Si S(t) est le prix d’un actif financier en unités de la date t, on appelle prix forward de S le

prix exprimé en unités de la date T , soit SF (t) =
S(t)

P (t, T )
.

On introduit le rendement à l’échéance3 en t, soit Y (t, T ) défini par

P (t, T ) = exp−(T − t)Y (t, T ).

Le taux spot forward en t pour la maturité T est

f(t, T ) = −
[
∂ ln P (t, θ)

∂θ

]

θ=T

.

On a alors Y (t, T ) =
1

T − t

∫ T

t

f(t, u) du.

Le taux spot instantané est

r(t) = lim
T→t

Y (t, T ) := −
[
∂ ln P (t, T )

∂T

]

T=t

= f(t, t).

La courbe des taux est la fonction θ → Y (t, θ).

Le facteur d’actualisation est

R(t) := exp −
∫ t

0

r(s) ds.

2cette hypothèse n’est pas réalisée en pratique.
3yield to maturity.
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On peut à chaque instant t observer une gamme des taux, c’est-à-dire la famille s → Y (t, s+ t)
des taux d’intérêt de maturité s + t au jour t. On désire étudier le comportement de la courbe
Y (t, θ) en fonction de la courbe des taux aujourd’hui, c’est à dire Y (0, θ).

Dans un modèle déterministe, on doit avoir

P (t, T ) = P (t, u)P (u, T ), ∀ t ≤ u ≤ T ,

pour éviter les opportunités d’arbitrage. On en déduit, sous une hypothèse de différentiabilité,
l’existence d’une fonction r telle que P (t, T ) = exp− ∫ T

t
r(s) ds. On vérifie que, comme dans le

modèle discret, on a f(t, T ) = f(0, T ) = r(T ) , ∀ t ≤ T et Y (t, T ) = 1
T−t

∫ T

t
r(u) du. Le rende-

ment à l’échéance est la valeur moyenne du taux spot.

Dans un modèle stochastique, on se donne comme toujours un espace probabilisé muni d’une
filtration Ft que l’on supposera être une filtration Brownienne. On suppose qu’à la date t, le
prix P (t, .) des zéro-coupons est connu, c’est-à-dire que les variables P (t, .) sont Ft-mesurables.
Pour expliciter l’hypothèse d’A.O.A., on suppose que les processus P (. , T ) sont positifs, adaptés,
continus et que P (t, T ) est dérivable par rapport à T de dérivée continue.¡

On suppose qu’il existe une probabilité Q sous laquelle les prix actualisés sont des martingales
de carré intégrable : sous Q, le processus R(t)P (t, T ) est une martingale. Cette propriété est vraie
pour tout T , pour éviter les opportunités d’arbitrage entre des produits de maturités différentes.

Cette propriété entrâıne des résultats intéressants. Tout d’abord, puisque P (T, T ) = 1, on
obtient que P (0, T ) = EQ(R(T )), et que

P (t, T ) = EQ[exp−
∫ T

t

r(u) du |Ft]

6.3.2 Changement de numéraire

a. Probabilité forward-neutre

La valeur à la date t d’un flux déterministe F reçu à la date T est

FP (t, T ) = F EQ[exp−
∫ T

t

r(u) du |Ft].

Si ce flux est aléatoire, la valeur à la date t de ce flux est

EQ[F exp−
∫ T

t

r(u) du |Ft].

Il est possible d’interpréter cette formule en l’écrivant FcP (t, T ), où Fc est l’équivalent certain4

de F et est défini par

Fc =
1

P (t, T )
EQ[F exp−

∫ T

t

r(u) du |Ft].

Nous allons écrire cette dernière égalité en utilisant un changement de probabilité.

Par hypothése A.O.A, le processus R(t)P (t, T ) est une Q-martingale, son espérance est con-
stante, égale à P (0, T ).

4“Je préfère la certitude aux calculs des probabilités” Prévert, La Tour, Oeuvres complètes, Ed. Pléiade, p.247
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Pour tout T , le processus ζT
t :=

R(t)P (t, T )
P (0, T )

est une Q-martingale positive d’espérance 1.

On peut donc utiliser ζT
t comme densité de changement de probabilité. Soit QT la mesure de

probabilité définie sur (Ω,FT ) par QT (A) = EQ(ζT
t 1A) pour tout A ∈ Ft. Lorsque T est fixé, on

notera ζt = ζT
t .

Définition 6.3.1 La probabilité QT définie sur FT , par
dQT

dQ
= ζT

t est appelée probabilité forward-

neutre de maturité T .

Avec cette notation
EQT

(F |Ft) = EQ(F
ζT

ζt
|Ft) = Fc.

Lorsque F est la valeur d’un titre, l’équivalent certain Fc est appellé le prix à terme de F .
Lorsque r est déterministe, QT = Q.
La mesure QT est la martingale mesure associée au choix du zéro-coupon de maturité T comme

numéraire, comme l’explicite la propriété suivante.

Proposition 6.3.1 Si X est un processus de prix, le prix forward (Xt/P (t, T ), 0 ≤ t ≤ T ) est
une martingale sous QT .

Soit T fixé. Soit X un processus de prix. Par définition de la martingale mesure Q, le
processus des prix actualisés (XtR(t), t ≥ 0) est une Q-martingale. Nous voulons montrer que
(Xt/P (t, T ); t ≤ T ) est une QT -martingale, ce qui équivaut à (Xtζt/P (t, T ) est une Q martingale.
Comme Xtζt/P (t, T ) = XtR(t)/P (0, T ), c’est immédiat.
On peut aussi détailler: D’après la formule du changement de probabilité dans les espérances
conditionnelles on a

EQT

[
Xt

P (t, T )
|Fs

]
=

EQ

[
Xtζt

P (t,T ) |Fs

]

EQ[ζt |Fs]
=

EQ [XtRt |Fs]
P (0, T )ζs

=
Xs

P (s, T )
. 2

b. Contrats forward et futures

Un contrat forward est l’engagement d’acheter le sous jacent au prix prévu au moment de la
signature du contrat. Il n’y a aucun versement d’argent à la signature.

Proposition 6.3.2 Le prix à la date t d’un contrat forward de maturité T sur un actif dont le
processus de prix est V (s) est

G(t) = EQT (V (T )|Ft) .

Le prix d’un contrat future (prix future) est

H(t) = EQ(V (T )|Ft) .

Si r est déterministe, prix future et forward sont égaux.

c. Taux spot

Proposition 6.3.3 Le taux spot forward f(t, T ) est une QT -martingale

f(t, T ) = EQT [rT |Ft] , t ≤ T,

égale au prix forward d’un contrat écrit sur le taux spot.
En particulier f(0, T ) = EQT (r(T )) est le prix à la date 0 d’un contrat forward écrit sur le

taux spot de même maturité.
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Le prix d’un zéro-coupon s’exprime en fonction du taux spot par

P (t, T ) = exp

(
−

∫ T

t

EQs
[rs |Ft] ds

)
, t ≤ T.

Par définition, le taux forward f(t, T ) est égal à limh→0
P (t,T+h)−P (t,T )

h P (t,T ) . Le processus P (t, T +

h) est un processus de prix, donc P (t,T+h)
P (t,T ) est une QT -martingale; il en résulte que

f(t, T ) = − lim
h→0

1
h

EQT
{(P (T, T + h)− 1) |Ft},

soit f(t, T ) = EQT
[rT |Ft]. Par définition ln P (t, T ) = − ∫ T

t
f(t, s)ds, d’où

P (t, T ) = exp

(
−

∫ T

t

EQs [rs |Ft] ds

)
. 2

d. Prix forward, prix future

On peut préciser la relation entre prix forward et prix future. Soit Z une variable intégrable FT

mesurable et Zu = EQ(Z|Fu)

EQT (Z |Ft) = EQ(Z |Ft)−
∫ T

t

CovQu(Zu, r(u) |Ft) du.

où CovQu(X, Y |Ft) = EQu(XY |Ft)− EQu(X|Ft)EQu(Y |Ft).
En particulier

EQT (Z) = EQ(Z)−
∫ T

0

CovQu(Z, r(u)) du.

Proposition 6.3.4 Le prix à la date 0 d’un contrat forward de maturité T écrit sur Z est le prix
à la date 0 d’un contrat future de même nature moins un biais de covariance.

6.3.3 Changement de numéraire

Il peut être utile de faire un autre changement de numéraire, par exemple de choisir un actif S
comme unité monétaire.

6.3.4 Valorisation d’une option sur obligation à coupons

Le prix d’une option Européenne de payoff h(T ) à la date T est donné par

C(t) = R−1
t EQ [h(T )RT |Ft] .

Considérons une option de maturité T sur un produit qui verse des flux déterministes Fn aux
dates Tn, T < Tn < Tn+1 et soit V (t) =

∑N
n=1 FnP (t, Tn).
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Théorème 6.3.1 Le prix d’une option Européenne de prix d’exercice K et de maturité T sur un
produit qui verse des flux Fn aux dates Tn est

C(0) =
N∑

n=1

FnP (0, Tn)Qn[V (T ) > K]−KP (0, T )QT [V (T ) > K]

où Qn est la probabilité forward neutre de maturité Tn.

Par définition

C(0) = EQ(RT (V (T )−K)+) = EQ


RT

(
N∑

n=1

FnP (T, Tn)−K

)+

 ,

ce qui s’écrit

C(0) =
N∑

n=1

FnEQ[RT P (T, Tn)1{V (T )>K}]−KEQ[RT 1{V (T )>K}].

Par définition de Qn, on a

EQ[RT P (T, Tn)1{V (T )>K}] = P (0, Tn)EQn [1{V (T )>K}]

ce qui donne le résultat. 2
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Chapter 7

Hitting Times

Les lois des temps d’atteinte de frontières sont d’un usage constant en finance. Nous avons
rassemblé ici les résultats connus. Ce chapitre contiendra sans doute des redites. Ce chapitre est
un extrait d’un ouvrage à paraitre, ce qui explique (mais ne justifie pas) sa rédaction en Anglais.
In this chapter, a Brownian motion (Wt, t ≥ 0) starting from 0 is given on a probability space

(Ω,F , P ), and F = (Ft, t ≥ 0) is its natural filtration. The function N (x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u2/2du

N (x) cumulative function of the standard Gaussian law is the cumulative function of a standard
Gaussian law. We establish well known results on hitting time of a level for a geometric Brownian
motion, and we study Barrier options. We emphasize that main results on Barrier option valuation
can be obtained without any knowledge of hitting time law. We give also an extended bibliography
related with hitting times. An excellent reference is the book of Borodin and Salminen [?] where
many results and references can be found.
For a continuous process X, we shall denote by Ta(X) (or, if there are no ambiguity, Ta) the
hitting time of the level a defined as

Ta(X) = inf{t ≥ 0 : Xt = a} .

The first time where X is above (resp. below) the level a is

T+
a = inf{t ≥ 0 : Xt ≥ a}, resp.T−a = inf{t ≥ 0 : Xt ≤ a} .

For X0 = x and a > x, we have T+
a = Ta.

7.1 Hitting Times and Law of the Maximum for Brownian
Motion

Let us study the law of the pair of random variables (Wt,Mt) where M is the maximum process

of the Brownian motion, i.e., Mt
def
= sups≤t Ws. Maximum! of a BM over [0, t] Let us remark

that the process M is an increasing process, with non-negative values. Then, we deduce the law
of hitting times of a given level by the Brownian motion.

7.1.1 Law of the Pair of the Random Variables (Wt,Mt)

Let us show the reflection principle Reflection principle

Proposition 7.1.1 Reflection principle. For 0 ≤ y, x ≤ y :

P (Wt ≤ x , Mt ≥ y) = P (Wt ≥ 2y − x) . (7.1)

89
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Démonstration: Let T=
y = inf{t : Wt ≥ y} be the first time where the Brownian motion is

greater than y. This is an F-stopping time and (T+
y ≤ t) = (Mt ≥ y) for y ≥ 0. Furthermore,

from y ≥ 0 and by relying on the continuity of Brownian motion paths, the stopping time T=
y is

also the hitting time of y, i.e., T+
y = Ty = inf{t : Wt = y} and WTy = y. Therefore

P (Wt ≤ x ,Mt ≥ y) = P (Wt ≤ x , Ty ≤ t) = P (Wt −WTy ≤ x− y , Ty ≤ t) .

For the sake of simplicity, we denote EP (11A|Ty) = P (A|Ty). By relying on the strong Markov
property, we obtain

P (Wt −WTy
≤ x− y , Ty ≤ t) = E(11Ty≤t P (Wt −WTy

≤ x− y |Ty))
= E(11Ty≤t Φ(Ty))

with Φ(u) = P (W̃t−u ≤ x − y ) where (W̃u
def
= WTy+u − WTy , u ≥ 0) is a Brownian motion

independent of (Wt, t ≤ Ty), and with the same law as −W̃ . Therefore Φ(u) = P (W̃t−u ≥ y− x )
and by proceeding backward:

E(11Ty≤t Φ(Ty)) = E[11Ty≤tP (Wt −WTy
≥ y − x |Ty)] = P (Wt ≥ 2y − x , Ty ≤ t).

Hence
P (Wt ≤ x,Mt ≥ y) = P (Wt ≥ 2y − x,Mt ≥ y) (7.2)

The right-hand side of (7.2) is equal to P (Wt ≥ 2y − x) since 2y − x ≥ y which implies that,
on the set {Wt ≥ 2y − x}, the hitting time Ty is smaller than t (or Mt ≥ y.) 2

Théorème 7.1.1 Let W be a Brownian motion starting from 0 and Mt = sup (Ws, 0 ≤ s ≤ t).

for y ≥ 0, x ≤ y, P (Wt ≤ x,Mt ≤ y) = N (
x√
t
)−N (

x− 2y√
t

), (7.3)

for y ≥ 0, x ≥ y, P (Wt ≤ x,Mt ≤ y) = P (Mt ≤ y)

= N (
y√
t
)−N (

−y√
t
), (7.4)

for y ≤ 0, P (Wt ≤ x,Mt ≤ y) = 0 . (7.5)

The density of the pair (Wt,Mt) is

P (Wt ∈ dx,Mt ∈ dy) = 11y≥011x≤y

√
2

πt3
(2y − x) exp

(
− (x− 2y)2

2t

)
dx dy . (7.6)

Démonstration: From the reflection principle it follows that, for y ≥ 0, x ≤ y,

P (Wt ≤ x ,Mt ≤ y) = P (Wt ≤ x)− P (Wt ≤ x , Mt ≥ y)
= P (Wt ≤ x)− P (Wt ≥ 2y − x) ,

hence (7.3) is obtained.
For 0 ≤ y ≤ x,

P (Wt ≤ x,Mt ≤ y) = P (Wt ≤ y, Mt ≤ y)

since Mt ≥ Wt. Furthermore, by setting x = y in (7.3)

P (Mt ≤ y) = P (Wt ≤ y, Mt ≤ y) = N
(

y√
t

)
−N

(−y√
t

)
. (7.7)

Finally, for y ≤ 0, P (Wt ≤ x,Mt ≤ y) = 0 since Mt ≥ M0 = 0. 2
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Comments 1 We have also proved that the process B defined as

Bt = Wt11t<Ty
+ (2y −Wt)11Ty≤t

is a Brownian motion.

Remarque 7.1.1 Let τ = inf{t > 0 : Bt = 0}. Then P (τ = 0) = 1.

7.1.2 Hitting Time Process

Proposition 7.1.2 Let W be a Brownian motion and define Ty = inf{t : Wt = y} for any
y > 0. The increasing process (Ty, y ≥ 0) has independent and stationary increments. It enjoys
the scaling property

Tλy
loi= (λ2Ty, y ≥ 0) .

Démonstration: The increasing property follows from the continuity of paths of the Brownian
motion. For z > y,

Tz − Ty = inf{t ≥ 0 : WTy+t −WTy
= z − y} .

Hence, the independence and the stationarity properties follow from the Markov property. Let
λ > 0. Then, from scaling property of the BM,

Tλy = inf{t :
1
λ

Wt = y} loi= λ2 inf{t : Ŵt = y}

where Ŵ is the BM Ŵt =
1
λ

Wλ2t. 2

The process (Ty, y ≥ 0) is a stable subordinator. (See Section ??.)

7.1.3 Law of the Supremum of a Brownian Motion over [0, t]

Proposition 7.1.3 The random variable Mt has the same law as |Wt|.
Démonstration: This follows from (7.7). 2

Comments 2 The process M does not have the same law as the process |W |. Indeed, the
process M is an increasing process, this is not the case for |W |. Nevertheless, there are some
further equalities in law, as M −W

loi= |W | between these processes (See Lévy’s Theorem ??).

7.1.4 Law of the Hitting Time

For x > 0, the law of the hitting time of the level x defined as Tx = inf{s : Ws = x} can be now
easily deduced from

P (Tx ≤ t) = P (x ≤ Mt) = P (x ≤ |Wt|) = P (x ≤ |G|
√

t) = P (
x2

G2
≤ t) , (7.8)

where, as usual G stands for a Gaussian random variable, with zero expectation and unit variance.

Hence, Tx
loi=

x2

G2
and the density of the r.v. Tx follows:

P (Tx ∈ dt) =
x√
2πt3

exp(−x2

2t
)11t≥0 dt .

For x < 0, we have, using the symmetry of the BM

Tx = inf{t : Wt = x} = inf{t : −Wt = −x} loi= T−x
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and it follows that, for any x 6= 0,

P (Tx ∈ dt) =
|x|√
2πt3

exp(−x2

2t
)11t≥0 dt . (7.9)

In particular, for x 6= 0, P (Tx < ∞) = 1 and E(Tx) = ∞.

7.1.5 Law of the Infimum

The law of the infimum of a Brownian motion is obtained by relying on the same procedure. It
can also be deduced by observing that

mt
def
= inf

s≤t
Ws = − sup

s≤t
(−Ws) = − sup

s≤t
(Bs)

where B = −W is a Brownian motion. Hence

for y ≤ 0, x ≥ y P (Wt ≥ x,mt ≥ y) = N (
−x√

t
)−N (

2y − x√
t

),

for y ≤ 0, x ≤ y P (Wt ≥ x,mt ≥ y) = N (
−y√

t
)−N (

y√
t
)

= 1− 2N (
y√
t
) ,

for y ≥ 0 P (Wt ≥ x,mt ≥ y) = 0 .

(7.10)

In particular, for y ≤ 0, P (mt ≥ y) = N (
−y√

t
)−N (

y√
t
).

If the Brownian motion W starts from z at time 0 and T0 = inf{t : Wt = 0}, then, for z > 0, x > 0,
we obtain

Pz(Wt ∈ dx, T0 > t) = P0(Wt + z ∈ dx, T−z > t) = P0(Wt + z ∈ dx,mt > −z) .

Therefore, for z > 0, differentiating (7.10) with respect to x,

Pz(Wt ∈ dx, T0 > t) =
11x≥0√

2πt

[
exp

(
− (z − x)2

2t

)
− exp

(
− (z + x)2

2t

)]
dx . (7.11)

7.1.6 Laplace Transform of the Hitting Time

Laplace transform of! hitting time for a BM

Proposition 7.1.4 Let Ty be the hitting time of y ∈ IR for a standard Brownian motion. Then,
for λ > 0

E[exp(−λ2

2
Ty)] = exp(−|y|λ) .

Démonstration: Recall that, for any λ > 0 the process (exp(λWt− λ2

2
t), t ≥ 0) is a martingale.

Let y ≥ 0, λ ≥ 0 and Ty be the hitting time of y. The martingale

(exp(λWt∧Ty −
λ2

2
(t ∧ Ty)), t ≥ 0)

is bounded by eλy. Doob’s optional sampling theorem yields

E[exp(λWTy −
λ2

2
Ty)] = 1 .

Using that P (Ty < ∞) = 1 and WTy = y, we obtain the Laplace transform of Ty. The case where
y < 0 is obtained by studying the Brownian motion −W . 2
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Warning 1 In order to apply Doob’s optional sampling theorem, we have to check carefully that

the martingale exp(λWt∧Ty −
λ2

2
(t ∧ Ty)) is uniformly integrable. In the case λ > 0 and y < 0, a

wrong use of this theorem would lead to the equality of 1 and

E[exp(λWTy
− λ2

2
Ty)] = eλyE[exp(−λ2

2
Ty)]

that is the two quantities E[exp(−λ2

2
Ty)] and exp(−yλ) would be the same. This is obviously

false since the quantity E[exp(−λ2

2
Ty)] is smaller than 1 whereas exp(−yλ) is strictly greater

than 1.

Remarque 7.1.2 From (7.9), we check that Hitting time! of a drifted BM

exp(−|y|λ) =
∫ ∞

0

dt
|y|√
2πt3

exp
(
−y2

2t

)
. (7.12)

Exercice 7.1.1 Apply Proposition ?? for τ = Ty and θ = 1 to find the expectation of Ty.

Exercice 7.1.2 Let T ∗ = inf{t ≥ 0 : |Wt| = a}. Using that eλ2t/2 cosh(λWt) is a martingale,
prove that E(exp(−λ2T ∗/2) = [cosh(aλ)]−1.

7.2 Hitting Times for a Drifted Brownian Motion

We study now the case where Xt = νt + Wt, where W is a Brownian motion. Let MX
t =

sup (Xs, s ≤ t), mX
t = inf (Xs, s ≤ t) and Ty(X) = inf{t ≥ 0 |Xt = y}. We recall that W(ν)(Xt ∈

A) denotes the probability that the Brownian motion Xt with drift ν belongs to A.

7.2.1 Joint Laws of the Pairs (M,X) and (m,X) at Time t

Proposition 7.2.1 For y ≥ 0, y ≥ x

W(ν)(Xt ≤ x,MX
t ≤ y) = N (

x− νt√
t

)− e2νyN (
x− 2y − νt√

t
)

and for y ≤ 0, y ≤ x

W(ν)(Xt ≥ x,mX
t ≥ y) = N (

−x + νt√
t

)− e2νyN (
−x + 2y + νt√

t
) .

Démonstration: From Cameron-Martin’s theorem (see Proposition ??)

W(ν)(Xt ≤ x, MX
t ≥ y) = E

[
exp

(
νWt − ν2

2
t

)
11{Wt ≤ x,MW

t ≥ y}
]

.

From the reflection principle (7.2) for y ≥ 0, x ≤ y,

P (Wt ≤ x,MW
t ≥ y) = P (x ≥ 2y −Wt,M

W
t ≥ y) ,

hence

E

[
exp

(
νWt − ν2

2
t

)
11{Wt ≤ x,MW

t ≥ y}
]

= E

[
exp

(
ν(2y −Wt)− ν2

2
t

)
11{2y −Wt ≤ x,MW

t ≥ y}
]

= e2νyE

[
exp

(
−νWt − ν2

2
t

)
11{Wt ≥ 2y − x}

]
.
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We apply again Cameron-Martin’s theorem

E

[
exp

(
−νWt − ν2

2
t

)
11{Wt ≥ 2y − x}

]
= P (Wt − νt ≥ 2y − x).

It follows that for y ≥ 0, y ≥ x

W(ν)(Xt ≤ x, MX
t ≥ y) = e2νyP (Wt ≥ 2y − x + νt)

= e2νyW(ν)(Xt ≥ 2y − x + 2νt)
= e2νyP (−Wt ≥ 2y − x + νt)
= e2νyP (Xt ≤ x− 2y)

= e2νyN (
−2y + x− νt√

t
) .

Therefore,

W(ν)(Xt ≤ x,MX
t ≤ y) = W(ν)(Xt ≤ x)−W(ν)(Xt ≤ x,MX

t ≥ y)

= N (
x− νt√

t
)− e2νyN (

x− 2y − νt√
t

) ,

and for y ≤ 0, y ≤ x

W(ν)(Xt ≥ x,mX
t ≤ y) = P (Wt + νt ≥ x, inf

s≤t
(Ws + νs) ≤ y)

= P (−Wt − νt ≤ −x, sup
s≤t

(−Ws − νs) ≥ −y)

= e2νyP (Wt − νt ≥ −y)

= e2νyN (
2y − x + νt√

t
) . (7.13)

2

7.2.2 Laws of Maximum, Minimum and Hitting Times

In particular, the laws of the maximum and of the minimum of a drifted Brownian motion are
deduced : from W(ν)(MX

t ≤ y) = W(ν)(Xt ≤ y, MX
t ≤ y) and W(ν)(mX

t ≥ y) = W(ν)(Xt ≥
y, mX

t ≥ y), we get

W(ν)(MX
t ≤ y) = N (

y − νt√
t

)− e2νyN (
−y − νt√

t
), y ≥ 0

W(ν)(MX
t ≥ y) = N (

−y + νt√
t

) + e2νyN (
−y − νt√

t
), y ≥ 0

W(ν)(mX
t ≥ y) = N (

−y + νt√
t

)− e2νyN (
y + νt√

t
), y ≤ 0

W(ν)(mX
t ≤ y) = N (

y − νt√
t

) + e2νyN (
y + νt√

t
), y ≤ 0 .

and

W(ν)(Ty(X) ≥ t) = W(ν)(MX
t ≤ y) = N (

y − νt√
t

)− e2νyN (
−y − νt√

t
) , y > 0

= W(ν)(mX
t ≥ y) = N (

−y + νt√
t

)− e2νyN (
y + νt√

t
), y < 0

In particular, when t →∞ in W(ν)(Ty ≥ t), we obtain W(ν)(Ty = ∞) = 1− e2νy, for ν ≤ 0.
In this case, the density of Ty under W(ν) is defective.
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7.2.3 Laplace Transforms

Laplace transform of! hitting time for a drifted BM From Cameron-Martin’s theorem,

W(ν)

(
exp

(
−λ2

2
Ty(X)

))
= E

(
exp

(
νWTy −

ν2 + λ2

2
Ty(W )

))
,

where W(ν)(·) is the expectation under W(ν). From Proposition 7.1.4, the right-hand side equals

eνyE

[
exp

(
−1

2
(ν2 + λ2)Ty(W )

)]
= eνy exp[−|y|

√
ν2 + λ2] .

Therefore

W(ν)

(
exp

[
−λ2

2
Ty(X)

])
= eνy exp[−|y|

√
ν2 + λ2] . (7.14)

Hence, setting λ = 0 in (7.14), in the case νy < 0

W(ν)(Ty < ∞) = e2νy ,

which proves again that the probability that a Brownian motion with positive drift hits a negative
level is not equal to one. In the case νy > 0, obviously W(ν)(Ty < ∞) = 1 . This is explained by the
fact that (Wt +νt)/t goes to ν when t goes to infinity, hence the drift drives the process to infinity.
In the case νy > 0, taking the derivative of (7.14) for λ = 0, we obtain W(ν)(Ty(X)) = y/ν. When
νy < 0, the differentiation does not work, and obviously the expectation of the stopping time is
equal to infinity.

7.3 Hitting Times for Geometric Brownian Motion

7.3.1 Notation

Let us assume that
dSt = St(µdt + σdWt) , S0 = x (7.15)

with σ > 0, i.e.,
St = x exp

(
(µ− σ2/2)t + σWt

)
= xeσXt ,

where Xt = νt + Wt, ν =
µ

σ
− σ

2
. We denote the first hitting time of a by

Ta(S) = inf{t ≥ 0 : St = a} = inf{t ≥ 0 : Xt =
1
σ

ln(a/x)}

Then Ta(S) = Tα(X) where α =
1
σ

ln(a/x). When a level b is used for the geometric Brownian

motion S, we shall denote β =
1
σ

ln(b/x). Using the previous results, we give the law of the hitting

time, as well as the law of maximum (resp. minimum) of S over time interval [0, t].

7.3.2 Law of the Pair (Maximum, Minimum)

We deduce from Proposition 7.2.1 that for b > a, b > x

P (St ≤ a,MS
t ≤ b) = P (Xt ≤ α,MX

t ≤ β)

= N (
α− νt√

t
)− e2νβN (

α− 2β − νt√
t

)
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whereas, for a > b, b < x

P (St ≥ a, mS
t ≥ b) = P (Xt ≥ α, mX

t ≥ β)

= N (
−α + νt√

t
)− e2νβN (

−α + 2β + νt√
t

) .

It follows that, for a > x (or α > 0)

P (Ta(S) < t) = P (MS
t ≥ a) = 1− P (MS

t ≤ a)
= 1− P (St ≤ a,MS

t ≤ a)

= 1−N (
α− νt√

t
) + e2ναN (

−νt− α√
t

)

= N (
−α + νt√

t
) + e2ναN (

−νt− α√
t

) (7.16)

and, for a < x (or α < 0)

P (Ta(S) < t) = P (mS
t ≤ a) = 1− P (mS

t ≥ a)

= N (
α− νt√

t
) + e2ναN (

νt + α√
t

) . (7.17)

7.3.3 Laplace Transforms

Laplace transform of! hitting time for a GBM From the equality Ta(S) = Tα(X),

E

(
exp

[
−λ2

2
Ta(S)

])
= W(ν)

(
exp

[
−λ2

2
Tα(X)

])
.

Therefore, from (7.14)

E

(
exp

[
−λ2

2
Ta(S)

])
= exp

(
να− |α|

√
ν2 + λ2

)
. (7.18)

7.4 Other Cases

7.4.1 Vasicek Processes

Process! Vacisek - Let (rt, t ≥ 0) be a Vasicek process defined as

drt = k(θ − rt) dt + σ dWt, r0 = ρ,

and T0 = inf {t ≥ 0 : rt = 0}. For any ρ > 0, the density function of T equals

f(t) =
ρ

σ
√

2π

(
k

sinh kt

)3/2

ekt/2 exp
[
− k

2σ2

((
ρ− θ

)2 − θ2 + ρ2 coth kt
)]

.

Démonstration: We present here the proof of Patie [?] Patie, P. in the case θ = 0, σ = 1. The
Vasicek process is rt = e−kt(x +

∫ t

0
eksdBs). Hence

T0 = inf{t ≥ 0 : rt = 0}

= inf{t : x +
∫ t

0

eksdBs = 0}
= inf{t : WA(t) = −x}
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where, from Dubins’ theorem we have written the martingale
∫ t

0
eksdBs as a Brownian motion

W , changed of time (See Section ?? for comments) A(t) =
∫ t

0
e2ksds. It follows that

T0 = A(inf{t ≥ 0 : Wt = −x})

and
Px(T0 ∈ dt) = A′(t)P0(T−x(W ) ∈ dA(t)) .

2

7.4.2 Deterministic Volatility and Non-constant Barrier

Let us study the case where the process S is a geometric Brownian motion with deterministic
volatility

dSt = St(rdt + σ(t)dWt), S0 = x

and

Ta(S) = inf{t : St = a} = inf{t : rt− 1
2

∫ t

0

σ2(s)ds +
∫ t

0

σ(s)dWs = α} ,

where α = ln(a/x). As we shall see in Section ??, the process Ut =
∫ t

0

σ(s)dWs is a time

changed Brownian motion and can be written as ZA(t) where Z is a Brownian motion and A(t) =∫ t

0

σ2(s)ds. Hence, introducing the inverse C of the function A

Ta(S) = inf{t : rt− 1
2
A(t) + ZA(t) = α} = inf{C(u) : rC(u)− 1

2
u + Zu = α} ,

and we are reduced to the study of the hitting time of the non-constant boundary α− rC(u) by
the drifted Brownian motion (Zu − 1

2u, u ≥ 0).

More generally, let Th(V ) = inf {t ≥ 0 : Vt = h(t)}, where h is a deterministic function and
V a diffusion process. There are only few cases for which the law of Th(V ) is explicitly known.

7.5 Hitting Time of a Two-sided Barrier

7.5.1 Brownian Case

Let a < 0 < b and Ta, Tb the two hitting times of a and b

Ta = inf{t ≥ 0 : Wt = a}, Tb = inf{t ≥ 0 : Wt = b}

and T ∗ = Ta ∧ Tb be the exit time from the tunnel. As before Mt denotes the maximum of the
Brownian motion over the interval [0, t] and mt the minimum.

Proposition 7.5.1 Let W be a Brownian motion and T ∗ = Ta ∧ Tb. Then, for any a, b, x with
a < x < b

Px(Ta < Tb) =
b− x

b− a

and E(T ∗) = x(b + a)− ab− x2.

Démonstration: The martingale (Wt∧Ta∧Tb
, t ≥ 0) is bounded, so that

x = Ex(WTa∧Tb
) = aPx(Ta < Tb) + bPx(Tb < Ta) ,
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the result follows from the obvious equality

Px(Ta < Tb) + Px(Tb < Ta) = 1 .

Using the martingale (W 2
t∧Ta∧Tb

−(t∧Ta∧Tb), t ≥ 0), we get x2 = Ex(W 2
t∧Ta∧Tb

)−Ex(t∧Ta∧Tb).
Passing to the limit when t goes to infinity x2 = a2Px(Ta < Tb) + b2Px(Tb < Ta) − Ex(Ta ∧ Tb),
hence Ex(Ta ∧ Tb) = x(b + a)− ab− x2. 2

Comments 3 The proposition can be generalized to diffusions by using the scale function. See
Section ??.

Proposition 7.5.2 The Laplace transform of T ∗ is

E[exp(−λ2

2
T ∗)] =

cosh[λ(a + b)/2]
cosh[λ(b− a)/2]

The joint law of (Mt,mt,Wt) is given by

P (a ≤ mt < Mt ≤ b,Wt ∈ E) =
∫

E

ϕ(t, x) dx

where, for E ⊂ [a, b]

ϕ(t, x) =
1√
2πt

∞∑

k=−∞

[
exp

(
− 1

2t
(x + 2k(b− a))2

)

− exp
(
− 1

2t
(x− 2b + 2k(b− a))2

)]
(7.19)

Démonstration: The Laplace transform of T ∗ is obtained by Doob’s optional sampling theorem.
Indeed

exp[−λ(
a + b

2
)] = E

[
exp(λ(WT∗ − a + b

2
)− λ2 T ∗

2
)
]

= exp(λ
b− a

2
)E

[
exp(−λ2 T ∗

2
)11{T∗=Tb}

]

+ exp(λ
a− b

2
) E

[
exp(−λ2 T ∗

2
)11{T∗=Ta}

]

and using −W leads to

exp[−λ(
a + b

2
)] = E

[
exp(λ(−WT∗ − a + b

2
)− λ2 T ∗

2
)
]

= exp(λ
−3b− a

2
)E

[
exp(−λ2 T ∗

2
)11T∗=Tb

]

+exp(λ
−b− 3a

2
) E

[
exp(−λ2 T ∗

2
)11{T∗=Ta}

]
.

By solving a linear system of two equations, the following result is obtained :




E

[
exp(−λ2 T ∗

2
)11{T∗=Tb}

]
=

sinh(−λa)
sinh(λ(b− a))

E

[
exp(−λ2 T ∗

2
)11{T∗=Ta}

]
=

sinh(λb)
sinh(λ(b− a))

(7.20)
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The proposition is finally derived from

E

[
exp(−λ2

2
T ∗)

]
= E

[
exp(−λ2 T ∗

2
)11{T∗=Tb}

]
+ E

[
exp(−λ2 T ∗

2
)11{T∗=Ta}

]
.

By inverting the Laplace transform, the density is obtained.

Donner cette densite, donner la loi du couple m,M , voir leblanc

In the case −a = b, we get the formula obtained in Exercice 7.1.2

E

[
exp(−λ2

2
T ∗)

]
= (cosh(bλ))−1

and, inverting Laplace transform leads to the density

P (T ∗ ∈ dt) =
1
b2

Σ∞n=−∞(n +
1
2
)e−(1/2)(n+1/2)2π2t/b2dt .

. 2

7.5.2 Drifted Brownian Motion

Let Xt = νt + Wt be a drifted Brownian motion and T ∗ = Tα ∧ Tβ with α < 0 < β. From
Cameron-Martin’s theorem

W(ν)(exp(−λ2

2
T ∗(X))) = E(exp(νWT∗ − ν2

2
T ∗) exp(−λ2

2
T ∗))

= E(exp(νWT∗ − ν2 + λ2

2
T ∗)11{T∗=Tα})

+E(exp(νWT∗ − ν2 + λ2

2
T ∗)11{T∗=Tβ})

= exp(να)E(exp(−ν2 + λ2

2
T ∗)11{T∗=Tα})

+ exp(νβ)E(exp(−ν2 + λ2

2
T ∗)11{T∗=Tβ}) .

From (7.20 ) it follows that

W(ν)(exp(−λ2

2
T ∗(X))) = exp(να)

sinh(µβ)
sinh(µ(β − α))

+ exp(νβ)
sinh(−µα)

sinh(µ(β − α))

where µ2 = ν2 + λ2. In the particular case α = −β, the above formula simplifies and gives

W(ν)

(
exp(−λ2

2
T ∗(X))

)
=

cosh(νβ)
cosh(β

√
ν2 + λ2)

.
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Chapter 8

Compléments sur le mouvement
Brownien

8.1 Théorème de représentation prévisible

Soit B un mouvement brownien et F sa filtration naturelle, soit Ft = σ(Bs, s ≤ t). (il est
important que (Ft) soit la filtration naturelle).

8.1.1 Représentation prévisible

Théorème 8.1.1 Soit M une (Ft)-martingale, telle que supt≤T E[M2
t ] < ∞. Il existe un unique

processus prévisible H vérifiant E(
∫ T

0

H2
s ds) < ∞, tel que

∀t ∈ [0, T ], Mt = M0 +
∫ t

0

Hs dBs .

Si M est une (Ft)-martingale locale, il existe un unique processus prévisible H tel que

∀t Mt = M0 +
∫ t

0

Hs dBs

Démonstration: On montre tout d’abord que si F est une v.a. F∞ mesurable, de carré
intégrable, elle admet la représentation

F = E(F ) +
∫ ∞

0

Hs dBs

Pour cela, notant H l’ensemble de v.a. possédant la propriété de représentation, on montre que
H est fermé dans L2 et contient les v.a. de la forme F = E(fḂ)∞ avec f =

∑

i

λi11]ti−1,ti], qui

sont totales dans L2. On en déduit le résultat pour des martingales bornées, puis le cas général
par densité et localisation. 2

Remarque 8.1.1 Ce résultat est très souvent utilisé en finance pour exhiber un portefeuille de
couverture. On remarque que d〈M, B〉t = Htdt. Si M est une martingale de la forme f(t, Bt), on
trouve Ht = f ′x(t, Bt) en appliquant la formule d’Itô. Ce théorème se généralise aux Browniens
d-dimensionnels.
Les conditions d’intégrabilité exigées sur H sont importantes. Dudley [?] a montré que pour toute

101
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v.a. ζ ∈ FT on peut trouver un processus prévisible H tel que ζ =
∫ T

0

HsdBs. (le cas où ζ est

déterministe n’est pas sans intérêt, surtout en finance, puisqu’il génére un arbitrage). Ce résultat
a été généralisé par Emery et al. [?] au cas de semi-martingales.

Corollaire 8.1.1 Toutes les (Ft)-martingales locales sont continues.

8.1.2 Représentation prévisible et théorème de Girsanov

Soit B un P -mouvement Brownien de filtration canonique (Ft) et θ un processus (Ft)-adapté

vérifiant la condition de Novikov E

(
exp

(
1
2

∫ T

0

θ2
s ds

))
< ∞. Soit Q la probabilité équivalente

à P définie sur Ft par

dQ = exp(
∫ t

0

θsdBs − 1
2

∫ t

0

θ2
s ds)dP = LtdP .

Le théorème de Girsanov nous montre que B̃t
def
= Bt −

∫ t

0

θsds est un (Ft) − Q-mouvement

Brownien. Mais, en général, la filtration de B̃ n’est pas celle de B, on a simplement F̃t ⊂
Ft. (l’égalité est réalisée par exemple si θ est déterministe, il peut y avoir inclusion stricte).
Néanmoins, le théorème de représentation prévisible s’applique dans cette situation: si M est une
Ft-Q-martingale locale, il existe un processus Ft-prévisible H tel que

∀t Mt = M0 +
∫ t

0

Hs dB̃s

Il suffit d’écrire la représentation prévisible de la P martingale ML et d’en déduire, grâce à
la formule d’Itô la représentation de M sous Q. Si dSt = St(µdt + σtdBt) sous la probabilité
historique, le processus de prix actualisés vérifie

dS̃t = σS̃tdB̃t

On en déduit la complétion du marché.

8.1.3 Calcul de Malliavin

L’espace de Cameron-Martin est l’espace des fonctions γ de l’espace de Wiener Ω = C0([0, 1]) qui

s’écrivent γ(t) =
∫ t

0

g(s)ds avec g ∈ L2([0, T ]).

Soit F : Ω → IR une v.a. La dérivée directionelle de F dans la direction γ est, si elle existe, la
quantité

DγF (ω) =
d

dε
(F (ω + εγ))

On dit que F est différentiable s’il existe ψ ∈ L2([0, T ]× Ω) telle que

DγF (ω) =
∫ T

0

ψ(t, ω)g(t)dt

On pose alors DtF (ω) = ψ(t, ω).
Une autre façon d’introduire la dérivée de Malliavin ast la suivante: (see Nualart [?] and

Oksendal[?] for more comments). For h ∈ L2([0, T ]), let W (h) =
∫ T

0
h(s)dWs. For a smooth
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function f , the derivative of a random variable of the form F = f(W (h1), . . . ,W (hn)) is defined
as the process (DtF, t ≤ T ) by

DtF =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(W (h1), . . . , W (hn))hi(t) .

Exemple 8.1.1 Dans le cas où F (ω) =
∫ T

0

f(s)dBs, où f est une fonction,

DtF (ω) = f(t)

The Clark-Ocone representation formula states that

F = E(F ) +
∫ T

0

E(DtF |Ft)dWt .

As an example, the derivative of F = f(WT ) is f ′(WT ), hence

f(WT ) = E(f(WT )) +
∫ T

0

E(f ′(WT )|Ft)dWt .

8.2 Equations différentielles stochastiques rétrogrades

Ce paragraphe peut être omis en première lecture. On consultera l’ouvrage collectif [?], l’ouvrage
de Ma et Yong [?] et pour une belle application aux options américaines le cours de N. El Karoui
dans [?].

Les données sont un espace (Ω,F , P ), un brownien B-d-dimensionnel sur cet espace dont la
filtration naturelle est F = (Ft), une fonction b définie sur (IR+ × IRn × IRn×d), uniformément
lipschitzienne

|b(t, x1, y1)− b(t, x2, y2)| ≤ K[|x1 − x2|+ |y1 − y2|]
et une variable ζ FT -mesurable, de carré intégrable. Le problème est de résoudre l’équation
différentielle rétrograde1

−dXt = b(t,Xt, Yt) dt− Y ∗
t dBt

soumis à la condition terminale XT = ζ, c’est-à-dire de trouver un couple (X,Y ) F-adapté qui
vérifie

Xt = ζ +
∫ T

t

b(s,Xs, Ys) ds−
∫ T

t

Y ∗
s dBs (8.1)

Un cas simple est celui où b ne dépend pas ni de X ni de Y . S’il existe une solution à
Xt = ζ +

∫ T

t
b(s) ds − ∫ T

t
Y ∗

s dBs, la variable Xt +
∫ t

0
b(s) ds est Ft-mesurable et égale à ζ +∫ T

0
b(s) ds−∫ T

t
Y ∗

s dBs. Donc en prenant les espérances conditionnelles des deux cotés, on obtient

Xt +
∫ t

0

b(s) ds = E(ζ +
∫ T

0

b(s) ds|Ft)

ce qui montre que le processus Xt +
∫ t

0
b(s) ds est une martingale de valeur terminale connue

ζ +
∫ T

0
b(s) ds. Le théorème de représentation prévisible assure qu’il existe un processus Y tel que

Xt +
∫ t

0
b(s, Xs) ds = y +

∫ t

0

YsdBs et nous obtenons la solution souhaitée.

1“L’avenir est devant toi. Mais tu l’auras dans le dos chaque fois que tu feras demi-tour”. Pierre Dac.
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Il est important de comprendre que l’on recherche un couple solution : en étudiant le cas b = 0,
on voit bien que Y ne saurait être imposé, puisque dans ce cas Xt = E(ζ|Ft) et Y est le processus
obtenu en appliquant le théorème de représentation prévisible des martingales continues.
Ce résultat est très utile en finance, pour valoriser des flux terminaux.

The main references on this subject are the collective book [?], the book of Ma and Yong [?],
El Karoui’s lecture in [?] and Buckdhan’s lecture in [?] .

8.2.1 Definition

A probability space (Ω,F , P ), a n-dimensional Brownian motion W and its natural filtration F,
an FT -measurable square integrable random variable ζ and a family of F-adapted, IRd-valued
processes f(t, ·, x, y), x, y ∈ IRd× IRd×n are given. The problem is to solve a stochastic differential
equation where the terminal condition as well as the form of the drift term (called the driver) are
given.

The Backward Stochastic Differential Equation (B.S.D.E.) has the form

−dXt = f(t,Xt, Yt) dt− Y ∗
t dWt

where Y ∗ is the transposed matrix Y , whereas the terminal condition is XT = ζ. Let us recall
that this equation is a short way to write for s < t

Xs −Xt =
∫ t

s

f(u,Xu, Yu) du−
∫ t

s

Y ∗
u dWu .

The solution is a pair (X,Y ) of F-adapted processes which satisfies,

Xt = ζ +
∫ T

t

f(s,Xs, Ys) ds−
∫ T

t

Y ∗
s dWs . (8.2)

We emphasize that the diffusion term is a part of the solution.

Exemple 8.2.1 Let us study the easy case where b is a deterministic function of time and d =
n = 1. If there exists a solution to Xt = ζ +

∫ T

t
f(s) ds− ∫ T

t
Ys dWs, then the F-adapted process

Xt +
∫ t

0
b(s) ds is equal to ζ +

∫ T

0
f(s) ds− ∫ T

t
Ys dWs. Taking conditional expectation w.r.t. Ft,

and assuming that Y is square integrable, we get

Xt +
∫ t

0

f(s) ds = E(ζ +
∫ T

0

f(s) ds|Ft) (8.3)

therefore, the process Xt +
∫ t

0
f(s) ds is a F-martingale with terminal value ζ +

∫ T

0
b(s) ds. The

predictable representation theorem asserts that there exists an adapted process Y such that Xt +
∫ t

0
f(s) ds = y +

∫ t

0

YsdWs and the pair (X,Y ) is the solution of the BSDE.

8.2.2 Existence

Définition 8.2.1 Let L2([0, T ], IRd) be the set of IRd-valued square integrable Ft progressively

measurable processes, i.e. processes Z such that E

[∫ T

0

‖Zs‖2ds

]
< ∞.
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Théorème 8.2.1 Let us assume that for any (x, y) ∈ IRn×IRd×n, the process f(·, x, y) is progres-
sively measurable, with f(·, ·, 0, 0) ∈ L2([0, T ], IRd) and that the function f(t, ω, ·, ·) is uniformly
lipschitzian, i.e.,

|f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2)| ≤ K[|x1 − x2|+ |y1 − y2|]
Then there exists a unique pair (X, Y ) in L2([0, T ], IRd)× L2([0, T ], IRd) which satisfies (8.2).

Démonstration: We prove the uniqueness of the solution in the case n = d = 1. Let (X1, Y 1)
and (X2, Y 2) be two solutions in L2([0, T ], IR) × L2([0, T ], IR). We denote ∆Xs = X1 −X2 and
∆Ys = Y 1 − Y 2. From Itô’s formula applied to (∆Xs)2, we get

(∆Xt)2 +
∫ T

t

(∆Ys)2ds = −2
∫ T

t

(f(s,X1
s , Y 1

s )− f(s,X2
s , Y 2

s )) ∆Xsds− 2
∫ T

t

∆Xs∆YsdWs .

The stochastic integral being a martingale, and using the Lipschitz property of f , we obtain :

E[(∆Xt)2] + E

[∫ T

t

(∆Ys)2ds

]
≤ cE

[∫ T

t

ds(∆Xs)2
]

+
1
2
E

[∫ T

t

(∆Ys)2ds

]

Hence, the uniqueness follows from Gronwall’s theorem.

We now prove the existence in few steps.
First step. We show the existence in the particular case :

−dXt = ftdt− YtdWt, XT = ζ

when f ∈ H2(IRd). Following (8.3), we set

Xt = E[ζ +
∫ T

t

fsds|Ft] , 0 ≤ t ≤ T .

The representation theorem yields to the existence of Y ∈ L2([0, T ], IR) such that the martingale
Xt, t ≥ 0) admits a representation on the form

Xt = X0 +
∫ t

0

YsdWs .

Second step. We consider
−dXt = f(t, Yt)dt− YtdWt , XT = ζ

where f(t, y) is progressively measurable, with f(t, ω, 0, 0) ∈ L2 and the function f(t, ω, ·) is
uniformly lipschitzian. We construct an iterative sequence of processes (Xn, Yn) as follows Y0(t) ≡
0, and from the first step, we can construct a pair (X1, Y1) solution of

−dX1(t) = f1(t)dt− Y1(t)dWt , X1(T ) = ζ

where f1(t) = f(t, Y0(t)) is known.
From the first step, the sequence (Xn, Yn, n ≥ 1) belongs to L2([0, T ], IR)× L2([0, T ], IR). We

now check that this sequence converges to the solution of the BSDE.
We apply Itô’s lemma to (Xn+1(t)−Xn(t))2. From

−d(Xn+1(t)−Xn(t)) = [f(t, Yn(t))− f(t, Yn−1(t))]dt− [Yn(t)− Yn−1(t)]dWt

We obtain, as in the uniqueness proof

E
[
(Xn+1(t)−Xn(t))2

]
+ E

[∫ T

t

[Yn(s)− Yn−1(s)]2]ds

]

≤ cE

[∫ T

t

(Xn+1(s)−Xn(s))2ds +
∫ T

t

[Yn(s)− Yn−1(s)]2]ds

]
.
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From 2ab = 2
a

c
cb ≤ a2

c2
+ c2b2, we obtain

E

(
[Xn+1(t)−Xn(t)]2 +

∫ T

t

[Yn+1(s)− Yn(s)]2ds

)
≤ K[

1
c2

E

∫ T

t

| Xn+1(s)−Xn(s) |2 ds]

+ c2E

∫ T

t

| Yn(s)− Yn−1(s) |2 ds

Let ϕn(t) = ectE
[∫ T

t
(Xn(s)−Xn−1(s))2ds

]
and ψn(t) = ectE[

∫ T

t
(Yn(s)− Yn−1(s))2ds]. Us-

ing these notation, the above inequality writes

−ϕ′n(t) + ψn+1(t) ≤ 1
2
ψn(t) (8.4)

and integrating this inequality between t and T

ϕn(t) +
∫ T

t

ψn+1(s)ds ≤ 1
2

∫ T

t

ψn(s)ds .

In particular

ϕn(0) ≤ ϕn(0) +
∫ T

0

ψn+1(s)ds ≤ 1
2n

∫ T

t

ψ1(s)ds

From (8.4) and ϕ′n(t) ≤ 0, we get

ψn+1(0) ≤ c̃2−n +
1
2
ψn(0)

therefore, both series
√

ϕn(0) and
√

ψ(0) converge, and the sequences Xn and Yn converge in L2.
Third step. We now consider the recurrence relation

{Y0(t) ≡ 0,−dXn(t) =
∫ T

t

f(s,Xn−1(s), Yn(s))ds−
∫ T

t

Yn(s)dWs , Xn(T ) = ζ , 0 ≤ t ≤ T}

The sequence (Xn(t), Yn(t), 0 ≤ t ≤ T )n≥1 is shown to be a Cauchy sequence, hence it converges
to a pair X,Y which can be shown to be a solution of the BDSE.

8.2.3 Hedging terminal wealth and consumption

Suppose that an agent would like to get a terminal wealth XT as well as an (adapted) consumption
process c. The financial market consists of d securities

The wealth associated with a portfolio (πi, i = 0, . . . d) is Xt = π0(t)S0
t +

∑d
i=1 πi(t)Si

t . The
self-financing condition dXt = π0(t)dS0

t +
∑d

i=1 πi(t)dSi
t − ctdt allows us to write

dXt = π∗t (bt − r1)dt− ctdt + π∗t σtdWt ,

where 1 is the d-dimensional vector with all components equal to 1. Therefore, we have to solve
the backward s.d.e.

dXt = b(t,Xt, Yt)dt + Y ∗
t dWt

with b(t, ω, x, y) = rx+y∗(b−r1)−ct(ω) and the portfolio (πi, i = 1, . . . , d) is given by πt = Y ∗
t σ−1

t .
In that case, the process RtXt +

∫ t

0
csRsds is a martingale under the e.m.m. Q, hence

HtXt = EP (XT HT +
∫ T

t

csHsds|Ft)
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where, as usual H is the product of the discounted factor and the Radon-Nikodym density. In
particular, the value of the t-time wealth needed to hedge a non-negative terminal wealth and
a non-negative consumption if always non-negative. This case is a very particular case of linear
BSDE (see below). Moreover, if X1

T ≤ X2
T and c1 ≤ c2, then X1

t ≤ X2
t . This is a particular

case of the following comparison theorem. This particular case can be explained using arbitrage
principle. If a contingent claim ζ2 is greater than a contingent claim ζ1, then the price of ζ2 is
greater than the price of ζ1;

8.2.4 Comparison theorem

Théorème 8.2.2 Let f i, i = 1, 2 be two processes satisfying the previous hypotheses and f1(t, x, y) ≤
f2(t, x, y). Let ζi be two FT measurable, square integrable r.v. such that ζ1 ≤ ζ2. Let (Xi, Y i) be
the solution of

−dXi
t = bi(t,Xi

t , Y
i
t ) dt− (Y i

t )∗dWt

Then Xi
t ≤ Y i

t , ∀t ≤ T .

Démonstration: Let Yt = X1
t −X2

t and Ŷt = Y 1
t − Y 2

t . The process Y is a solution of

−d(Yt) = [∆xb1(t)X̂t + ∆yb1Ŷt + b1(t,X2
t , Y 2

t )− b2(t,X2
t , Y 2

t )]dt− Ŷ ?
t dWt

Yt = ζ1 − ζ2

where

∆yb1
t =

b1(t, X1
t , Y 1

t )− b1(t,X2
t , Y 1

t )
X1

t −X2
t

× 11X1
t 6=X2

t

∆zb1(t) =
b1(t, X1

t , Y 1
t )− b1(t,X1

t , Y 2
t )

Y 1
t − Y 2

t

× 11Y 1
t 6=Y 2

t

and we conclude using the Lipschitz character of b1. (In particular ∆Xb1
t and ∆Y b1

t are bounded).

Remarque 8.2.1 It is worthwhile to note that the weaker hypothesis f1(t,X1, Y1) ≤ f2(t,X1, Y1)
suffices to lead to the conclusion.

8.2.5 Linear BSDE

Let us consider two bounded adapted processes A and B respectively IR and IRk valued and C a
process in H2(IR). verifier que cela a ete defini The case where b(t, x, y) = Atx+B?

t y +Ct

is called the linear case.
We define the adjoint process Γ as the solution of the SDE

{
dΓt = Γt[Atdt + B?

t dWt]
Γ0 = 1

Théorème 8.2.3 The solution of the linear BSDE

−dXt = (AtXt + B?
t Yt + Ct)dt− Y ?

t dWt, XT = ζ

is given by

ΓtXt = E[ΓT ζ +
∫ T

t

ΓsCsds|Ft] .

Comments 4 Backward-Stochastic differential equations are also studied in the case where the
driving martingale is a process with jumps. The reader can refer to Nualart and Schoutens [?]
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8.3 Changement de temps

8.3.1 Inverse d’un changement de temps

Par convention, un processus croissant est nul en 0, continu à droite, adapté. Soit A un processus
croissant et C le processus croissant inverse de A défini par

Cu = inf{t|At > u} (8.5)

avec la convention inf{∅} = ∞. Le processus C est croissant, continu à droite, vérifie

Cu− = inf{t|At ≥ u}

et {Cu > t} = {At < u}. On a aussi ACs
≥ s et At = inf{u|Cu > t}. Pour tout u, la v.a. Cu est

un temps d’arrêt. Si A est continu et strictement croissant, C est continu et on a C(A(t)) = t.
On peut effectuer des changement de temps dans une intégrale

∫ ∞

0

f(s) dAs =
∫ ∞

0

f(Cs) 11Cs<∞ds

8.3.2 Brownien et changement de temps

Il est bien connu que si M est une martingale continue de carré intégrable, il existe un unique
processus croissant continu, noté 〈M〉 (le crochet de M , noté aussi 〈M,M〉t) tel que le processus

(M2
t − 〈M〉t, t ≥ 0) est une martingale. Dans le cas Mt = M0 +

∫ t

0

HsdBs le crochet de M est le

processus croissant 〈M〉t =
∫ t

0

H2
s ds.

Proposition 8.3.1 (Théorème de Dubins Schwarz). Une martingale continue M telle que 〈M,M〉∞ =
∞ est un Brownien changé de temps. Autrement dit, il existe un brownien W tel que Mt = WAt ,
avec At = 〈M,M〉t .

Démonstration: Soit A =< M > et Wt = MCt où C est l’inverse de A. Il est alors évident que
W est une martingale (par rapport à FCt) de processus croissant < M >Ct= t. C’est donc un
Brownien. On a donc par inversion, Mt = WA(t). 2

Remarque 8.3.1 Ce résultat est en fait très général. Monroe [?] a montré que toute martingale
était égale à un Brownien changé de temps.

Lemme 8.3.1 Avec les notations du théorème de Dubins-Schwarz, si Z est un processus progres-

sivement mesurable tel que
∫ ∞

0

Z2
s d < M >s< ∞ alors le processus Yt

def
= ZCt vérifie

∫ ∞

0

Y 2
s ds < ∞

∫ t

0

ZsdMs =
∫ <M>t

0

YudWu

∫ Ct

0

ZvdMv =
∫ t

0

YudWu

On peut remarquer que Z1(t) =
∫ t

0

HsdMs et Z2(t) =
∫ At

0

YudWu sont des martingales de même

crochet. Voir Karatzas et Shreve, proposition 4.8 pour une démonstration.
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Dans le cas Mt =
∫ t

0

HsdBs, on a A(t) =
∫ t

0

H2
s ds, soit, si l’on sait que H est positif et

continu, Hs =
√

A′(s). En écrivant Mt =
∫ A(t)

0

dWs, on en déduit d(
∫ A(t)

0

dWs) = dMt =

HtdBt =
√

A′(t)dBt.

Lemme 8.3.2 Soit Xt =
∫ A(t)

0

ψ(s)dWs, où A est un changement de temps différentiable. Alors

dXt = ψ(A(t))
√

A′(t)dWt

Démonstration: Le processus X est une martingale (pour la filtration FA(t)) de crochet∫ A(t)

0

ψ2
sds. C’est donc un Brownien changé de temps. 2

8.3.3 Application aux Processus de Bessel

Un résultat important est le théorème de Lamperti:

Théorème 8.3.1 Soit W un mouvement Brownien. Le processus (exp(Wt + νt), t ≥ 0), avec
ν ∈ IR+ est un Bessel d’indice ν changé de temps

exp(Wt + νt) = R(ν)(At(ν)) (8.6)

où At(ν) =
∫ t

0

exp(2(Ws + νs)) ds et R(ν) un BES d’indice ν.

Remark that, thanks to the scaling property of the Brownian motion, this result can be extented
to exp(σBt + νt)

Démonstration: Let us introduce the increasing process At =
∫ t

0

exp[2(Ws + νs)] ds and C

its inverse Cu = inf{t ≥ 0 : At = u}. Notice that ACt = t =
∫ Ct

0

exp[2(Ws + νs)] ds implies

dt = exp[2(WCt + νCt)]dCt. The continuous process W̃ defined as

W̃u =
∫ Cu

0

exp(Ws + νs) dWs

is a martingale with increasing process equal to
∫ Cu

0

exp 2(Ws + νs) ds = u and is a Brownian

motion. From the definition of W̃ , W̃At =
∫ t

0

exp(Ws + νs) dWs which can be written

dW̃At = exp(Wt + νt) dWt

We now prove that Ru
def
= exp(WCu + νCu) is a Bessel process. Itô’s formula leads to

d exp(Wt + νt) = exp(Wt + νt) (dWt + νdt) +
1
2

exp(Wt + νt)dt

= dW̃At + (ν +
1
2
) exp(Wt + νt)dt

This equality can be written on an integral form

exp(Wt + νt) = 1 + W̃At +
∫ t

0

(ν +
1
2
) exp(Ws + νs)ds
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Therefore

exp(WCu
+ νCu) = 1 + W̃u +

∫ Cu

0

(ν +
1
2
) exp(Ws + νs)ds

and
∫ Cu

0

exp(Ws + νs)ds =
∫ u

0

exp(WCs
+ νCs)dCs =

∫ u

s=0

exp 2(WCs
+ νCs)

exp(WCs
+ νCs)

dCs

=
∫ u

0

ds

exp(WCs + νCs)
.

Then, in a differential form

d exp(WCu
+ νCu) = dW̃u + (ν +

1
2
)

du

exp(WCu + νCu)

and
dRu = dW̃u + (ν +

1
2
)
du

Ru
.

The result follows from the unicity of the solution to the differential equation associated with the
BES(ν), and from RAt

= exp(Wt + νt). 2

8.3.4 Application aux processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Let U be a OU process
dUt = dWt − λUtdt .

It is easy to prove that

Ut
loi= e−λtBu(λ,t), where u(λ, t) =

e2λt − 1
2λ

8.3.5 Application aux processus de Cox-Ingersoll-Ross

The CIR process
drt = (a + brt)dt + σ

√
rtdWt , r0 = α

is a space-time changed BESQ process: more precisely, rt = ebtR(
σ2

4b
(1 − e−bt)), where R is a

BESQδ(α) process, with δ =
4a

σ2
.

More generally, we prove the following result

Théorème 8.3.2 If r is the solution of

drt = (a + b(t)rt)dt + σ
√

rtdWt , r0 = α

where b is a continuous function, then (rt, t ≥ 0) loi= (
1

β(t)
R(

σ2

4

∫ t

0

β(s)ds), t ≥ 0) where β(s) =

exp−
∫ s

0

b(t)dt and R is a squared Bessel process with index
4a

σ2
.

Démonstration: Let us introduce ρt = rt exp−
∫ t

0

b(s)ds = rtβ(t). From Itô’s formula

ρt = ρ0 + a

∫ t

0

β(s)ds + σ

∫ t

0

√
β(s)

√
ρ(s) dWs
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Let us define the increasing process C(u) = σ2

∫ u

0

β(s) ρ(s)ds and its inverse A(t) = inf{u|C(u) =

t}. We apply the change of time formula

ρA(t) = ρ0 + a

∫ A(t)

0

β(s)ds + σ

∫ A(t)

0

√
β(s)

√
ρ(s)dWs

Since A′(t) =
1

β(A(t))
we obtain

ρA(t) = ρ0 + at +
∫ t

0

√
ρ(A(s)) dZs (8.7)

where Z is a Brownian motion. 2

Remarque 8.3.2 Les changements de temps interviennent beaucoup en finance. On pourra
consulter les articles de Geman et al. [?].

8.3.6 Extended CIR process

Théorème 8.3.3 If r is the solution of

drt = (a− λ(t)rt)dt + σ
√

rtdWt , r0 = x (8.8)

where λ is a continuous function, then (rt, t ≥ 0) loi= (
1

Λ(t)
ρ(

σ2

4

∫ t

0

Λ(s)ds), t ≥ 0) where Λ(s) =

exp
(∫ s

0

λ(t)dt

)
and ρ is a squared Bessel process with dimension 4a/σ2.

Démonstration: Let us introduce Zt = rt exp(
∫ t

0

λ(s)ds) = rtΛ(t). From Itô’s formula

Zt = Z0 + a

∫ t

0

Λ(s)ds + σ

∫ t

0

√
Λ(s)

√
Zs dWs .

Let us define the increasing function C(u) =
σ2

4

∫ u

0

Λ(s) ds and its inverse A(t) = inf{u : C(u) =

t}. We apply a change of time

ZA(t) = Z0 + a

∫ A(t)

0

Λ(s)ds + σ

∫ A(t)

0

√
Λ(s)

√
ZsdWs .

The process σ
∫ A(t)

0

√
Λ(s)

√
ZsdWs is a martingale with increasing process σ2

∫ A(t)

0
Λ(s)Zsds =

4
∫ t

0

ZA(s)ds, hence

ρt
def
= ZA(t) = Z0 +

4a

σ2
t + 2

∫ t

0

√
ZA(s) dBs = ρ0 +

4a

σ2
t + 2

∫ t

0

√
ρs dBs (8.9)

where B is a Brownian motion. 2

Proposition 5.6.1 admits an immediate extension

Proposition 8.3.2 The transition density of the process 8.8 is

P (rt ∈ dr|rs = ρ) =
Λ(s, t)

2Λ∗(s, t)
exp

(
−ρ + rΛ(s, t)

2Λ∗(s, t)

) (
rΛ(s, t)

ρ

)ν/2

Iν

(√
rρΛ(s, t)
Λ∗(s, t)

)
(8.10)

where Λ(s, t) = exp
(∫ t

s

λ(u)du

)
and Λ∗(s, t) =

σ2

4

∫ t

s

Λ(s, u)du and ν = (2a)/σ2 − 1.
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Pricing bonds in that model require as usual the computation of

B(0, T ) = E[exp−
∫ T

0

rsds] .

8.3.7 Constant Elasticity of Variance process

The Constant Elasticity of Variance (CEV) process of Cox [?] has dynamics

dSt = St(µdt + δSβ
t dWt) (8.11)

Setting Xt = S−2β
t , we obtain

dXt = k(θ −Xt)dt + σ
√

XtdWt

with σ = −2βδ, k = 2µβ, θ = δ2 2β+1
2µ . (See Davydov and Linetsky [?] for option pricing when the

underlying asset follows a CEV model)

8.3.8 Pont de Bessel et processus de CIR

Let us now study the links between a CIR process and a Bessel bridge.

drt = (a + βrt) dt + σ
√

rtdWt (8.12)

Let (βQd
x, x ≥ 0) the law of this process. We have seen that for all β 6= 0, we obtain by change of

time a BESQ. More precisely, (βQd
x, x ≥ 0) is the Qd

x law of the process

eβtX(
1− e−2βt

2β
)

We work now under a change of law. A routine application of Girsanov theorem leads to

dβQd
x

dQd
x

= exp
(

β

2
[Xt − x− dt]− β2

2

∫ t

0

Xs ds

)
(8.13)

and

βQd,t
x→y =

exp
(
−β2

2

∫ t

0

Xsds

)

Qd,t
x→y

[
exp

(
−β2

2

∫ t

0

Xsds

)]Qd,t
x→y (8.14)

where βQd,t
x→y denotes the bridge for Xu, 0 ≤ u ≤ t) obtained by conditioning βQd

x by (Xt = y).
For more details, see Pitman-Yor (1982)

8.4 Temps local

8.4.1 Temps d’occupation

Théorème 8.4.1 Formule de temps d’occupation. Il existe une famille de processus croissants
(les temps locaux) (L(., x), x ∈ IR) tels que pour toute fonction f mesurable bornée

∫ +∞

−∞
L(t, x)f(x) dx =

∫ t

0

f(Bs) ds . (8.15)
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En particulier,

ν(t, A)
def
=

∫ t

0

11{Bs∈A} ds =
∫ ∞

−∞
11A(x) L(t, x) dx (8.16)

pour tout t, pour tout borélien A est le temps d’occupation de A entre 0 et t.

Démonstration: On fait la démonstration de (8.15) pour f continue à support compact. La

formule (8.16) en résulte. Soit F telle que F ′(x) =
∫ x

−∞
f(y) dy =

∫ ∞

−∞
f(y) 11x>y dy et

F (x) =
∫ x

−∞
dz

∫ z

−∞
dyf(y) =

∫ ∞

−∞
(x− y)+f(y)dy

La formule d’Itô appliquée à F et le théorème de Fubini stochastique donnent
∫ ∞

−∞
(Bt − y)+f(y)dy =

∫ ∞

−∞
(B0 − y)+f(y)dy +

∫ ∞

−∞
dyf(y)

∫ t

0

11Bs>ydBs +
1
2

∫ t

0

f(Bs)ds

On en déduit

1
2

∫ t

0

f(Bs)ds =
∫ ∞

−∞
dyf(y)

(
(Bt − y)+ − (B0 − y)+ −

∫ t

0

11Bs>ydBs

)

et par suite la formule (8.15) est obtenue en posant

1
2
L(t, y) = (Bt − y)+ − (B0 − y)+ −

∫ t

0

11Bs>ydBs

De la même façon, en utilisant F ′(x) = −
∫ ∞

x

f(y) dy =
∫ ∞

−∞
f(y) 11x>y dy, on obtiendrait

1
2
L̃(t, y) = (Bt − y)− − (B0 − y)− +

∫ t

0

11Bs<ydBs

avec L(t, y) − L̃(t, y) = 2
∫ t

0

dBs11Bs=0. L’intégrale
∫ t

0

dBs11Bs=0 est nulle car son espérance et

sa variance sont nulles ∫ t

0

E(11Bs=0)ds = 0

Le même raisonnement s’applique pour une semi-martingale (somme d’une martingale et d’un
processus à variation bornée. Dans ce cas, les deux expressions du temps local peuvent différer.
2

On dit que L(t, x) est le temps local du brownien en x entre 0 et t. A partir de (8.15) on
obtient l’égalité (voir [?])

L(t, x) = lim
ε→0

1
2ε

∫ t

0

11[x−ε,x+ε](Bs) ds ,

la limite étant prise au sens L2 ou au sens p.s., qui permet d’interprèter le temps local comme
la moyenne du temps passé “en x”. Cette égalité montre en particulier que le temps local est un
processus croissant.
Le temps local est continu par rapport aux deux variables x et t (il faut utiliser le critère de
continuité de Kolmogorov).

Une propriété importante (Voir Revuz-Yor) est que le temps local en 0 est un processus crois-

sant qui ne croit que sur l’ensemble des zéros du Brownien. On a en particulier
∫ t

0

f(Bs)dL0
s =

f(0)L0
t . L’inverse du temps local est un processus de changement de temps, en général noté τ .
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8.4.2 Formule de Tanaka

Cette formule généralise la formule d’Itô à certaines fonctions qui ne sont pas de classe C2, mais
qui sont différence de fonctions convexes.
Si l’on pouvait appliquer le lemme d’Itô à |x|, en pensant (à tort) que la discontinuité de la dérivée
première en un point ne doit pas jouer de rôle, puisqu’un Brownien ne reste pas en ce point, on
obtiendrait que |Bt| est égal à

∫ t

0
sgn (Bs) dBs, ce qui serait une abérration puisque |Bt| est positif

et que
∫ t

0
sgn (Bs) dBs est une martingale centrée. Le temps que le Brownien passe en 0 a donc

une grande importance.

Proposition 8.4.1 Formules de Tanaka Pour tout (t, x), on a p.s.

|Bt − x| = |B0 − x|+
∫ t

0

sgn (Bs − x) dBs + L(t, x) (8.17)

(Bt − x)+ = (B0 − x)+ +
∫ t

0

11Bs>x dBs +
1
2
L(t, x) (8.18)

(Bt − x)− = (B0 − x)− −
∫ t

0

11Bs≤x dBs +
1
2
L(t, x) (8.19)

où sgn(x) = 1 si x > 0 et sgn(x) = −1 si x ≤ 0.

Cette formule se généralise à la différence de deux fonctions convexes

f(Bt) = f(B0) +
∫ t

0

f ′−(Bs) dBs +
1
2

∫

IR

L(t, a)f ′′(da)

où f ′′ est la dérivée au sens des distributions, c’est-à-dire
∫

f ′′(da)g(a) = −
∫

g′(a)f ′−(a)da pour

toute fonction g dérivable à support compact, f ′− désignant la dérivée à gauche de f .

8.4.3 Le lemme de réflexion de Skohorod

On résout le problème déterministe suivant: Soit y(t) une fonction continue. On dit que (z, k) est
solution du lemme de Skohorod si

k(t) est une fonction croissante telle que




k(0) = 0
z(t) = y(t) + k(t) ≥ 0∫ t

0
11z(s)>0dk(s) = 0

Le lemme de Skohorod admet une unique solution définie par

k(t) = sup
0<s≤t

(−y(s)) ∨ 0.

On a le même résultat pour un processus continu, en raisonnant à ω fixé.

Soit B un mouvement Brownien. D’après la formule de Tanaka

|Bt| =
∫ t

0

signe(Bs)dBs + L0
t

où L0
t est le processus croissant temps local en zéro. On obtient ainsi que (|B|, L0) est solution

du lemme de Skohorod associé à βt =
∫ t

0
signe(Bs)dBs qui est un mouvement Brownien, car
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c’est une martingale continue de crochet t; soit Lt = sups≤t(−βs). Nous avons ainsi, en notant
Mt = sups≤t Bs, les deux décompositions

|Bt| = βt + L0
t

Mt −Bt = (−Bt) + Mt

Le couple (M − B, M) est solution du lemme de Skohorod associé au brownien (−B), car M ne
croit que sur M − B = 0. Il en résulte que les processus (|B|, L0) et (M − B, M) ont même loi
(en tant que processus). Le processus |B| est appellé Brownien réfléchi.

Théorème 8.4.2 (Lévy)Les processus (|B|, L0) et (M −B, M) ont même loi, soit

(|Bt|, L0
t ; t ≥ 0) loi= (Mt −Bt,Mt ; t ≥ 0)

Application :
1) Si τ est l’inverse du temps local, on a Tx

loi= τx. En effet,

P (Tx > t) = P (Mt < x) = P (Lt < x) = P (τx > t)

2) Soit θt = inf{s ≤ t |Mt = Bs}. Supposons t = 1. En utilisant le principe de reflexion et
l’identité de Lévy on montre que

(θ ≤ u) = {sup
s≥u

Bs ≤ sup
s≤u

Bs} = { sup
1≥s≥u

(Bs −Bu) + Bu ≤ sup
s≤u

Bs}

d’où P (θ ≤ u) = P (M̂1−u ≤ Mu −Bu) = P (M̂1−u ≤ |Bu|). Finalement, pour s ≤ t

P (θt ≤ s) =
2
π

arc sin
√

s

t

De la même façon, on a

P (Mt ∈ dx, θt ∈ du) =
x

πu
√

u(t− u)
exp(−x2

2u
)11x≥0,u≤t du dx

3) Il est facile d’obtenir, en utilisant la récurrence du MB que P (La
∞ = ∞) = 1.

8.4.4 Temps local d’une semi-martingale

Théorème 8.4.3 Formule de temps d’occupation. Soit Y une semi-martingale continue. Il
existe une famille de processus croissants (les temps locaux) (Ly

t (Y ), y ∈ IR) tels que pour toute
fonction f mesurable bornée

∫ +∞

−∞
Ly

t (Y )f(y) dy =
∫ t

0

f(Ys) d〈Y 〉s (8.20)

Le temps local est continu en y si Y est une martingale.

Application: Dupire

Proposition 8.4.2 Si on suppose connus les prix C(K, T ) des calls européens sur un actif pour
toutes les maturités T et tous les prix d’exercice K, si l’on suppose que la dynamique du prix de
l’actif est

dSt = rStdt + Stσ(t, St)dWt (8.21)

où σ est une fonction déterministe, alors

1
2
σ2(t, x) =

∂tC(x, t) + rx∂kC(x, t)
x2∂kkC(x, t)

où ∂t, ∂k désignent les opérateurs de dérivée partielle.
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Démonstration: Soit C(k, t) = E(e−rt(St− k)+). Sous la modélisation (8.21), Mt = e−rtSt est
une martingale vérifiant dMt = Mtσ(t, ertMt) dWt et la formule de Tanaka donne

(Mt − k)+ = (M0 − k)+ +
∫ t

0

11Ms>kdMs +
1
2
Lk

t (M)

et on en déduit, en prenant l’espérance

C(kert, t) = E((e−rtSt − k)+) = E((Mt − k)+) = (M0 − k)+ +
1
2
E[Lk

t (M)]

Soit f continue à support compact. Le théorème de Fubini et la formule de temps d’ocupation
conduisent à

∫

IR

f(k)C(kert, t) dk =
∫

IR

f(k)(S0 − k)+dk +
1
2

∫ t

0

∫

IR

f(k)σ2(t, kert)k2ϕt(k)dk

où ϕt est la densité de la v.a. Mt. Ce résultat étant vrai pour toute fonction f , on obtient

∂C

∂t
(kert, t) + rkert ∂C

∂k
(kert, t) =

1
2
(σ(t, kert))2k2e2rtϕt(k)

et, de l’égalité C(Kert, t) = E((Mt −K)+), on déduit

ϕt(k) =
∂2C

∂k2
(kert, t)

L’égalité désirée suit.

Options boost

The Knock-out Boost is an option which pays the time that the underlying asset remains above a
level b, and is lost if the asset reaches the level a before maturity. Using occupation time formula
which writes

E(ν)

∫ Ta(X)∧T

0

f(Xs) ds =
∫ a

−∞
f(x)E(ν)[Lx

Ta∧T ]dx ,

the value of this option is [?]

KOB(a, b; T ) = EQ

[
e−rT

∫ T∧Ta

0

11(Ss>b) ds

]
= E(ν)

[
e−rT

∫ T∧Tα

0

11(Xs>β) ds

]
= e−rT

∫ α

β

ΨT
α,ν(y) dy

where ΨT
α,ν(y) = E(ν)(Ly

Tα∧T ) .
A terminer
The computation of Ψ can be done with Tanaka’s formula

1
2
Ψα,ν(y) = E(ν)[(XTα∧T − y)+]− (−y)+ − ν

∫ α

y

Ψα,ν(z)dz (8.22)

= (α− y)+E(ν)(Tα < T ) + E(ν)
[
(XT − y)+11Tα>T

]− (−y)+ − ν

∫ α

y

Ψα,ν(z)dz

Let us compute explicitely the expectation of the local time in the case T = ∞. The formula
(8.22) reads

1
2
E(ν)[ÃLx

Tα
] = (α− x)+ − (−x)+ − νE(ν)[

∫ Tα

0

11(Xs>x)ds]

= (α− x)+ − (−x)+ − νE(ν)[
∫ α

x

Ly
Tα

dy]
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Therefore,
1
2
Ψα,ν(x) = (α− x)+ − (−x)+ − ν

∫ α

x

Ψα,ν(y)dy, Ψα,ν(α) = 0

which gives

Ψα,ν(x) =





1
ν

(1− exp(2ν(x− α)) for 0 ≤ x ≤ α

1
ν

(1− exp(−2να)) exp(2νx) for x ≤ 0

8.5 Ponts, excursions et méandres

8.5.1 Les zéros du Brownien

Soit Z(ω) l’ensemble des instants auxquels la trajectoire du Brownien s’annule, soit Z = {t ≥
0|Bt = 0}. C’est un ensemble aléatoire, de structure compliquée. En particulier, il n’y a pas de
point isolé dans Z: si t ∈ Z, t est limite d’une suite de points dans Z, ce qui explique qu’un
Brownien quittant 0 par exemple revient en zéro immédiatement après, de telle sorte que le
premier temps de retour en 0, que l’on a noté T0 est nul (p.s.) : P0(T0 = 0) = 1. L’ensemble Z est
un ensemble fermé de mesure de Lebesgue nulle (en particulier, il ne contient aucun intervalle).
Le complémentaire de Z est une union dénombrable d’intervalles disjoints In que l’on appelle les
intervalles d’excursion.

8.5.2 Excursions

Soit gt = sup{s ≤ t |Bs = 0} le dernier temps de passage par zéro avant t et dt = inf{s ≥ t|Bs = 0}
le premier temps de retour en zéro après t. On appelle excursion du Brownien traversant t la
trajectoire comprise entre gt et dt. Il faut remarquer que gt n’est pas un (Fs)-temps d’arrêt.

Nous étudions ici la loi des couples (Bt, dt) et (Bt, gt). La première s’obtient relativement
facilement en appliquant la propriété de Markov forte, la seconde est plus délicate.

Proposition 8.5.1 La loi jointe des couples (Bt, dt) et (Bt, gt) est donnée par:

P (Bt ∈ dx, dt ∈ ds) = 11(s≥t)

(
|x|

2π
√

t(s− t)3

)
exp−

(
sx2

2t(s− t)

)
dx ds (8.23)

P (Bt ∈ dx, gt ∈ ds) = 11(s≤t)

(
|x|

2π
√

s(t− s)3

)
exp−

(
x2

2(t− s)

)
dx ds (8.24)

Démonstration: Nous commençons par la loi de (Bt, dt):

P (Bt ∈ dx, dt ∈ ds) = P (Bt ∈ dx)P (dt ∈ ds|Bt = x)
= P (Bt ∈ dx)Px(T0 ∈ ds− t)
= P (Bt ∈ dx)P0(Tx ∈ ds− t)

où on a utilisé la propriété de Markov forte du mouvement brownien. On obtient alors le résultat
en faisant le produit des densités. Pour démontrer la seconde partie, nous commençons par énoncer
un résultat sur le lien entre dt et gt. Etant donné les définitions de dt et gt, on voit que:

dt = inf{s ≥ t : Bs = 0} = inf{1
s
≥ t : sB1/s = 0}

= 1/ sup{u ≤ 1
t

: B̂u = 0} =
1

ĝ1/t
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où {B̂t = tB1/t, t > 0} est un mouvement brownien standard. On écrit alors, en remarquant que
Bt = tB̂1/t

P (Bt ≤ x, gt ≤ s) = P (B̂1/t ≤
x

t
, d̂1/t ≥

1
s
)

On obtient à l’aide de la première partie en notant ft(x, s) la densité de (Bt, dt)

P (Bt ∈ dx, gt ∈ ds) =
∂2

∂x∂s
P (B̂1/t ≤

x

t
, d̂1/t ≥

1
s
) =

1
ts2

f1/t(
x

t
,
1
s
)

ce qui conduit au résultat. 2

On trouvera dans Chung [?]une autre démonstration basée sur la remarque suivante

P (gt ≤ s,Bs ∈ dx,Bt ∈ dy) = P (Bs ∈ dx,Bu 6= 0, u ∈ [s, t], Bt ∈ dy)

= P (Bs ∈ dx)P (Bt−s ∈ dy, T0 < t− s)

=
1√
2πs

e
−

x2

2s
1√

2π(t− s)

[
exp− (x− y)2

2(t− s)
− exp− (x + y)2

2(t− s)

]
dx dy

et il suffit d’intégrer par rapport à dx.

Lois de Tx, dt et gt

Soit Tx = inf{t |Bt = x}.
Proposition 8.5.2

Tx
loi= x2T1

loi=
(

x

M1

)2
loi=

(
x

B1

)2

Démonstration:

Tx = inf{t |Bt = x} = inf{t | Bt

x
= 1}

= inf{x2t | 1
x

Bx2t = 1} = inf{x2t |B(x)
t = 1}

avec B
(x)
t =

1
x

Bx2t un MB. D’où Tx
loi= x2T1. Par scaling Mt

loi=
√

tM1 et P (T1 ≥ u) = P (Mu ≤

1) = P (
√

uM1 ≤ 1) = P (
(

1
M1

)2

≥ u), ce qui implique les autres égalités en loi. 2.

Proposition 8.5.3

du
loi= u(1 + C2) , C de densite

1
π

1
1 + x2

La loi de gt est une loi Arc sinus:

P (gt ∈ ds) =
1
π

1√
s(t− s)

11s≤t ds

Par définition du = u + inf{v |Bu+v − Bu = −Bu}. On note B̂ = B·+u − Bu le brownien
indépendant de Bu et T̂ les temps d’atteinte relatifs à ce Brownien. En utilisant les résultats de
la proposition précédente et le scaling du MB

du
loi= u + T̂−Bu

loi= u + B2
uT̂1

loi= u + uB2
1 T̂1

loi= u(1 +
T̂1

T1
)
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On en déduit que

du
loi= u(1 + C2) , C de densite

1
π

1
1 + x2

On a les égalités en loi gt
loi= tg1 et 2eg1

loi= N2 où e a une loi exponentielle de paramètre 1, N une
loi normale réduite centrée, g1 et e étant indépendantes.

Etant donné un processus (Xt, t ≥ 0), nous définissons pour 0 < a < b le processus (X [a,b]
t , t ≤

1) par

X
[a,b]
t =

1√
b− a

Xa+t(b−a)

8.5.3 Pont Brownien

Le pont Brownien est le processus (Bt, t ≤ 1) conditionné à être en 0 à l’instant 1. En utilisant que
Bt = (Bt− tB1) + tB1 et que les deux variables (Bt− tB1) et tB1 sont indépendantes, on obtient
que le pont Brownien a même loi que le processus (Zt = Bt − tB1, 0 ≤ t ≤ 1). Ce processus est
un processus gaussien, centré de covariance s(1− t). Il vérifie Z0 = Z1 = 0.

Les processus gaussiens (Yt = (1 − t)B(
t

1− t
), 0 ≤ t < 1) (Zt = tB1

t
− 1

, 0 < t < 1) et (Xt =

(1 − t)
∫ t

0

dBs

1− s
; 0 ≤ t < 1) ont les mêmes propriétés et sont aussi des représentations de ponts

Brownien. Le processus X est solution de l’équation différentielle stochastique




dXt =
Xt

t− 1
dt + dBt ; 0 ≤ t < 1

X0 = 0

Théorème 8.5.1 Etant donné un mouvement brownien standard (Bt, t ≥ 0), le processus B[0,g1]

défini par:
B[0,g1] =

(
1√
g1

Bug1 , u ≤ 1
)

(8.25)

est un pont brownien indépendant de la tribu σ{g1, Bg1+u, u ≥ 0}.
Démonstration: Pour démontrer ce résultat, nous utilisons les notations du paragraphe précédent
et le fait que : d̂1 = 1

g1
. On a alors:

1√
g1

B(ug1) = u
√

g1 B̂(
1

ug1
) =

u√
d̂1

[
B̂(

1
g1

+
1
g1

(
1
u
− 1))− B̂(

1
g1

)
]

=
u√
d̂1

[
B̂(d̂1 + d̂1(

1
u
− 1))− B̂(d̂1)

]

Etant donné que (B̂d̂1+s−B̂d̂1
; s ≥ 0) est un mouvement brownien indépendant de Fd̂1

et B̂d̂1
= 0,

le processus B̃u = 1√
d̂1

B̂d̂1+d̂1u est aussi un mouvement brownien indépendant de Fd̂1
d’où on

tire que tB̃( 1
t−1) est un pont brownien indépendant de Fd̂1

ce qui nous donne le résultat. 2

On peut de manière évidente généraliser ce résultat à B[0,gt]. En effet, on a:

gt = sup{s ≤ t : Bs = 0} = sup{ut ≤ t :
1√
t
But = 0}

= t sup{u ≤ 1 : B(
√

t)
u = 0} loi= tg1

où B(
√

t) est le mouvement brownien obtenu par scaling (B(
√

t)
u = 1√

t
But, t ≥ 0). En utilisant ce

résultat, on généralise aisément le théorème précédent. xxx resultat de Jim, Applications
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8.5.4 Méandre

Définition 8.5.1 Le méandre brownien de longueur 1 est le processus défini par:

mu
def
=

1√
1− g1

|Bg1+u(1−g1)|; u ≤ 1 (8.26)

La loi de m1 est connue, elle s’obtient à partir de la loi du couple (g1, B1) et a pour densité

xe
−

x2

2 11x≥0. En effet,

P (B1 ∈ dx, g1 ∈ ds) = 11(s≤1)

(
|x|dxds

2π
√

s(1− s)3

)
exp−

(
x2

2(1− s)

)

On obtient alors que:

P (m1 ∈ dx) =
∫

P (m1 ∈ dx, g1 ∈ ds) =
∫

P (
|B1|√
1− s

∈ dx, g1 ∈ ds)

=
∫ 1

0

ds
2x
√

1− s

2π
√

s(1− s)3
exp−

(
x2(1− s)
2(1− s)

)

En opérant le changement de variable: y = u√
1−z

, on obtient:

P (m1 ∈ dx) = 2x exp− (
x2/2

) ∫ 1

0

dz

(
1

2π
√

z(1− z)

)
11(x≥0)dx = xe−x2/211(x≥0)dx (8.27)

Soit t fixé. Le processus

(m(t)
u =

1√
t− gt

|Bgt+u(t−gt)| , u ≤ 1)

a une loi qui ne dépend pas de t (scaling). De plus ce processus est indépendant du passé avant
gt et donc de gt.

8.6 Le Brownien Fractionnaire

Soit α ∈]0, 1[. Le mouvement brownien fractionnaire d’indice H, avec 0 < H ≤ 1, noté BH est le

processus continu gaussien centré de covariance E(BH
t BH

s ) =
1
2
(|t|2H + |s|2H − |t− s|2H).

Pour α =
1
2
, c’est le mouvement Brownien. Le mouvement Brownien fractionnaire est un processus

à accroissements stationnaires. Ce n’est pas une semi-martingale. Cependant, il a été démontré
récemment que pour certaines valeurs de H ( H > 3/4), la somme d’un MBf et d’un MB est une
semi-martingale (pour sa propre filtration).

The seminal paper of Mandelbrot and Van Ness [?] opened the study of Fractional Brownian
motion in Finance. The main problem is the a fractional Brownian motion (fBm in short) is
not a semi martingale, and arbitrage opportunities occurs. Nevertheless, this kind of process is
extensively studied for financial purpose. We present here the main definitions. we refer to the
book of Embrechts and Maejima [?] for details. Application to finance can be found in Comte
and Renault [?] and Hu [?] where the stochastic volatility is driven by a fBm.
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8.6.1 Self-similar processes

A process X is said to be self-similar with index α if, for any c > 0

(Xct, t ≥ 0) loi= (cαXt, t ≥ 0) (8.28)

Exemple 8.6.1 The Brownian motion is self-similar with index 1/2. The process
∫ t

0

smdWs is

self-similar with index m + 1/2, as well as the process
∫ t

0

(t− u)mdWu.

If W and W̃ are independent Brownian motion, the process
∫ t

0

W̃sdWs is self-similar with index

1, nevertheless, this is neither a Gaussian process nor a Markov process.

8.6.2 Definition of fractional Brownian motion

A fractional Brownian motion with index H, with 0 < H < 1 is a continuous Gaussian process
with stationary increments, such that, for 0 < s < t E((BH

t −BH
s )2) = (t− s)2H . Its covariance

is cov(BH
t , BH

s ) =
1
2
(|t|2H + |s|2H − |t− s|2H). It is an homogenous process with index H. It can

be also defined as
∫ t

−∞
K(t, s)dWs where W is a Brownian motion and K the kernel

K(t, s) = (t− s)α−1 − [(−s)+]α−1 .

The fractional Brownian motion is a Brownian motion for H = 1/2, otherwise, this is not a semi-
martingale. Therefore, a financial market where the prices are driven by a fBm induces arbitrages
(See Rogers [?], Shiryaev [?]). However, quite recently, Cheridito [?] proved that εBt + BH

t , with
ε 6= 0 is a semi-martingale in its own filtration if and only if H > 3/4.

The stochastic integral
∫ t

0

f(BH
u )dBH

u can be defined as the limit (in probability) of
∑

i

f(BH
t∧ti

)(Bh
t∧ti+1

−

BH
ti

)
Oksendal [?, ?] gives a different definition of the stochastic integration w.r.t. a fBm, which

allows him to define a market withput arbitrage opportunities.
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Chapter 9

Appendix

9.1 Gamma function

Γ (ν) =
∫ +∞

0

zν−1 exp(−z)dz

9.2 Bessel functions

The modified Bessel function Iν and Kν satisfy the Bessel differential equation

x2u′′(x) + xu′(x)− (x2 + ν2)u(x) = 0

and are given by :

Iν(z) =
(

z

2

)ν ∞∑
n=0

z2n

22n n! Γ(ν + n + 1)

Kν(z) =
π(I−ν(z)− Iν(z))

2 sin πz
.

Some relations:

d

dz
(zνIν(z)) = zνIν−1(z)

d

dz
(zνKν(z)) = −zνKν−1(z)

d

dz
(z−νIν(z)) = z−νIν+1(z)

d

dz
(z−νKν(z)) = −z−νKν+1(z)

Iν−1 − Iν+1 =
2ν

z
Iν(z) Kν−1 −Kν+1 = −2ν

z
Kν(z)

(9.1)

Explicit formulae for some values of ν.

I1/2(z) =
√

2/πz sinh z, I3/2(z) =
√

2/πz (cosh z − z−1 sinh z)

I5/2(z) =
√

2/πz ((1 + 3z−2) sinh z − 3z−1 sinh z)

123
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9.3 Parabolic cylinder functions

A bounded solution of
u′′(x) = (k2 + θ2)u,

is D−ν(x
√

2θ) where ν = 1
2 (1 + k2/θ) and

D−ν(z) = exp
(
−z2

4

)
2−ν/2

√
π

{
1

Γ ((ν + 1) /2)

(
1 +

+∞∑

k=1

ν (ν + 2) . . . (ν + 2k − 2)
3.5 . . . (2k − 1) k!

(
z2

2

)k
)

− z
√

2
Γ (ν/2)

(
1 +

+∞∑

k=1

(ν + 1) (ν + 3) . . . (ν + 2k − 1)
3.5 . . . (2k + 1) k!

(
z2

2

)k
)}

D′
−ν(z) = −z

2
D−ν(z)− νD−ν−1(z) .

9.4 Airy function

The Airy function (Ai)(x) is solution of the Sturm-Liouville equation

(Ai)′′(x) = x(Ai)(x), (Ai)(0) = 1 ,

and is given by

(Ai)(x) =
1
π

(x

3

)1/2

K1/3

(
2
3
x3/2

)

9.5 Whittaker functions

The Whittaker function Wk,m is solution of

u′′ +
(
−1

4
+

k

x
− m2 − 1/4

x2

)
u = 0

Whittaker functions are related to the confluent hypergeometric functions

Wk,m(x) =
Γ(−2m)

Γ(1/2−m− k)
Mk,m(x) +

Γ(2m)
Γ(1/2 + m− k)

Mk,−m(x)

Mk,m(x) = e−x/2xm+1/2
1F1(m− k + 1/2; 1 + 2m;x)

1F1(a; c; z) =
∞∑

n=0

Γ(a + n)Γ(c)
Γ(c + n)Γ(a)

zn

n!

Parabolic cylinder function

D−ν(z) = exp
(
−z2

4

)
2−ν/2

√
π

{
1

Γ ((ν + 1) /2)

(
1 +

+∞∑

k=1

ν (ν + 2) . . . (ν + 2k − 2)
3.5 . . . (2k − 1) k!

(
z2

2

)k
)

− z
√

2
Γ (ν/2)

(
1 +

+∞∑

k=1

(ν + 1) (ν + 3) . . . (ν + 2k − 1)
3.5 . . . (2k + 1) k!

(
z2

2

)k
)}

.
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Le livre n’est pas terminé.
La fin n’a pas été écrite, elle n’a jamais été trouvée.

M. Duras, L’été 80. Editions de Minuit.
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Théorème
d’arrêt de Doob, 17
de Lebesgue dominé, 9
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