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Introduction

La Statistiquea plusieurs objets : descriptif ou exploratoirécisionnel (tests), ma@lisation selon que
I'on cherchea repésenter des structures des dees, confirmer ou expliciter un mele treorique ou encore
prévoir. Ce cours s'iriresse au #fime de lamocklisationet plus particuBrement aux @thodedinéaires
eta celles qui se radment au cas limaire. Il se limite don@ I'expo® des réthodes diteparanetriques
dans lesquelles interviennent desmbinaisons liGairesdes variables dites explicatives. Celles-ci visent
donca l'estimation d’'un nombre @réralement restreint de paraires intervenant dans cette combinai-
son mais sans aborder les techniquescBmuesa I'étude desé&ries chronologiques. Leséathodes non-
parangtriguestlementaires (loess, noyaux, splines) seront introduites dans le cas unidimensionnel.

Le cadre geréral de ce cours considte donc les observations d’une variableaabireY” dite réponse,
exogene, @pendantaui doit &tre expliqée (moelisée) par les mesures effeets sump variables dites
explicatives, de conbite, endognes, épendantes agresseursCes variables peuveétre quantitatives ou
qualitatives, ce crére ceterminant le type de @thode ou de matdea mettre en ceuvre égression ligaire,
analyse de variance et covariandsgnession logistique, metk log-lirgaire.

Compte tenu du temps lingitet de la vaéte des outils mis en jeu nous avons fait le choix d’insis-
ter sur lapratique des néthodes consitées ainsi que sur la congdrension des sorties proges par
un logiciel (SAS/STAT) et de leurs limites phittque sur les fondementsétriques. Ce cours s'inspire
largement d’'une @sentation “anglo-saxonne” de la Statistique, du particulier ver&térgl, dont des
compEments sona rechercher dans la bibliographieégten eference. On montre donc comment utiliser
les propréetes des mogles statistiques pour le traitement des dmmtandis que certains des aspects plus
mattématiques (@monstrations) sont I'objet d’exercicesedhmoins, le dernier chapitre introduit au cadre
theorique @réral incluant toutes les @thodes consitées : lemocktle lintaire geréralisé.

En theorie, on peut distinguer deux approches : avec ou sans lageftrobabiliste sur la distribu-
tion des observations ou des erreurs qui est, le plus souvent, I''egmtlenormalite. En pratique, cette
hypothese n’est gare prouvable, les tests effeéisur les&sidus estirds sont peu puissants. Cette hy-
pothese est @anmoins implicitement utilee par les logiciels qui produisent systatiquement le€sultats
de tests. Plus rigoureusement, cesultats sont justifis par les propeies des distributions asymptotiques
des estimateurs, propiges qui ne sont pagdelopees dans ce cours. En cénsience, du moment que les
échantillons sont de taille “raisonnable”, hypesie on non de normaditles distributions des estimateurs et
donc les statistiques de test sont coasds comme valides.

En revanche, d’autres aspects des hypsdls, inBrentes aux gthodes é@veloppees et qui, en pratique,
conditionnent fortement la quaditdes estimations, doivebtre évalles avec soin linéarite, colirgarite,
homosédastici€, points influentsu atypiques (outliers). Les défentsdiagnosticsainsi que le proldme
du choix des variables explicatives, c'éstlire duchoix de modle sont plus particuirement écrits.

Dans la mesure du possible, nous avons regpeace certaine uniformisation des notations. Des ca-
raceres majusculeX’, Y désignent des variableséatoires, des carages gras minusculegsignent des
vecteurs y; est laieme observation dE rangee dans le vecteyr, un chapeau@bkigne un gedicteur :3;,
les caractres gras majuscules sont des matrices, un @esgted3) est un paramtre (qui est une variable
aléatoire) dont I'estimation esédigree par la lettre latine correspondafiig

Enfin, ce support de cours est et restera longtemps en chantier, lesnjusesuccessives ainsi que des
sujets de travaux pratiques sont disponildgertir de 'URL :

www-sv.cict.fr/lsp/Besse
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Chapitre 1

Regression lireaire simple

Ce chapitreelementaire permet d’introduire simplement certains concepts clefs eélmaastimations,
tests, diagnostics, qui seront ensuiéelihés dans des cadres plusrgraux. Il vient en com@ment d’'un
cours traditionnel de Statistique de niveau bac+3 sur I'estimation et les tests.

1 Modele

On noteY la variable akatoire eellea expliquer efX la variable explicative (gterministe) ou effet fixe
ou facteur confilé. Le moele revient supposer, qu’en moyennB(Y'), est une fonction affine d&.

E(Y) = f(X) = bo+ 5 X.

Remarque Nous supposerons pour simplifier giieest ceterministe. Dans le cas contraifé aléatoire,
le mockle sécrit alors conditionnellement aux observationsXle E(Y|X = z) = 5y + (12 et conduit
aux némes estimations.

Pour une 8quence d’observationséatoires identiguement distriées{(y;, z;)i = 1,...,n} (n > 2,
et lesz; non tousegaux), le modle sécrit avec les observations :

yi=Po+ Pz +u; i=1,...,n

ou sous la forme matricielle :

(1 1z 5 Uy
. . 0 .
f— . . + . 9
MIERE
Yn 1z, Up
y = XB+u

ou le vecteum contient les erreurs.
Leshypottesegelativesa ce moéle sont les suivantes :

i. la distribution de I'erreun est incependante d& ou X est fixe,

ii. I'erreur est centre et de variance constante (horéaasticié) :
Vi=1,...,n E(u;)=0, Var(u;) = o>

iii. [y et sont constants, pas de rupture du led

iv. Hypothese com@mentaire pour les idfences i ~ N(0,02L,).

9



10 Chapitre 1. Régression lireaire simple

2 Estimation

L'estimation des paraitres3y, 51, 0% est obtenue en maximisant la vraisemblance, sous I'ngseth
gue les erreurs sont gaussiennes, ou encore par minimisation de la sommeétedeshcarts entre obser-
vations et modle (moindres caés). Pour un jeu de doéas{(z;,y;)i = 1...,n}, le critere des moindres
caries sécrit :

n

min Y (yi — fo — Bixi)>.

Bo,B1 Py
On pose :
1< 1<
r=— L, y=— Yi,
n i=1 n i=1
2 1 ¢ —\2 2 1 ¢ )2
Sx:n_lz(ngx)v Sy:n_lz(%*y)v
i=1 =1
zy—n_li:1 i Yi—Y) _sty7

Les moindres caés sont obtenus par :

Say
by, = —/&,

1 S%
by = y—bi7.

On montre que ce sont des estimateurs sans biais et de variance minimum parmi les estimateurs fonctions
linéaires deg; (resp. parmi tous les estimateurs dans le cas gaus8iehpque valeur d& correspond la
valeurestinee(ou pédite, ajuste) deY” :

Ui = bo + bix;,

lesrésiduscalcuks ou estiras sont :
e = Yi — Ui

La variancer? est estinge par la variationgsiduelle :

2.1 Inférence

Les estimateurg, etb; sont des variables &toires eelles de matrice de covariance :

2

Oy

1 z2 z
n T m-Ds2 _(nl)s§‘|

z
(n—1)s2 (n—1)s2

qui est estinde en remplagant? par son estimatios®. Sous I'hypotiese que lesasidus sont gaussiens, on

montre que
(n —2)s? 2
o2 X(n-2)

et donc que les statistiques

o o) o oo o)
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suivent des lois de Studeatn — 2) deggs de liber¢. Ceci permet de tester I'hypetbe de nulli d’'un de
ces pararatres ainsi que de construire les intervalles de confiance :

1 2\
bo £ tajo(n- -+ —
0 a/2;(n—2)S (TL + (n — 1)Sg> )

1 1/2
bi £ tajo(n- e .
1 (1/2,(77, 2)8 ((n/ _ 1)52)

x

Attention: une infrence conjointe su, et 5; ne peutétre obtenue en con&ichnt €paément les inter-
valles de confiance. Lagion de confiance est en effet une ellipsegdiation :

n(bo — Bo)* +2(bo — Fo) (b1 — B1) D wi+ (b1 — $1)* D a7 = 25°Foa (n2)
=1

i=1

qui est inclue dans le rectangléfai par les intervalles. Un grande part des valeurs du caufles; ) est
donc exclue de laggion de confiance et ce d’autant plus @uetb; sont corélés.

3 Qualité d’ajustement, prédiction

Il est d’'usage de &omposer les sommes de éardes$cartsa la moyenne sous la forme ci-dessous;;
les notations sont celles de la plupart des logiciels :

Total sum of squares SST =(n—1)s
Regression sum of squares SSR = (n —1)
Error sum of squares SSE = (n — 2)s?,
et on \érifie : SST= SSR+ SSE.
On appellecoefficient de @terminatiorla quantié

R 2 siy B _n—Qi_SSR
822 n—1s2 SST

qui exprime le rapport entre la variance expégupar le moéle et la variance totale.
Sous I'hypotlese ;5, = 0, la statistique
R? SSR
- — ) ==
e~ " Ysse
suit une distribution de Fishef, (,,_,). Cette statistique est le carde la statistique de Student correspon-
danta la meme hypotbse.

Connaissant une valeuy, on cefinit deuxintervalles de confiance de guictiona partir de la valeur
préditego = b + bizo. Le premier encadr&(Y') sachantX = z ; le deuxeme, qui encadrg; est plus
grand car il tient compte de la variance totate’ -+ Var(yp) :

N 1 xo — T)? 12
Yo =+ ta/2;(n2)3(n+(0)> ,

(n—2)

(n—1)s3
_ /2
. 1 (x0—12)? !
+ ti/0(n— 1+—4+ —= .
Yo a/2:(n—2)S ( + " + (n—1)s2

Les logiciels proposeréigalement unbande de confiancentre deux arcs d’hyperboles pour la droite
de regressionA chaque pointby, b1 ) de I'ellipse de confiance dg, 31) correspond une droite @juation
y = by + by1xz. Toutes ces droites sont comprises entre les bornes :

/(1 (z-3)2\Y?
&8/ Fin-2 <n+(n—1)5,2.> )



12 Chapitre 1. Régression lireaire simple

Ceci signifie que cette bande recouvre la “vraie” ligne avec une proliabilita.. Elle est plus grande que
celle assod&e aux intervalles de confiance degY’).

Attention: la prédiction par intervalle n’est justédie que pour des observations apparteadatpopu-
lation échantilloniée eta condition que les hypodises : ligari#, erreurs i.i.d., (norma8), soient valides.
Eviter les extrapolations.

4 Nuage de points, transformations

Toute tentative de mdadisation recessite unétude descriptive palable afin de s’assurer, au moins
graphiguement, de la valiéitdes hypotbses consilées. Ceci passe
i. par uneetude uni-vaige de chaque distribution pougtgcter des dissy@tries ou encore des valeurs
atypiques (outliers) : Htesa moustaches, histogrammes, estimation non-petrégque de la denst

ii. puis par une reg@sentation du nuage de points dans l&reflX, Y') et une égression non-parégtrique
afin de @celer uné&ventuelle liaison non-l&aire entre les variableattention méme si elle est forte,
une liaison non-ligaire, par exemple de type quadratique effret Y, peut conduire @anmoins a
un coefficient de coglation lirgaire tes faible.

Dans les deux cas, en cas de peshés, le re@de consiste souveatrechercher des transformations
des variables permettant de rendre les distributionygues, de “banaliser” les points atypiques et de
rendre lireaire la relation. La quaétde I'estimation d’une distribution par un histogramnépend beau-
coup du @coupage en classe. Malheureusementdptiie de fournir des classes d’effectigaux et donc
de mieux épartir I'imprécision, les logiciels utilisent des classes d’amplitugigales et tracent donc des
histogrammes parfois peu ré&sentatifs. Ces 20 deares anées,a la suite du 8veloppement des moyens
de calcul, sont apparues deétimodes d’estimation ditésnctionnelle®u non-paranétriquesqui proposent
d’estimer la distribution d’une variable ou la relation entre deux variables par une fonction construite point
par point (noyaux) ou dans une base de fonctigplnes Ces estimations sont simpléscalculer (pour
I'ordinateur) mais Bcessitent le choix d’un paraxtre dit delissage Les cemonstrations du carage op-
timal de ces estimations fonctionnelleg€dia I'optimalite du choix de la valeur du para&tne de lissage,
font appela des outils thoriques plus sophistiges sortant du cadre de ce cours (Eubank 1988, Silverman
1986).

Nous Esumons ci-dessous les techniques non-patr@eies, simples et efficaces dans ce genre de
situation, trop rarement enseiggs dans un cours de statistique descriptive, nigasuEsentes dans certains
logiciels (SAS/INSIGHT).

4.1 Estimation de la densié

L'estimation de la dengitpar la néthode du noyau se met sous la fornaeagale :

1 « Tr—x;
o~ —_ K K2
=3 (552)

ou \ est le pararatre de lissage optimée par une pradure automatique qui minimise une approximation
de I'erreur quadratique moyenneégtée (MISE : norme dans I'espaéé) ; K est une fonction sy#trique,
positive, concave, appEtnoyaudont la forme pecise importe peu. C’est souvent la fonction déndi la

loi gaussienne :

K(t) =

\/12? exp(—12/2)

qui pos&de de bonnes propiées de egularié. Le principe consiste simplemenassociea chaque obser-
vation un ‘€lement de dengt de la forme du noyaul eta sommer tous cesléments. Un histogramme
est une version particélie d’estimation dans laquelle &&ment de denst est un “petit rectangle” dans
la classe de I'observation.

4.2 Regression non-parangtrique
On consi@re un moéle de égression de la forme
yi = f(zi) + &
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ou les erreurs sont cegis et la fonctiorf est suppose Eguliere : existence deativees jusqua un certain
ordre. Dans ce contexte, de nombreux estimateurg dat éte propogs. lls conduisent souveat des
résultats assez voisins, le point le plus sensidat le choix de\.

Spline

Lelissage splin&lementaire consisterechercher, dans I'espace des fonctions c@nient diferentiables
et avec une érivée seconde de cérintegrable, le minimum d’'un ciére combinant ajustement des obser-
vations et egularié de la solution :

n +oo

— 1
I\ = arg min Z(yi — f(x)* + /\/ (f"(z))*dz.
i=1 >
On montre que I'on obtient une fonction poBmiale (de dedr 3) par morceaux. La valeur optimale du
parangtre de lissage est fie par validation croee ¢grérali€e (GCV).

Noyau

La régression non-paratrique par la rathode du noyau consistecalculer une moyenne paede
autour de chaque observation. La pération est fike par une fonctio du meme type que celle utikse
pour I'estimation de la denéit

— noOK (=) g,
(AW)ZE:‘iTLiféi*'
LK (5R)

Loess

L'estimateur pecedent est susceptible de biai&me dans le cas simple de points alignUne adapta-
tion propose de calculer, phttqu’'une moyenne locale poede, une &gression lidaire ou neme quadra-
tique locale. On parle alors de lisseur pdiymal local.

transformations

Dans le cas 0 des prok#mes (distribution, non-l&arig) ontéte identifés, I'étape suivante consiste
a rechercher des transformatioglémentaires (logarithme, puissance) des variables susceptibles de les
résoudre. Ceci aémnea étudier les modles des exemples suivants :

Y = [Bo+BiInX
mY = fo+/X ou Y =ab® avec fy=Inaets =Inb
mY = B+/AInX ou Y =aX? avec fy=Ina

Y = fo+6(1/X)

Y = Bo+pXY?

Y = By+/X? ou, plus @réralement,

Y = [Bo+/X?

5 Influence

Le critere des moindres cé&s, comme la vraisemblance appkgé une distribution gaussienne dou-
teuse, est &rs sensibl@ des observations atypiques, hors “norme” (outliers) Gedire qui pesentent des
valeurs trop singudires. Letude descriptive initiale permet sans doudgdl’en regrer mais c’est insuffi-
sant. Un diagnostic doéitreétabli dans le cadre épifigue du modle rechercé afin d’identifier les obser-
vationsinfluentesc’esta-dire celles dont une faible variation du couflg, y;) induisent une modification
importante des caraatistiques du mogle.

Ces observations réfees, il n'y a pas de re@éte universel : supprimer un valeur aberrante, corriger une
erreur de mesure, construire une estimation robuste (en nyjnee rien faire. . ., cela@bend du contexte
et doitétre regocké avec le commanditaire deetude.
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5.1 Effetlevier

Une premere indication est dora® par [Eloignement dex; par rapporta la moyennez. En effet,
écrivons les gdicteursy; comme combinaisons lgaires des observations (cf. exo 3) :

(i —T)(2; —T)

n
1
Ui=bo+biz; =) hyy; avec hj=—+ =5 7)2
2 histy Ry N

j=1
en notantH la matrice (hat matrix) dek;; ceci s’exprime encore matriciellement :
y = Hy.

Les élements diagonauk;; de cette matrice mesurent ainsi I'impact ou I'importance @a gue jouey;
dans l'estimation dg;.

5.2 Residus

Diff érents types deesidus sont &finis afin d’affiner leurs propziés.
Résidus : € =Y — @\z
Résidus : eqy; = vi — Yy = T
ol 7;); est la pévision dey; calcuke sans laeme observatiofi;, y;). On note

n

PRESS= ) ¢, (predicted residual sum of squares)
i=1
la somme des cas de cesasidus.

Résidus standardiss : Méme si I'hypotlese d’homosedasticié est werifiee, ceux-ci n'ont pas la @me
variance :E(e;) = 0 et Var(e;) = o2(1 — hy;). Il est donc d’'usage d’en calculer des versions
standardig¢esafin de les rendre comparables :

€;

S\/l — h“

Résidus studentiss : La standardisation (“interne”)abend de; dans le calcul de estimation de Veg;).
Une estimation non biaée de cette variance est bassur

r; =

2

€
)= |-t = 5| 0 —3)

qui ne tient pas compte dedame observation. Orédinit alors les esidusstudentigspar :

€i
ti= —————.
sy V1 —hi
Sous hypotase de normal, on montre que cegsidus suivent une loi de Studentn — 3) deggés
de libere.

Il est ainsi possible de construire un test afin testerésgmce dineobservation atypique ou de plusieurs
en utilisant I'inegali€ de Bonferroni. Plus congtement, en pratique, leesidus studentis sont compés
aux bornest2.

5.3 Diagnostics

Les deux criéres pecedents contribuert ceceler des observations potéhtiment influentes par leur
éloignementa z ou la taille des &sidus. Ces informations sont syetistes dans des ceitesévaluant
directement I'influence d’une observation sur certains patess : les pgrdictionsy;, les pararatresbg, by,
le déterminant de la matrice de covariance des estimateurs. Tous ces indicateurs proposent de comparer un
parangtre esting sans laéme observation et ceéme parargtre estind avec toutes les observations.
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Le plus couramment utilesest la distance de Cook :

S G- ha |
S TR T RO

gui mesure donc l'influence d’'une observation sur I'ensemble dedgions en prenant en compte effet
levier et importance de&sidus.

La strakgie de étection consiste le plus souventegerer les points atypiques en comparant les dis-
tances de Cook avec la valeupuisa expliquer cette influence en consient, pour ces observations, leur
résidu ainsi que leur effet levier.

6 Graphe des esidus

Le nuage des poin{s;, y;) assorti d'un lissage permet détdcter uné&ventuelle relation non-léaire
entre les variables. D’autres hypétes doivenétre valictes :

e 'homos@&dasticié par un graphique deésidus student&s ou non (z;, t;) afin de rerer des formes

suspectes de ce nuage qui devraitéggrtir unifornément de part et d’autre de I'axe des abscisses,

e éventuellement la normaditdes esidus eretudiant leur distribution,

e l'autocorielation desé&sidus dans le cas, par exemple @ variable explicative est le temps.
Une transformation des variables ou une &lstion sgcifiguea une &rie chronologique (SARIMA)
permet, dans les situations favorables, &soudre les difficuisévoqiees.

7 Exemple

Pour 47 immeubles d’appartements locatifs d’'une grande viller@aine, les dorées (Jobson, 1991)
fournissent le “revenu net” en fonction du “nombre d’appartements”. Les tableaux ci-dessous sont des
extraits des@sultats fournis par la prédurereg du module SAS/STAT. Cette prédure grere beaucoup
d’autres esultats comme les matric&& X (crossproducts)X’DX (model crossproducts) et son inverse,
matrices des variances et dgations des estimateurs.

proc reg data=sasuser.suitinco all;

model revenu=nbappart /dw Influence cli clm;

output out=hubout h=lev p=pred r=res student=resstu ;
run;

Descriptive Statistics

Variables Sum Mean Uncorrected SS Variance Std Deviation
INTERCEP 47 1 47 0 0
NBAPPART 1942 41.319148936 157970 1689.7437558 41.106492866
REVENU 4336086  92257.148936 947699637616 11905754472 109113.49354

Correlation : 0.8856

Analysis of Variance

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
@

Model 1 429511948724 (2) 429511948724 (5) 163.585 (7) 0.0001 (8)
Error 45 118152756990 (3) 2625616822 (6)
C Total 46 547664705714 (4)

Root MSE  51240.77304 (9) R-square 0.7843  (12)

Dep Mean  92257.14894 (10) Adj R-sq 0.7795

C.V. 55.54125 (11)
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(1) deges de libe de la loi de Fisher du test globdf§ : 5; = 0)
(2) SSR

(3) SSE ou dviance

(4) SST=SSE+SSR

(5) SSR/DF

(6) s?> =MSE=SSE/DF est I'estimation de?

(7)  Statistiquel’ du test de Fisher du meéte global

(8)  P(fpin—p—1 > F); Hy estrejebe au niveaw si P < «

(9) s =racine de MSE

(10) moyenne empirique de la varialdlexpligee

(11) Coefficient de variatiom00x (9)/(10) sangchelle ni dimension
(12) Coefficient de étermination’z? ou caré du coefficient de cogtation.

Parameter Estimates

Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
@ () (3 4
INTERCEP 1 -4872.015285 10655.276212 -0.457 0.6497
NBAPPART 1  2350.705828 183.79188506 12.790 0.0001

(1) estimations des pararmes(b;)

(2) eécarts-types de ces estimatigas, )

(3) statistiquel’ du test de Student dd : b; = 0 ((b; —0)/sp,)
(4) P(t,—p—1 >T); Hyestrejebe au niveaw si P < «

Connaissant les fractiles de la loi de Studefgtyzs.a5s = 2,015, on construit facilement des intervalles
de confiance des estimateurs, ici au niveau %8 + to,975;n 250, ; b; + t0,975:n—250,]-

Dep Var Predict Std Err Lower95 Upper95 Lower95 Upper9s Std Err Student
Obs REVENU Value Predict Mean Mean Predict Predict Resid. Resid. Resid.
n @ (3) 4 (5) (6) (7 (8) 9) (10)
1 119202 131469 8078.5 115198 147740 26989.9 235948 -12266.9 50599.9 -0.242

23 345608 239601 13732. 211943 267260 132755 346448 106007 49366.3 2.147
24 350633 324227 19616. 284717 363736 213718 434735 26406.2 47337.2 0.558
25 226375 98559. 7490.4 83472. 113646 -5742.0 202860 127816 50690.3 2.522
26 247203 178483 10065. 158210 198756 73306.5 283660 68720.0 50242.4 1.368
27 28519. 157327 9041.4 139116 175537 52528.2 262125 -128808 50436.7 -2.55
28 154278 347734 21327. 304779 390689 235947 459521 -193456 46591.4 -4.15
29 157332 140872 8385.2 123983 157760 36294.8 245449 16460.3 50550.0 0.326
30 171305 197289 11104. 174924 219653 91689.0 302888 -25983.7 50023.1 -0.52

Cook’s Hat Diag Cov INTERCEP NBAPPART

Obs -2-1-0 1 2 D Rstudent H Ratio Dffits Dfbetas Dfbetas

(11) (12) (13) (14) (15) (15)  (15) (15)
1] | | 0.001 -0.2399 0.0249 1.0698 -0.0383 -0.0145 -0.0145
23 | [¥** ] 0.178 2.2413 0.0718 0.9078 0.6235 -0.1347 0.5230
24 | |* | 0.027 0.5535 0.1466 1.2087 0.2294 -0.0898 0.2121
25 | [**** | 0.069 2.6906 0.0214 0.7881 0.3976 0.2597 0.0262
26 | [** | 0.038 1.3815 0.0386 0.9994 0.2768 0.0120 0.1854
27 | rxrkH| | 0.105 -2.7310 0.0311 0.7893 -0.4896 -0.0876 -0.2755
28 |rrwkrk| | 1.806 -5.2275 0.1732 0.4814 -2.3929 1.0090 -2.2411
29 | | | 0.001 0.3224 0.0268 1.0697 0.0535 0.0162 0.0242

30 | *| | 0.007 -0.5152 0.0470 1.0844 -0.1144 0.0063 -0.0846
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FiG. 1.1 — Graphe de€sidus et nuage de points de &gression du revenu en fonction du nombre d’ap-
partements.

(1) variablea expliquery;
(2 valeur ajustey;
3) écart-type de cette estimatign

(4)et (5) Intervalle de confiance pour I'estimationBéy;)
(6) et (7) Intervalle de confiance pour I'estimationige

(8) résidus calcdse; = y; — 7

(9) écarts-types de ces estimations

(20) residus standardés (ou studentés internesy;

(12) referage graphique deésidus standardés :x = 0.5.
(12) Distance de Cook

(13) residus studentés (externes);

(14) Termes diagonaux de la matrice chapEau

(15) autres indicateurs d’influence

Les observations 28 et 16 seraianhspecter avec attention. Certaines, dont la Z%emtent une valeur
obsenee hors de l'intervalle de pdiction.

Le graphique destsidus sont isenés dans la figuré.1 Il montre clairement que I'hypod#se d’ho-
mos@dasticié n'est pas satisfaite. Une autre rdbglation faisant intervenir une transformation des va-
riables serait acessaire. Ainsi la madisation du logarithme du revenu en fonction du logarithme du
nombre d'appartements ré&zenée par la figurel.2 est nettement plus satisfaisante. Uatede descrip-
tive préalable des distributions aurait permis de condaice choix.

8 Exercices
Exo 1

Optimiser les moindres cas de la section 2 pour retrouver les estimations des parasndu moele
de regression simple.

Exo 2

Avec les notations f@oedentes relatives la 'egression ligaire simple d&” sur X a partir des observa-
tions (z;, y;), montrer que

i. le coefficient de coBlationr? =SSR/SST,

ii. SST=SSE+ SSR,



18 Chapitre 1. Régression lireaire simple

13-
L 12
g R
v
g 11
N
U
10
11 12 13
P_L _RE_1 »

FiG. 1.2 — Graphe dessidus et nuage de points de &gression (lidaire et non paraétrique) du loga-
rithme du revenu en fonction du logarithme du nombre d’appartements.

ii. 2= Z—:ési(l —7r?).
Exo 3

on consiére la Egression ligaire simple d& sur X a partir des observatior{s;, v;).
i. Montrer quey; se met sous la forme

(zi — 7)(x; — T)

n
~ 1
y‘:§ hijy; avec h;; = —+ —=.
=T EARNTID SN A= E

ii. PosonsX = [1x] la matrice(n x 2) contenant une colonne de 1 et le vecteur colonnecgdé3alculer
X'X, (X'X)~! et la matriceH de projection orthogonale dans’Rur le sous-espace enge@gar
les colonnes d&X.

ii. Calculer le terme gréral de cette matrickl, en ceduire que le vecteuy est obtenu par projection
parH dey.

iv. Calculer la covariance des.
Exo 4

. . . . o _ o o - L 9 9
Dansle cadr_e\ de I@gressmn simple, on congiet les quantéisz, g, s, sy, sz, ainsi que celles ;), (), S3(i)7 Sy(iy Swy(i)»
calcukes sans l&&me observation.

i. Montrer que

9 n—2 1

_ 2 - N2
s, = — 18w(i) + E(l‘(i) — ;)
n—2 1 _

ii. En deduire les expressions dg,; etsi(i) en fonction dez, 3, 57, 5, Suy.



Chapitre 2

Regression lireaire multiple

Le mockle de égression lidaire multiple est I'outil statistique le plus habituellement mis en ceuvre pour
I' étude de donges multidimensionnelles. Cas particulier de &ledinéaire, il constitue la gréralisation
naturelle de la&gression simple.

1 Modele
Une variable quantitativé” dite a expliquer(ou encore, &ponse, exagne, @pendante) est mise en
relation aveg variables quantitativeX!, ..., X? ditesexplicatives(ou encore de coriite, endognes,

indépendantesggresseurs).

Les doniees sont suppéss provenir de I'observation d'@thantillon statistique de taille(n > p+1)

de RP*Y
(zh,.., o), 2l y) i=1,... 0.

[

L’ écriture dumockle linéaire dans cette situation conduitsupposer que I'e§pance d&” appartient
au sous-espace de"Rengende par{1, X! ... X?} ol 1 désigne le vecteur de 'Rconstitie de “1” .
C’esta-dire que legp + 1) variables aatoires erifient :

avec les hypothses suivantes :
i. Lesu; sont des termes d’erreur, d’une variablenon obsergs, independants et identiquement dis-
tribués ;E(u;) = 0, Var(U) = o21.
ii. Les termes:’/ sont suppadss ceterministes (facteurs cobtés)ou bien I'erreur U est incépendante
de la distribution conjointe d&', ..., XP?. Onécrit dans ce dernier cas que :

E(Y|X', ..., XP) =B+ B X' + (o X? + - + By XP etVar(Y|X!, ..., XP) = o2.

iii. Les parardtres inconnugy, . .., 3, sont supposs constants.

iv. En option, pour létude spcifique des lois des estimateurs, une qaatg hypotkse considre la
normali€ de la variable d’erreuy (N (0, 021)). Lesu; sont alors i.i.d. de laiV'(0, 02).

Les doniees sont rarges dans une matric€(n x (p + 1)) de terme gréral 7, dont la premére
colonne contient le vectedr (z{, = 1), et dans un vectel¥ de terme gréraly;. En notant les vecteurs
u=[us---uy etB =[Gofi--- 5, le mockle sécrit matriciellement :

y =X08+u.

2 Estimation

Conditionnellemend la connaissance des valeurs d&s les paramtres inconnus du meédk : le vec-
teur 3 et o2 (parangtre de nuisance), sont esémpar minimisation du céte des moindres cé&s (M.C.)

19
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ou encore, en supposant (iv), par maximisation de la vraisemblance (M.V.). Les estimateurs ont alors les
mémes expressions, I'hypaike de normak et I'utilisation de la vraisemblance cé@nénta ces derniers
des prop@tes compémentaires.

2.1 Estimation par M.C.

L'expressiona minimiser supB € R s'écrit :
n

Z(yi —Bo — ﬁlle - ﬁﬂ? - 5pl‘f)2

i=1

ly — X5

= (y—Xp)(y—Xp)
= yy-20Xy+3XXg3.
Par cerivation matricielle de la deraieéquation on obtient l€sequations normales?
Xy-X'XB=0
dont la solution correspond biénun minimum car la matrice hessierzi®’X est semi éfinie-positive.

Nous faisons I'hypotbse sup@mentaire que la matrid€’X est inversible, c’esi-dire que la matrice
X est de rangp + 1) et donc qu'il n'existe pas de coBrri€ entre ses colonnes. En pratique, si cette
hypottese n’est pasérifiee, il suffit de supprimer des colonnesXeet donc des variables du meld. Des
diagnostics de coligari€ et des aides au choix des variables seront exggiglus loin.

Alors, I'estimation des para@tres3; est donge par :
b= (X'X)"'X'y
et les valeurs ajusts (ou estirees, pedites) dey ont pour expression :
y = Xb = X(X'X) 'X'y = Hy

ou H= X(X’X)_IX’ est appdde ‘hat matrixX ; elle met un chapeaa y. Géongetriquement, c’est la
matrice de projection orthogonale dan8 Bur le sous-espace VeX] engende par les vecteurs colonnes
deX.

On note
e=y-y=y—-Xb=(I-H)y
le vecteur desésidus ; c’est la projection desur le sous-espace orthogonal de VEgtflans R'.

2.2 Proprietées

Les estimateurs des M.Gy, b1, . . ., b, sont des estimateurs sans bialyb) = 3, et, parmi les estima-
teurs sans biais fonctions éaires deg;, ils sont de variance minimum (propté de Gauss-Markov); ils
sont donc “BLUE” :best linear unbiaised estimatoiSous hypotlse de normakly, les estimateurs du M.V.,
qui cdincident avec ceux des moindres éarrsont uniforrament meilleurs ; ils sont efficaces c’éstlire
que leur matrice de covariance atteint la bornérigfure de Cramer-Rao.

On montre que la matrice de covariance des estimateurs se met sous la forme
El(b-B)(b-p)] =0 (X'X)™,
celle des pedicteurs est
E((y - XB)(y - XB)'] = 02H
et celle des estimateurs désidus est
Ele —u)((e — )] = o3(I - H)
tandis qu’un estimateur sans biais«fgest fourni par :

o lel®  _ly-XB|® _ SSE

s = .
n—p—1 n—p—1 n—p—1

Ainsi, les termes?h! sont des estimations des variances déslipteursy;.
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2.3 Sommes des cagas

SSE est la somme des dzsrdes&sidus $um of squared errojs
SSE= [y - ¥II* = lle|*.
On cEfinit egalement la somme totale des éarfotal sum of squargspar
SST= |y 1" = y'y — ¥’

et la somme des cd@s de laggressionregression sum of squangsar

SSR= ||y — 71| =§'y — n7* = y'Hy — n? = b'X'y — n7".

On \erifie alors : SST= SSR+ SSE.

2.4 Coefficient de @termination
On appellecoefficient de dterminationle rapport

,_ SSR
- SST

qui est donc la part de variation dé expliquee par le moéle de egression. Gonetriqguement, c’est un
rapport de caés de longueur de deux vecteurs. C'est donc le cosinus darfangle entre ces vecteurs :
et sa projectioly sur VectX).

Attention dans le cas exdme @ n = (p + 1), c’esta-dire si le nombre de variables explicatives est
grand comparativement au nombre d’observatidtts= 1. Ou encore, il estgmétriquement facile de
voir que I'ajout de variables explicatives ne peut que fairétarde coefficient de gtermination.

La quantieé R est appedecoefficient de coglation multipleentreY” et les variables explicatives, c’est
le coefficient de coflation usuel entrg et sa pediction (ou projectiony.

3 Inférences dans le cas gaussien

En principe, I'hypotlése optionnelle (iv) de normaditdes erreurs estnessaire pour cette section. En
pratique, desésultats asymptotiques, donc valides pour de gré&ctantillons, ainsi que degudes de
simulation, montrent que cette hypétle n’est pas celle dont la violation est la plénalisante pour la
fiabilité des modles.

3.1 Inférence sur les coefficients

Pour chaque coefficierit; on montre que la statistique

bj = Bj

Ob,

ou o , variance de; est lejieme terme diagonal de la matrieg(X'X)~", suit une loi de Studerd

(n —p— 1) degés de liberk. Cette statistique est donc utlsspour tester une hyp@étbeH, : §; = aou
pour construire un intervalle de confiance de nivea(1 — )% :

bj £ tay2;(n—p-1)Tb; -

Attention cette statistique concerne un coefficient et ne permet pagrtinfonjointement (c§3.4)
sur d'autres coefficients car ils sont daés entre eux ; de plus ell&€dend des absences o@gences des
autres variables(* dans le modle. Par exemple, dans le cas particulier de deux variablest X2 trés
correlees, chaque variable, en I'absence de l'autre, peut dipgaesvec un coefficient significativement
different de 0; mais, si les deux sonépentes dans le melkt, elles peuvent chacune appaeavec des
coefficients insignifiants.
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De fagon plus grérale, sic désigne un vecteur non nul dg + 1) constanteséelles, il est possible
de tester la valeur d’une combinaisondairec’b des pararmtres en consitant I'hypotlese nulleH,
c¢’b = a; a connu. Soud, la statistique
cb-a
(SQC/(X/X)—10)1/2
suit une loi de Studerit (n — p — 1) degés de liber.

3.2 Inférence sur le moéle

Le mockle peutétre tesk globalement. Sous 'hypatke nulleH, : 6y = G2 = ... = (8, =0, la
statistique
SSR/p _ MSR
SSE/(n—p—1) MSE
suit une loi de Fisher avecet (n — p — 1) degis de liberé. Les Esultats sont habituellementgsengs
dans un tableatd’analyse de la variance”sous la forme suivante :

Somme
Source de d
variation d.d.l. es, Variance F
carrés
Régression D SSR MSR=SSRY MSR/MSE
Erreur n—p-—1 SSE MSE=SSEh —p — 1)
Total n—1 SST

3.3 Inférence sur un moele reduit

Le test pecedent arnea rejeter dés que I'une des variableg’ est lieeaY'. Il est donc d’un inkrét
limité. 1l est souvent plus utile de tester un ratedéduit c’'esta-dire dans lequel certains coefficients
sont nuls & I'exception du terme constant) contre le raledcomplet avec toutes les variables. En ayant
éventuellement&ordoni@ les variables, on congite I'hypottese nulleHy : 51 = 2 = ... = B, =
0,q < p.

Notons respectivement SSRSSE,, RZ les sommes de cds et le coefficient de&ermination du
mockle eduita (p — ¢) variables. Soudly, la statistique

(SSR—SSR)/q  (R*-R3)/q

SSE(n—-p—-1) (1-R?)/(n—p-1)
suit une loi de Fisheag et(n — p — 1) degés de liberd.
Dans le cas particuliertog = 1 (8; = 0), la F-statistique est alors le cérde lat-statistique de
I'inf érence sur un paragtre et conduit donc au@&me test.

3.4 Ellipsoide de confiance

Les estimateurs des coefficients étant corélés, la recherche d'unégion de confiance de niveau
100(1 — «)% pour tous les coefficients condaéitconsi@rer I'ellipsdde cecrit par

(b—B)X'X(b—B) < (p+1)s"Fapii,np-1)-
Plus geréralement, un ellipgde de confiance conjoidtq combinaisons ligairesT 3 est dong par
(Tb — TB)'[T(X'X) " T'] "/ (Tb — T) < 5> Fasg,(n—p-1)
ol T(g x (p+ 1)) est une matrice de rarggde constantes fées.

En applicationgtant donas une matric& et un vecteus, un test de I'hypothseH, : T = a est
obtenu en consitant la statistique

(Th — a)'[T(X'X) " 'T']""(Tb — a) /¢s°

qui suit sousH,, une loi de Fished g et(n — p — 1) degés de liber.
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3.5 Préevision

Connaissant les valeurs des variabi&spour une nouvelle observationg, = [z}, 23, . .., zh] appar-
tenant au domaine dans lequel I'hypésle de ligari€ reste valide, une gvision, nokey, deY ou E(Y)
est donge par :

Jo = bo + biwg + - -+ + by,

Les intervalles de confiance despisions deY” et E(Y'), pourunevaleurx, € R? et en posant, =
(1|bmap) € RPT!, sont respectivement

@\0 =+ ta/Q;(n—p—l)s(]-+v6(X/X)71V0)1/27
:‘70 + ta/2;(n7pfl)S(VE)(X/X)71V0)1/2'

Enfin, un intervalle de confiance de nivelld(1— )% recouvrant globalement la surface égrression
est dongé par

3//\0 + [(p + 1)Fa:,(p+1).,(nfpfl)}1/23(V6(XIX)_1V0)1/2'

Il peutétre utili€ pour @finir un intervalle conjoina plusieurs gedictions.

4 election de variables, choix de moéle

De facon un peu s@matique, on peut associer la pratique de la@isdtion statistiqua trois objectifs
qui peuvengventuellemengtre poursuivis en compinentarié.

Descriptif : Il vise a rechercher de fagcon exploratoire les liaisons €e¥itet d'autres variables, potentiel-
lement explicativesX? qui peuventetre nombreuses afin, par exemple d’'étestionner un sous-
ensembleA cette strakgie,a laquelle peuvent contribuer des Analyses en Composantes Principales,
correspond des algorithmes de recherche gaes) moins performants ma&sonomiques en temps
de calcul sip est grand.

Attention sin est petit, et la recherche suffisamment longue avec beaucoup de variables explicatives,
il sera toujours possible de trouver un “bon” nébel expliquant ; c’est I'effet data miningdans les
mockleséconongtriques.

Explicatif : Le deuxeme objectif est sous-tendu par une connaissan@eori du domaine conceinet
dont des esultats thoriques peuvent voulo&tre confirngs, infirmés ou peci€s par I'estimation
des pararatres. Dans ce cas, lessultats inérentiels pecedents permettent de construieéoon test
conduisanta la prise de @cision recherdke. Utilies hors de ce contexte, les statistiques de test
n’ont plus alors qu’une valeur indicative aleme titre que d’autres cétes plus empiriques.

Prédictif: Dans le troiseme cas, I'accent est mis sur la qualdes estimateurs et desegdicteurs qui
doivent, par exemple, minimiser une erreur quadratique moyenne. Ceci canchdhercher des
mocklesparcimonieuxc’esta-dire avec un nombre volontairement restreint de variables explicatives.
Le “meilleur” mockle ainsi obtenu peut donner des estimate@igsrement biaigs au profit d'un
compromis pour une variance plus faible. Un bon &led'est donc plus celui qui explique le mieux
les doniees au sens d’uné&diance (SSE) minimale (ou d’uR? max) au prix d’'un nombre important
de variables pouvant introduire des célami€s. Le bon moéle est celui qui conduit aux @dictions
les plus fiables.

4.1 Critéres

De nombreux criéres de choix de méde sont pesenés dans la ligrature sur laggression ligaire mul-
tiple. Citons le criére d’information d'Akake (AIC), celui bagsien de SawaB(C), I'erreur quadratique
moyenne de g@diction (cas gaussien)... . lls s@guivalents lorsque le nombre de variatdieslectionner,
ou niveau du moele, est fie. Le choix du crigre est dterminant lorsqu’il s'agit de comparer des reteEs
de niveaux diférents. Certains cates se ragnent, dans le cas gaussiar,utilisation d’'une expression
pénali€e de la fonction de vraisemblance afin de favoriser desfasgarcimonieux. En pratique, les plus
utilisés ou ceux gréralement fournis par les logiciels sont les suivants.
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Statistique duF' de Fisher

Ce criire, justife dans le cas explicatif est aussi uélsstitre indicatif pour comparer deéguences de
mockles embiiés. La statistique partielle de Fisher est
(SSR-SSR))/q (R*—R)n—p—1
SSE(n-p-1) (1-R») ¢

dans laquelle I'indice désigne les expressions concernant le é@eduit aveqp — ¢) variables explica-
tives. On consiére alors que si 'accroisseme(it* — R?2) est suffisamment grand :

q(1 - R?)

n—p-1)°

R* - R >

3¢,(n—p—1)»

I'ajout desq variables au mogle est justife.
R? et R? ajusé

Le coefficient de dterminationk? = 1-SSE/SST, directementlia la ceviance (SSE) est aussi un
indice de quali mais qui a la propgit d'étre monotone croissant en fonction du nombre de variables. Il
ne peut donc servir qa’comparer deux mates de dme niveau c’esk-dire avec le iame nombre de
variables.

En revanche, l&k? ajusé:

R?=1- (1-R)=1-

n—p—1
dans lequel le rapport SSE/SST est rem@lpar un rapport des estimations sans biais des gasnfitet
o2 introduit une @nalisation ke au nombre de paratnesa estimer.

Ce coefficient s’exprime encore par
(n — 1)MSE
SST

ainsi dans la comparaison de deux rales partageant laé&me SST, on observe qllié2 > R’? si et seule-
ment si MSEXMSE; ; MSE et MSE désignant respectivement I'erreur quadratique moyenne dwelmod
complet et celle d’'un magle a j variables explicatives. Maximiser Ig? ajusg revient don@ minimiser

I'erreur quadratique moyenne.

1—

C, de Mallows

Une erreur quadratique moyennéa’it comme la somme d’une variance et du&afun biais. L'erreur
quadratique moyenne defatiction €crit ainsi :

MSE(y;) = Var(y;) + [Biais(7;)]*

puis apés sommation eéduction :

Z MSE(7;) = ZVar @) Z Biais(7;)]

En supposant que les estimations du Bleccomplet sont sans biais et en utilisant des estimateurs de
Var(y;) et o2, I'expression de I'erreur quadratique moyenne totale standsrdisu eduite) pour un
mocklea g variables explicatives &trit :
MSE,

C, 1) ——=—-|n—2 1
et cefinit la valeur duC,, de Mallow pour legy variables consielées. Il est alors d’usage de rechercher un
modele qui minimise leC,, tout en fournissant une valeur éreure et proche dg + 1). Ceci revienta
consicerer que le “vrai” moéle complet est moins fiable qu’un midd ©duit donc biaig mais d’estimation
plus pEcise.
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PRESS de Allen

On cesigne paj;) la prédiction dey; calcuke sans tenir compte deitame observatio(y;, xh, .o 2h),
la somme des erreurs quadratiques dmljmtion (PRESS) estdinie par

PRESS=) (s — i)’
i=1

et permet de comparer les capasipédictives de deux mades.

4.2 Algorithmes de €lection

Lorsquep est grand, il n'est pas raisonnable de penser exploreeflesiockles possibles afin de
sélectionner le “meilleur” au sens de I'un des eris ci-dessus. D#fentes strégies sont donc propess
qui doiventétre choisies en fonction de I'objectif rechegcht des moyens de calcul disponibles! Trois
types d’algorithmes sonésungs ci-dessous par ordre croissant de temps de caicelssaire c’esi-dire
par nombre croissant de melds consiélres parmi le®? et donc par capadtcroissante d’optimaft On
donne pour chaque algorithme l'optigelection & utiliser dans la praaureREGde SAS.

Pasa pas

Selection (forward ) A chaque pas, une variable est afgeiau modle. C'est celle dont la valewr(“prob
value”)asso@ea la statistique partielle du test de Fisher qui compare les deuglpwest minimum.
La procedure s'aréte lorsque toutes les variables sont introduites ou lorgqreste plus grande
gu’une valeur seuil fige par éfauta 0, 50.

Elimination (backward ) L'algorithme cemarre cette fois du méte completA chaqueétape, la variable
assoctea la plus grande valegrestéliminée du modle. La proé€dure s’aréte lorsque les variables
restant dans le made ont des valeurs plus petites qu’un seuil fxpar é&fauta0, 10.

Mixte (stepwise ) Cet algorithme introduit unétape délimination de variable aps chaqueétape de
selection afin de retirer du mete d'éventuels variables qui seraient devenues moins indispensables
du fait de la pesence de celles nouvellement introduites.

Par échange

Maximisation de R? (maxr) Cet algorithme tente de trouver le meilleur nételpour chaque niveau c’est-
a-dire pour chaque nombre de variables explicati)&ashaque niveau il commence pdlsctionner
une variable com@imentaire qui rend I'accroissement & maximum. Puis il regarde tous les
échanges possibles entre une variabkesente dans le méteé et une exrieure et e&cute celui
qui fournit 'accroissement maximum ; ceci estré tant que eR? croit.

Minimisation de R? (minr ) Il s’agit du méme algorithme que le @eedent sauf que la prédure déchange
fait appel au couple de variables asgo@il plus petit accroissement 83. L'objectif est ainsi d’ex-
plorer plus de moéles que dans le casgmedent et doncgventuellement, de tomber sur un meilleur
optimum.

Remarque Pour tous ces algorithmes delection ou déchange, il est important de corefgr les com-
paraisons des d#fentes solutions retenua$'aide de criéres globaux@, ou PRESS).

Global

L'algorithme de Furnival et Wilson est utiBspour comparer tous les m&lds possibles en cherchant
optimiser I'un des crigres :R?, R? ajus€, ouC,, de Mallow ¢square, adjrsq, cp ) choisi par l'uti-
lisateur. Par souci économie, cet algorithnfvite de consiérer des moeles de certaines sous-branches de
I'arborescence dont on peut savoir a priori qu’ils ne sont pas étitifp. En geréral les logiciels e&cutant
cet algorithme affichent lebest=1 ) ou les meilleurs magles de chaque niveau.
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5 Multi-colin earite

L'estimation des paragtres ainsi que celle de leacart-type (standard erroreessite le calcul expli-
cite de la matricg X’X)~!. Dans le cas ditmal conditioni ot le determinant de la matricX'X n’est
gue EBgerement diférent de), les Esultats conduirord des estimateurs de variances importanteseeae,
éventuellementa des proldmes de g@cision nunérique. Il s'agit donc de diagnostiquer ces situations
critiques puis d'y reradier. Dans les cas descriptif ouegictif on supprime des variablésl'aide des
procedures de choix de mete mais, pour un objectif explicatifaicessitant toutes les variables, d’autres
solutions doivengtre envisages : algorithme deésolution de€quations normales par transformations
orthogonales (pragureorthoreg  de SAS) sans calcul explicite de I'inverse pour limiter les peaies
numeriques, egression biaie (ridge), égression sur composantes principales.

5.1 Diagnostics

NotonsX la matrice des doréres obser@es, c'esti-dire X privée de la prengire colonnel et dont

n

on a retranck a chaque ligne le vecteur moyan= 1/n) ", x;, S la matrice diagonale contenant les
écarts-types empiriques des variahléset enfinR. la matrice des coélations :

R = S—IX/XS 1

1
(n—1)
Facteur d’inflation de la variance (VIF)

Avec ces notations, la matrice de covariance des estimateurs des coeffigients, 5,) s'écrit :

Ty (X!i)—lz U?L
n—1 n—1

SR!S.

On montre alors que chagé&ment diagonal s’exprime comme

1

Vi= ——
T — RJZ

ou Rf désigne le coefficient deédermination de laggression de la variabl&7 sur les autres variables ;
Rj est alors un coefficient de cétation multiple, c’est le cosinus de I'angle dan8 Bntre X7 et le sous-
espace vectoriel engerépar les variable$X?, ..., X7=1 XJ+1 . XP}. PlusX/ est “linéairement”
proche de ces variables et plHs est proche de 1 et donc plus la variance de I'estimateys; dstélevée ;
V; est apped facteur d'inflation de la variancéVIF). Evidemment, cette variance est minimum lorsdife
est orthogonal au sous-espace engempdr les autres variables.

Le simple examen de la matri@® permet de relever des céfations dangereuses de variables d&ux
deux mais est insuffisant pouét@cter des cogtations plus complexes ou multi-coliarigés. C’est donc
I'inverse de cette matrice qu'il faut congicer en calculant leg; ou encore les valeurfd — RJQ-) qui sont
appekestolérances

Conditionnement

On note)\y, ..., A, les valeurs propres de la matriBerangees par ordreé&troissant. Le &erminant
deR estégal au produit des valeurs propres. Ainsi, des gnolgls nurériques, ou de variances excessives
apparaissentas que les derares valeurs propres sont relativement trop petites.

On appelldndice de conditionnemeld rapport
R = )\1/)\p

de la plus grande sur la plus petite valeur propre.

En pratique, sk < 100 on consi@re qu'il n'y a pas de probime. Celui-ci devient&gre pours >
1000. Cet indice de conditionnement donne un apercu global desgmasl de coliearié tandis que les
VIF, les toErances ou encoretfude des vecteurs propres aséseiu plus petites valeurs propres permettent
d’identifier les variables les plus prdhatiques.
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Remarque : Lorsque le modle est calci avec un terme constant, la colorineue le Ble d’une variable
et peut consiérablement augmenter les preiries de multi-coligari€. La matriceR est alors remplae
par la matriceT’ = diag(X'X)~!/2X’XdiagX'X)~!/2 dans les discussionsgrédentes.

5.2 Régression “ridge”

Ayant diagnostigé un probéme mal conditiona mais @sirant conserver toutes les variables, il est
possible d'argliorer les propiétes nungériques et la variance des estimations en camaitt un estimateur
Ieégerement biais des paragtres. L'estimateur “ridge” introduisant unegularisationest dong par

bp = (X'X 4 kI)" X'y,

qui a pour effet de &lcaler de la valeuk toutes les valeurs propres de la mat@cmverser et, plus parti-
culierement, les plus petites qui r&fnt la coligari€. On montre que I'erreur quadratique moyenne sur
I'estimation des paragires se met sous la forme :

P s
MSE(br) =02y — L — +K*B/(X'X +kI)7'3.
La difficulté est alors de trouver une valeur Heminimisant la quanté ci-dessus. Des @thodes deé&-
échantillonnage (jackknife, bootstrap) peuvetre mises en ceuvre mais celles-ci soritteases en temps
de calcul. Une valeur heuristique d@eutétre fixee en consigrant le graphique des parétres en fonction
dek. Elle est choisie dans la zoné t&s valeurs absolues des pagdras commencemtse stabiliser.

5.3 Regression sur composantes principales

L'Analyse en Composantes Principales est, entre autre, la rechergheadables dites principales qui
sont des combinaisons @aires des variables initiales de variance maximale sous une contrainte d’ortho-
gonali€. En dsignant paV la matrice des vecteurs propres de la matrice de€ladionsR. ranggs dans
I'ordre décroissant des valeurs propres, les valeurs prises par ces variables principales sont obtenues dans
la matrice des composantes principales

C=(X-1X)V.

Elles ont chacune pour variance la valeur propyeassocke. Le sous-espace engenghar ces variables
principales est le @me que celui engenilpar les variables initiales. Il est doreayretriquemenéquivalent
de regressel” sur les colonnes d€ que sur celles dX. Les probémes de coligari€ sont alors&solus en
supprimant les variables principales de plus faibles variances@'dse assoées aux plus petites valeurs
propres.

La solution obtenue pisente ainsi de meilleures quasitpedictives mais, les coefficients de &mression
s’appliquant aux composantes principales, un calcul cémehtaire estécessaire afin édvaluer et d'in-
terpieter les effets de chacune des variables initiales.

5.4 Modeles curvilineaires

En cas d'invalidation de I'hypottse de ligari€, il peutétre ineressant de congider des moeles
polyndmiaux, tes classiques poukédrire des panonenes physiques, de la forme

YZBO“!‘"'-Fﬁij+"'+’7lele+"'+5ij2

qui sont encore appes surfaces de &ponse Ces moéles sont faciles étudier dans le cadre Eaire, il
suffit d’ajouter des nouvelles variables conséts des produits ou des &srdes variables explicatives
initiales. Les choix : pgsence ou non d'une interaction entre deux variabl&sgomce ou non d’'un terme
quadratique se traitent alors avec leBmes outils que ceux des choix de variable mais égmaint une
contrainte lors de la lecture dessultats : ne pas cong&iter des mogles incluant des termes quadratiques
dont les composants Baires auraiengéte exclus ou encore, ne pas supprimer d’'un aledine variable
d'un effet lingaire si elle intervient dans un terme quadratique.
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La proedurersreg de SAS est plus partic@iement adage aux modles quadratiques. Elle ne com-
porte pas de pr@dure de choix de meéde mais fournit des aides et diagnostics sur I'ajustement de la
surface ainsi que sur la recherche des points optimaux.

Attention :Ce type de mogle accrit consicerablement les risques de cdarig, il est peu recommasid
de consiérer des termes cubiques.

6 Influence, résidus, validation

Avant toute tentative de métisation complexe, il est ingratif d’avoir conduit des analyses uni et bi-
variées afin d’identifier des pradines sur les distributions de chacune des variables : ditggnvaleurs
atypiques (outliers) ou sur les liaisons des variables prises deux par deux : @améirCes peliminaires
acquis, des aides ou diagnostics agse&ila ilegression ligaire multiple permettent dectecter des viola-
tions d’hypotteses (homoguasticié, linéari€) ou des points influents dans ce contexte multidimensionnel.

6.1 Effetlevier

Comme toute réthode quadratique, I'estimation des paéares est &s sensible la peésence de points
extremes susceptibles de perturber gravementdssltats A partir de I'equation de idiction :y = Hy
on remarque qu’une observatioest influente si le terme correspondahtie la diagonale dEl est grand.

On écrit encore :
11/ 15
H="—+ X(X X) X

et

P % 2
B= 2 (-2 (XX) (i - % rlz+z(v Xf )>

ou les);, v/ sont respectivement les valeurs et vecteurs propres de la mxtiXeAinsi, plus une ob-
servation esgloigrée du barycentre, et ce dans la direction d'un vecteur propre assone petite valeur
propre, et plus cette observation a un effet levier important.

6.2 Residus

Nous signons comme predemment pab;), ¥ ;). ;) €t

j=1

s Wwen
Sy = .o
n—p-—2

les estimations&alies sans l&&me observation. Les expressions

(I-H)y,
diags?(1 — hi)] "%
diags7;) (1 — h;)]~ 1/2

e

définissent respectivement lessidus calcuds, les esidusstandardig€s(chacun divig par I'estimation de

I" écart-type) et lesasidusstudentiésdans lesquels I'estimation @€ ne fait pas intervenir la&éme obser-
vation.

De trop grandsésidus sont aussi des signaux d’alerte. Par exempleésidu studentis de valeur
absolue plus grande que 2 peétéler un probdme.

6.3 Mesures d'influence

L'effet levier peut appaiiére pour des observations dont les valeurs prises par les variables explicatives
sontéleees (observation loin du barycentfg De grands &sidus signalent plat des valeurs atypiques
de la variablea expliquer. Les deux diagnosticsepedents sont comb@s dans des mesures syatiues
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propoges par diferents auteurs. Les plus utéiss sont

Di = - TG T = ] @)
DFFITS = — (i3 -)—{ i T/Qt- 2.2)

La premere, nokeCook’s D concluta une influence de I'observatieorsque la valeur d®; dépasse 1.

D’autres mesures moinsgguemment utilises sont prop@es dans les logiciels. Certaines cobsiht
les écarts entre I'estimation d’'un par&itne b; et son estimation sans f&@me observation, une autre le
rapport des éterminants des matrices de covariance des estimateurs de&fasacalcides avec et sans
la zéme observation. . .

6.4 Régression partielle

Un mockle de egression multiple est une technidiretaire |l est raisonnable de s'interroger sur la
pertinence du caragte lintaire de la contribution d’une variable explicativBajustement du magle. Ceci
peutétre Eali® en considrant uneégression partielle

On calcule alors deuxégressions :

e larégression d& surles variablex!,..., X7~ X7+ ... XP dans laquelle lazéme variable est
omise, soitr,(;) le vecteur deséasidus obtenus.

e Larégression d&” sur les variable’!, ..., X7~! X7+ X? Soitr, ;) le vecteur desasidus
obtenus.

La comparaison de€sidus par un graphe (nuage de points, x r,(;)) permet alors de repsenter la
nature de la liaison entr&7 etY conditionnellemenaux autres variables explicatives du net

6.5 Graphes

Diff érents graphiques permettent finalement de &tertde bien foné des hypotbses de ligarig,

d’homosédasticié, éventuellement de normaitles ésidus.

e Le premier considre le nuage de points déssidus studentis croigs avec les valeurs@uites. Les
points doiventetre uniforn@ément epartis entre les bornes2 et +2 et ne pas f@senter de formes
suspectes.

e Le deuxieme croise les valeurs obsées deY” avec les valeurs pdites. Il illustre le coefficient de
determinationR qui est aussi la cogtation liréaire simple entrg ety. Les points doivent s’aligner
autour de la prengire bissectrice. |l pedtre compdté par l'intervalle de confiance dgsou celui de
leurs moyennes.

e La qualig, en terme de ligarig, de I'apport de chaque variable éstidée par deségressions par-
tielles. Chaque graphe désidus peuétre compdte par une estimation fonctionnelle aegression
non-parargtrique (loess, noyau, spline) afin d’en faéilia lecture.

e Le dernier trace la droite de Henri (Normal QQplot) désidus dont le caraete lirgaire de la
repiesentation donne uneéd de la normali de la distribution.

7 Exemple

7.1 Les donrees

Elles sont extraites de Jobson (1991)&trivent les ésultats comptables de 40 entreprises du Royaume
Uni.
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Descriptif des 13 variables (en anglais péwiter des traductions erréas) :

RETCAP Return on capital employed

WCFTDT  Ratio of working capital flow to total debt
LOGSALE Logto base 10 of total sales

LOGASST Log to base 10 of total assets

CURRAT Current ratio

QUIKRAT  Quick ratio

NFATAST  Ratio of net fixed assets to total assets

FATTOT Gross sixed assets to total assets

PAYOUT Payout ratio

WCFTCL  Ratio of working capital flow to total current liabilities
GEARRAT Gearing ratio (debt-equity ratio)

CAPINT Capital intensity (ratio of total sales to total assets)
INVTAST  Ratio of total inventories to total assets

7.2 Résultat du modele complet

La procedure SAS/REG est utii® dans le programme suivant. La plupart des options sont actives afin
de fournir la plupart desasultats rBme si certains sont redondants ou peu utiles.

options linesize=110 pagesize=30 nodate nonumber;

title;

proc reg data=sasuser.ukcompl all;

model RETCAP = WCFTCL WCFTDT GEARRAT LOGSALE LOGASST
NFATAST CAPINT FATTOT INVTAST PAYOUT QUIKRAT CURRAT
/dw covb Influence cli clm tol vif collin R P;

output out=resout h=lev p=pred r=res student=resstu ;

run;

_ Les resultats ne sont pas kst de fagon exhaustive, les matrices et tableaux trop volumineux et peu
significatifs ontété tronqés.

Descriptive Statistics

Variables Sum Mean Uncorrected SS Variance Std Deviation

INTERCEP 40 1 40 0 0

WCFTCL 10.29 0.25725 6.4339 0.0970973718 0.3116045118

WCFTDT 9.04 0.226 4.9052 0.0733887179 0.2709035215

CURRAT 72.41 1.81025 279.0039 3.7929153205 1.9475408392

RETCAP 5.71 0.14275 1.5233 0.0181589103 0.1347550009

Uncorrected Sums of squares and Crossproducts

USSCP INTERCEP WCFTCL WCFTDT GEARRAT LOGSALE LOGASST NFATAST
INTERCEP 40 10.29 9.04 12.2 173.7 174.81 13.46

WCFTCL 10.29 6.4339 5.4926 1.5997 40.8722 46.2433 3.5523

WCFTDT 9.04 5.4926 4.9052 1.3972 34.4091 39.8937 2.9568

CURRAT 72.41 35.222 33.248 16.3188 265.2051 314.449 20.4126

RETCAP 5.71 2.0009 1.6226 1.5391 26.3636 25.379 1.6199

Correlation

CORR WCFTCL WCFTDT GEARRAT LOGSALE LOGASST NFATAST CAPINT
WCFTCL 1.0000 0.9620 -0.5520 -0.3100 0.1829 0.0383 -0.2376

WCFTDT 0.9620 1.0000 -0.5611 -0.4533 0.0639 -0.0418 -0.2516

GEARRAT -0.5520 -0.5611 1.0000 0.2502 0.0387 -0.0668 0.2532

CURRAT 0.7011 0.8205 -0.3309 -0.6406 -0.0460 -0.2698 -0.3530

RETCAP 0.3249 0.2333 -0.1679 0.2948 0.1411 -0.2974 0.3096
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La matrice des coelations montre des valeugde\ees, on peut &a s'attendred des prol#mes de
colinéarié.

Model Crossproducts X'X XY Y'Y

XX INTERCEP WCFTCL WCFTDT GEARRAT LOGSALE LOGASST NFATAST
INTERCEP 40 10.29 9.04 12.2 173.7 174.81 13.46
WCFTCL 10.29 6.4339 5.4926 1.5997 40.8722 46.2433 3.5523
WCFTDT 9.04 5.4926 4.9052 1.3972 34.4091 39.8937 2.9568
X'X Inverse, Parameter Estimates, and SSE
INTERCEP WCFTCL WCFTDT GEARRAT LOGSALE LOGASST NFATAST
INTERCEP 3.2385537 1.3028641 -1.570579 -0.05877 0.3001809 -0.826512 -0.238509
WCFTCL 1.3028641 7.0714100 -9.955073 -0.54391 -0.007877 -0.292412 -0.233915
WCFTDT -1.570579 -9.955073 15.968504 1.582975 0.0112826 0.3138925  0.149976
Analysis of Variance
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
(1)
Model 12 0.55868 (2) 0.04656 (5) 8.408 (7) 0.0001 (8)
Error 27 0.14951 (3) 0.00554 (6)
C Total 39 0.70820 (4)
Root MSE 0.07441 (9) R-square 0.7889 (12)
Dep Mean 0.14275 (10) Adj R-sq 0.6951 (13)
C.V. 52.12940 (11)
(1) deges de liberk de la loi de Fisher du test global
(2) SSR
(3) SSE ou dviance
4) SST=SSE+SSR
(5) SSR/DF
(6) s?> =MSE=SSE/DF est I'estimation de?
(7)  Statistiquel’ du test de Fisher du méte global
(8)  P(fpn—p—1 > F); Hy estrejebe au niveaw si P < «
(9) s =racine de MSE
(10) moyenne empirique de la varialdlexpligee
(11) Coefficient de variatiom00x (9)/(10)
(12) Coefficient de éterminationfz?
(13) Coefficient de étermination ajugt R’
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO: Variance
Variable DF Estimate Error  Parameter=0 Prob>|T| Tolerance Inflation
(1) (2) (©)] 4 (5) (6)
INTERCEP 1 0.188072 0.13391661 1.404 0.1716 . 0.00000000
WCFTCL 1 0.215130 0.19788455 1.087 0.2866 0.03734409  26.77799793
WCFTDT 1 0.305557 0.29736579 1.028 0.3133 0.02187972  45.70441500
GEARRAT 1 -0.040436 0.07677092 -0.527 0.6027 0.45778579 2.18442778
LOGSALE 1 0.118440 0.03611612 3.279 0.0029 0.10629382 9.40788501
LOGASST 1 -0.076960 0.04517414 -1.704 0.0999 0.21200778 4.71680805
NFATAST 1 -0.369977 0.13739742 -2.693 0.0120 0.20214372 4.94697537
CAPINT 1 -0.014138 0.02338316 -0.605 0.5505 0.37587215 2.66047911
FATTOT 1 -0.100986 0.08764238 -1.152 0.2593 0.23929677 4.17891139
INVTAST 1 0.250562 0.18586858 1.348 0.1888 0.13770716 7.26178633
PAYOUT 1 -0.018839 0.01769456 -1.065 0.2965 0.84271960 1.18663431
QUIKRAT 1 0.176709 0.09162882 1.929 0.0644 0.00408524 244.78377222
CURRAT 1 -0.223281 0.08773480 -2.545 0.0170 0.00486336 205.61923071
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(1) estimations des parates(b;)

(2) écarts-types de ces estimatigns, )

(3) statistiquel’ du test de Student d€, : b; =0

(4) P(tn—p—1>T); Hyestrejebe au niveaw si P < «
5) 1- R?j)

(6) VIF=1/(1-R%)

0]

Ces Esultats soulignent les pravhes de coli@aries. De grands “VIF” sont ass@sa de grandgécart-
types des estimations des paktres. D’autre part les nombreux tests de Student non significatifs renforcent
I'id ée que trop de variables sonépentes dans le melz.

Covariance of Estimates

CcovB INTERCEP WCFTCL WCFTDT GEARRAT LOGSALE LOGASST NFATAST
INTERCEP 0.0179336 0.0072146 -0.008697 -0.000325 0.0016622 -0.004576 -0.001320

WCFTCL 0.0072146 0.039158  -0.055126 -0.003011 -0.000043 -0.00161  -0.00129

WCFTDT -0.008697 -0.055126 0.0884264 0.0087658 0.0000624 0.0017381 0.0008305

Collinearity Diagnostics

Condition
Eigenvalue Index
8.76623 1.00000
2.22300 1.98580
0.68583 3.57518
0.56330 3.94489
0.31680 5.26036
0.18140 6.95173
0.12716 8.30291

0.08451 10.18479
0.02761 17.82007
0.01338 25.59712
0.00730 34.66338
0.00223 62.63682
0.00125 83.83978

Valeurs propres d&’X et indice de conditionnemerégal au rapport/A1/X;. Les grandes valeurs> 10) insistent
encore sur le mauvais conditionnement de la maticeerser.

Dep Var Predict Std Err Lower95 Upper95 Lower95 Upper95s Std Err  Student
Obs RETCAP Value Predict Mean Mean Predict Predict Residual Residual Residual
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7 (8) 9) (10)
1 0.2600 0.2716 0.053 0.1625 0.3808 0.0839 0.4593 -0.0116 0.052 -0.223
2 0.5700 0.3690 0.039 0.2882 0.4497 0.1962 0.5417 0.2010 0.063  3.183
3 0.0900 0.00897 0.063 -0.1205 0.1385  -0.1912 0.2092 0.0810 0.039 2.055
4 0.3200 0.2335 0.021 0.1903 0.2768 0.0748 0.3922 0.0865 0.071 1.212
5 0.1700 0.1164 0.046 0.0215 0.2113 -0.0634 0.2961  0.0536 0.058 0.920
6 0.2400 0.2542 0.033 0.1864 0.3219 0.0871 0.4212 -0.0142 0.067 -0.213
Cook’s Hat Diag Cov INTERCEP WCFTCL WCFTDT
Obs 2-1-012 D Rstudent H Ratio Dffits Dfbetas Dfbetas Dfbetas
(11) (12) (13) (14) (15) (15) (15) (15) (15)
1 | | 0.004 -0.2194 0.5109 3.2603  -0.2242 0.0299 0.0632 -0.0911
2 | |F+**x| - 0.302 3.9515 0.2795 0.0050 2.4611 0.9316 -0.3621 0.3705
3 | |¥*** | 0.832 2.1955 0.7192 0.6375 3.5134 0.5543 2.1916 -2.0241
4 | |** | 0.010 1.2228 0.0803 0.8585 0.3613 -0.0132 -0.0835 0.1207
5 | |* | 0.041 0.9175 0.3864 1.7591 0.7280 -0.0386 0.0906 0.0060
6 | | | 0.001 -0.2088 0.1969 1.9898 -0.1034 0.0189 -0.0203 0.0243
15 | K| | 0.150 -1.9223 0.3666 0.4583 -1.4623  -0.2063 0.3056 -0.6231
16 | [F** | 3.471 1.6394 0.9469 8.5643 6.9237 -0.9398 0.2393 -0.2323
17 | | | 0.000 0.1401 0.1264 1.8514 0.0533 0.0223 0.0090 -0.0113
20 | k| | 0.054  -1.9588 0.1677 0.3278 -0.8794  -0.0360 -0.3302 0.4076
21 | | | 4970 -2.2389 0.9367 2.6093 -8.6143  -1.2162 0.1768 -0.1422
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(1) variablea expliquery;
@) valeur ajustey;
3) écart-type de cette estimatign

(4)et (5) Intervalle de confiance pour I'estimationBéy;)
(6) et (7) Intervalle de confiance pour I'estimationige

(8) résidus calcuse;

9) écarts-types de ces estimations

(20) residus standardés (ou studentés internesy;

(12) referage graphique deésidus standardés :x = 0.5.
(12) Distance de Cook

(13) residus studentés (externes);

(14) Termes diagonaux de la matrice chapEau

(15) autres indicateurs d’influence

Seules les observations 16 et 21 serageinspecter avec attention.

Sum of Residuals 0
Sum of Squared Residuals 0.1495 (SSE)
Predicted Resid SS (Press) 1.0190 (PRESS)

Sélection du mockle

Parmi les trois types d’algorithmes et les difénts crieres de choix, une des facons les plus efficaces
consistenta choisir les options du programme ci-dessous. Tous lelesdparmi les plus iBtessants
selon I'algorithme de Furnival et Wilson) sont coresigs. Seul le meilleur pour chaque niveau, c'astire
pour chaque valeys du nombre de variables explicatives sont demnll est alors facile de choisir celui
minimisant I'un des créres globaux, ou BIC ou ...).

options linesize=110 pagesize=30 nodate nonumber;

title;

proc reg data=sasuser.ukcomp?2 ;

model RETCAP = WCFTCL WCFTDT GEARRAT LOGSALE LOGASST
NFATAST CAPINT  FATTOT  INVTAST PAYOUT  QUIKRAT CURRAT
| selection=rsquare cp rsquare bic best=1;

run;

N = 40 Regression Models for Dependent Variable: RETCAP
R-square Adjusted C(p) BIC Variables in Model
R-square
0.1055 0.0819 78.3930 -163.26 WCFTCL
0.3406 0.3050 50.3232 -173.72 WCFTDT QUIKRAT
0.6154 0.5833 17.1815 -191.14 WCFTCL NFATAST CURRAT
0.7207 0.6888 5.7146 -199.20 WCFTDT LOGSALE NFATAST CURRAT
0.7317 0.6923 6.3047 -198.05 WCFTDT LOGSALE NFATAST QUIKRAT CURRAT
0.7483 0.7025 6.1878 -197.25 WCFTDT LOGSALE NFATAST INVTAST QUIKRAT CURRAT
0.7600 0.7075 6.6916 -195.77 WCFTDT LOGSALE LOGASST NFATAST FATTOT QUIKRAT CURRAT
0.7692 0.7097 7.5072 -193.87 WCFTDT LOGSALE LOGASST NFATAST FATTOT INVTAST QUIKRAT CURRAT
0.7760 0.7088 8.6415 -191.59 WCFTCL WCFTDT LOGSALE LOGASST NFATAST FATTOT INVTAST QUIKRAT
CURRAT
0.7830 0.7082 9.7448 -189.15 WCFTCL WCFTDT LOGSALE LOGASST NFATAST FATTOT INVTAST PAYOUT
QUIKRAT CURRAT
0.7867 0.7029 11.2774 -186.40 WCFTCL WCFTDT LOGSALE LOGASST NFATAST CAPINT FATTOT INVTAST
PAYOUT QUIKRAT CURRAT
0.7888 0.6950 13.0000 -183.51 WCFTCL WCFTDT GEARRAT LOGSALE LOGASST NFATAST CAPINT FATTOT
INVTAST PAYOUT QUIKRAT CURRAT

©CO~NOUTNWNR >

= =
[ o

=
N

Dans cet example), et BIC se comportent de la&me fagon. Avec peu de variables, le raldest
trop biai. lls atteignent un minimum pour un melda 4 variables explicatives puis croissent de nouveau
selon la preméire bissectrice. La maximisation de? ajusé conduiraita une solution beaucoup moins
parcimonieuse. On note par ailleurs que I'algorithme remplace WCFTCL par WCFTDT. Un algorithme par
sélection ne peut pas aboudia solution optimale retenue.
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Résultats du mockle réduit

proc reg data=sasuser.ukcompl all;

model RETCAP = WCFTDT NFATAST LOGSALE CURRAT
/dw Influence cli clm tol vif collin r p ;

output out=resout h=lev p=pred r=res student=resstu ;

plot (student. r.)*p.;

plot p.*retcap;

run;

Analysis of Variance

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 4 0.51043 0.12761 22.583 0.0001
Error 35 0.19777 0.00565
C Total 39 0.70820

Root MSE 0.07517 R-square 0.7207

Dep Mean 0.14275 Adj R-sq 0.6888

C.V. 52.65889
Parameter Estimates

Parameter Standard T for HO: Variance

Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T| Tolerance Inflation
INTERCEP 1 0.024204 0.07970848 0.304 0.7632 . 0.00000000
WCFTDT 1 0.611885 0.08257125 7.410 0.0001 0.28956358 3.45347296
NFATAST 1 -0.474448 0.07015433 -6.763 0.0001 0.79119995 1.26390301
LOGSALE 1 0.060962 0.01606877 3.794 0.0006 0.54792736 1.82505944
CURRAT 1 -0.068949 0.01321091 -5.219 0.0001 0.21887292 4.56886122

Collinearity Diagnostics
Condition Var Prop Var Prop Var Prop Var Prop Var Prop

Number Eigenvalue Index INTERCEP WCFTDT NFATAST LOGSALE CURRAT

1 3.86169 1.00000 0.0014 0.0076 0.0098 0.0016 0.0052

2 0.87647 2.09904 0.0014 0.0608 0.0355 0.0046 0.0427

3 0.17128 4.74821 0.0206 0.1731 0.5177 0.0170 0.0667

4 0.07821 7.02670 0.0026 0.7201 0.4369 0.0388 0.5481

5 0.01235 17.68485 0.9741 0.0384 0.0000 0.9381 0.3373

Cook’s Hat Diag Cov INTERCEP WCFTDT NFATAST
Obs -2-1-01 2 D Rstudent H Ratio Dffits  Dfbetas Dfbetas Dfbetas
15 | k| | 0.211 -1.9115 0.2372 0.9096 -1.0659 -0.0240 -0.8161 -0.3075
16 | [* | 1.554 0.9919 0.8876 8.9162 2.7871 0.0320 -0.0746 0.1469
17 | | | 0.001 0.3866 0.0460 1.1854 0.0849 0.0348 -0.0430 0.0256
Sum of Residuals 0
Sum of Squared Residuals 0.1978 (Par rapport au mod ele complet, la d eviance augmente
Predicted Resid SS (Press) 0.3529 mais PRESS diminue tr es sensiblement)
8 Exercices
Exo1l
Nous supposonsérifiees les hypotses relatives au melk de egression ligaire multiple pour les

observationgy;, !, ..., z") des variables statistiquaés X!, ..., XP.

i. Calculer les moments (esm@ance et variance) des estimatedurg ete de 3,y etu. CalculerE(e’e).
ii. Montrer que

(y - Xb)(y —Xb) = y'(I-H)y (2.3)
y'y = y'Hy (2.4)
y'y = Y3+ (y—Xb)'(y —Xb). (2.5)

En deduire que : SST=SSE+SSR.
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Exo 2

Pour simplifier les calculs, on suppose dans cet exercice que les variables s@estantr 0,7 = 0)
et on s’inéressel la fegression sans terme constgfy = 0). On admettra le&sultat suivant du calcul par
bloc de I'inverseB d’une matrice caée eguliere A :

By =[A11 — A12A§21A21]_1~

i. Montrer que le coefficient deddermination erifie 172 = Hi”z
ii. Soitr; le vecteur contenant les coefficients de étation lirgaire empirique entré&! et chacune
des variablesX?, ..., X?, R ;) la matrice des coélations desX?,..., X? et R la matrice de
corrélations de toutes les variablég’. On note'egalememr%l) le coefficient de dtermination de
la regression de la variablE! sur les variables(?, ..., X?. Montrer quer(Ql) = r’lR(I;rl.
iii. En céduire qugR™|} = .~

'
iv. Commentaire pour les autres variables et I'indicateur de eatii.

Exo 3

On reprend les notations usuelles dedgression lieaire multiple et on@signe pak,, la dernére ligne
deX et parX, la matrice(n — 1) x (p + 1) privée de cette deraie ligne.
i. Montrer queX’'X = X’(n)X(”) + XpX),.
ii. Soit A une matrice syr@triqgue Eguliere etb, c deux vecteurs (p + 1) composantes. Montrer que
l'inverse de la matrice\ + bc’ est la matriceA ! — %
iii. Trouver I'expression d&,,,, dans la @&composition suivante :

(X'X) " x,x (X'X) 7

_ —1
(X X = (KX)o

iv. Montrer queX )y ) = X'y — x,y,. Montrer ensuite que

1
1-— hnn

Discuter de I'impact sub de la suppression de I'observation
v. Montrer que la distance de Cook

b,y =b - (X/X)_lxn(yn —x,b).

1
D, = W(b(n) — b)/X/X(b(n) —b)

se met sous la forme :

2
hnn e

T 1= o (p+ 1)52(1 — hon)

Dy,

Exo 4

L'objet de cet exercice est de construire un indicateur permettant de comparer ddesymlr leurs
qualitts pedictives. On consite un premier masle complet (avec toutes les variables) suppoai :

y=XB+u, FE(y)=XpB¢cVect(X!,...,X?), rangX)=p, u~N(0,0°1,). (2.6)

Un deuxeme moele est un sous-mete du pécdent et doncAgerement faux. La matricé de ce moéle
est suppase de pleinrangg + 1) < (p + 1) et contient donc un sous-ensemble des colonn&§.dEnsi,
E(y) = X3 n'appartient pasé&cessairemerit I'espace vectoriel enger&par les colonnes dé. On note
g les paramtres les moins mauvais pour lerge moéle. lls sont obtenus par la projection ¥g3 sur
Vect(Z!,...,Z9):

Zoy = Z(Z'Z)'7'X3.

On note enfira les paramtres du 2me moele estings par les moindres cés.
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i. Montrer queE(a) = ay.
ii. On notey = Za la prévision dey par le Zme moele. Montrer que trace(Vag})= o2(q + 1).

ii. SoitE, = E|y — X03||? l'erreur quadratique moyenne degpliction pour le 2me moeéle. Montrer
que
By = |XB — Zay|® + 0*(q + 1)
qui se &ecompose donc en le cardu biais plus la variance.
Suggestion CalculerE|ly — Zag + Zay — X2

iv. Soit SSE = |ly — y||? la somme des ca#s des@&sidus du 8me moeéle. Montrer que
E(SSE) = [IXB — Zay|* + 0*(n — ¢ - 1).

Suggestion Noterquey -y =y -y — E(y —y) + E(y — y).
v. Le probBme est d’estimeE,,. On estime sans biaig® pars? = SSE/(n — p — 1). Montrer que

Ap =SSE, — (n —2q — 2)s*
est un estimateur sans biais Hg c’est-a-dire queE(Ep) =E,.

vi. Le C, de Mallows est une version standagtisle I'erreur de f@vision :C,, = S;Q;E? —(n—2q—2).

Dans I'hypotfese al le sous-moéle est exactX 3 = Zag, montrer qu’alors 1€C,,) est “proche” de
g+ 1. On acceptera pour “meilleur” un mekk biai€ a condition qu'’il induise une baisse significative
de la variance et ainsi de I'erreur quadratique moyenne &égon.

vii. Dans I'exemple ci-dessous, calculeidg de Mallows du sous-maide.
modele pert = Tlumin lumin Txgn xgn Txy xy xa xb

Model 8 1007.62105 125.95263 229.845 0.0001
Error 180 98.63792 0.54799
C Total 188 1106.25897

modele pert = lumin Txgn xy xa xb
Model 5 1007.11132 201.42226 371.772 0.0001
Error 183 99.14764 0.54179
C Total 188 1106.25897



Chapitre 3

Analyses de variance et covariance

1 Introduction

Les techniques dites @halyse de varianceont des outils entrant dans le cadééral du moéle
linéaire et @ une variable quantitative est expl&gipar une ou plusieurs variables qualitatives. L'objec-
tif essentiel est alors de comparer les moyennes empiriques de la variable quantitativéesbhpenr
différentes cé&gories d'uniés statistiques. Ces églories sontéfinies par I'observation des variables qua-
litatives oufacteursprenant diferentes modaf#s ou encore de variables quantitativesal@es en classes
ou niveaux Une combinaison de niveaugfihit unecellule, groupeou traitement

Il s’agit donc de savoir si un facteur ou une combinaison de facteuesgctior) a uneffetsur la variable
guantitative en vue, par exemple, detefminer des conditions optimales de production ou de fabrication,
une dose optimale deédicaments. ... Ces techniques apparaissent aussi comme des cas particuliers de
la régression lidaire multiple en associaatchaque modakt unevariable indicatrice(dummy variable)
et en cherchard expliquer une variable quantitative par ces variables indicatrices. L'appellation “analyse
de variance” vient de ce que les tests statistiques sitigt fur des comparaisons de sommes dé&sale
variations.

L'analyse de variance est souvent uékspour analyser des dares issue d’unglanification d’exg@rience
au cours de laquelle I'exgsimentateur a la possibiitde contbler a priori les niveaux des facteurs avec
pour objectif d’obtenir le maximum de @cision au moindre @d. Ceci conduit en particuliéx construire
des facteurs orthogonaux deaixieux (variables explicatives nonéiamirement coglées) afin de minimiser
la variance des estimateurs (cf. chapitreggdent). On distingue le cas particulier importaniies cellules
ont le meéme effectif, on parle alors g#an orthogonalou équirepéete ou équilibré (balanced), qui conduit
a des simplifications importantes de I'analyse de variance &sd®in appelle planompletun disposi-
tif dans lequel toutes les combinaisons de niveauxétexgerimenées. On distingue entre des naéteb
fixes, abatoires ou mixtes selon le caraet ceterministe (contllé) ou non des facteurs par exemple si les
modali€s Eesultent d’'un choix @atoire parmi un grand nombre de possibles. Seuls legle®fixes sont
consicerés.

L'analyse de covariance consie une situation pluségérale dans laquelle les variables explicatives
sonta la fois quantitatives, appegs covariables, et qualitatives ou facteurs. L'objectif est alors de comparer,
non plus des moyennes par cellules, mais les pati@s des difrents modles de égressions estieées pour
chaque combinaison de niveau. Ce type de @mdst introduit en fin de chapitre.

Les sgcificites de la planification d'exgrience ne seront gu’abdés dans ce chapitre. Les applica-
tions en sont surtoutévelopgees en milieu industriel : coritle de qualié, optimisation des processus de
production, ou en agronomie pour lalaction de vaétes, la comparaison d’engrais, d’insecticides. ... La
bibliographie est abondanéece sujet.

37
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2 Modelea un facteur

Cette situation est un cas particulieetlide de relations entre deux variables statistiques : une quantita-
tive Y admettant une denéiet une qualitativ8” ou facteur qui engendre une partition ou classification de
I'échantillon enJ groupes, cellules ou classes irels payj. L'objectif est de comparer les distributions de
Y pour chacune des classes en particulier les valeurs des moyennes et variances.

Un préalable descriptif consisi réaliser un graphique constitude boitesa moustaches paralés :
une pour chaque moddlit Cette rersentation donne une presmé appéciation de la comparaison des
distributions (moyenne, variance) interrieshaque groupe.

2.1 Modeles

Pour chaque niveagide T', on observe:; valeursy, ;, ..., y,,; de la variableY” et i n = Z}]:1 n;
est la taille de Echantillon ¢ > J). On suppose ga'lI'intérieur de chaque cellule, les observations sont
indépendanteéquidistribiées de moyenne; et de variancdaomo@nea? = ¢2. Ceci sécrit :

Yij = M+ i

ol lese;; sonti.i.d. suivant une loi ceréie de variance? qui sera supp@&e/\ (0, o2) pour la construction
des tests. Cette degre hypotkse nétant pas la plus sensible. Les @spces:; ainsi que le paragtre de
nuisancer? sont les paragtres inconnua estimer.

On note respectivement :

_ 1
Y = — Yijs
nj i3
1 &
2 _ 2
55 = n}_lz(yquj),
J =1
n; J

|
Il
SES
g
=
ot

les moyennes et variances empiriques de chaque cellule, la moyenéralg de lechantillon.
Les pararatresu; sont estinds sans biais par les moyenmeset comme le mogle sécrit alors :

Yij = Y5+ Wis — U.4),

I'estimation des erreurs esf; = (y;; — ¥.;) tandis que les valeursguites song,; = 7 ;.
Sous I'hypotiese d’homogreité des variances, la meilleure estimation sans biais?cest
J j _
$2 Zj:l Sy (yig —94)° 1

e = (= st g~ D)s3]

qui s’écrit donc comme une moyenne perik des variances empiriques de chaque groupe.

Notonsy le vecteur des observationg;|i = 1,n;;j = 1, J]’ mis en colonneu = [g;;|i = 1,n;;j =
1, J]" le vecteur des erreurs; les variables indicatrices des niveaud éa colonne de 1s. L&&meélement
d’une variable indicatrice (dummy variablg) prend la valeur 1 si laéme observatiop; est assoée au
jeme et 0 sinon.

Comme dans le cas de lagression lidaire multiple, le moéle consistex écrire que I'esprance de
la variableY appartient au sous-espaceélaire engendr par les variables explicatives, ici les variables
indicatrices :

y=01+ 11+ + 61 +u.

La matriceX alors construite n’est pas de plein rang- 1 mais de rang. La matriceX’X n’est pas
inversible et le modle admet une infinkt de solutions. Nous disons que les pakes 3, ne sont pas
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estimablesou identifiables. En revanche, certaines fonctions (combinaisogail@s) de ces paraitres
sont estimables et apjgelscontrastes

Dans le cas du made d’analyse de variangeun facteur, la solution la plus simple adéptconsiste
a consigérer un sous-ensemble des indicatrices ou de combinaisons des indicatrices de dagorira
une matrice inversible. Ceci condaitconsi@rer differents moédles assoéisa differentes paragtrisation.
Attention les pararatress; ainsi que la matric& prenneng chaque fois des significations @ifentes.

Un premier moéle (cell means model) &trit comme celui d’'uneégression lieaire multiple sans

terme constant ave8 = [u, ..., us]’ le vecteur des paragires :
y = fili+---+8;1;+u
y = XB8+u

Les calculs se @sentent simplement (cf. exo 1) mais les teétsdilant de ce made conduiraiend étudier
la nullité des parasires alors que nous sommesigses par tester #galie des moyennes.

Une autre paragétrisation, consiérant cette fois le vectey@ = [p, 1 — o, - - ., iy—1 — py)” conduit
aécrire le moéle (base cell model) dégression avec terme constant :

y=0l+511+ -+ Bl 1 +u

C'est celle de SAS alors que Systat coks&ldes paragtres d'effet diferentiely; — p. par rapporta

I'effet moyenu, = 1/J Z}]:l r;. Ce dernier est encore un md (group effect model) deegression
linéaire avec terme constant mais dont les variables explicatives sont @eerdiffs d’indicatrices et avec

B =, p1— oy ppg—1 —p]":

y=01+0(1—15)+ -+ Fr-1(1yo1 —15) +u

2.2 Test

On désigne les diffrentes sommes des @&srdes variations par :

J nj J M
SST = > N (i — 5.2 =Y. v —ni?,

j=1i=1 j=1i=1

J nj J mnj J
SSWo= > > (i —0a)" =3 D vl — D mab

j=11i=1 j=11i=1 j=1

J J
SSB = > ni(5;—7.)% = mg —nj,
j=1 j=1

ou “T” signifie totale, “W” (within) intra ou Esiduelle, “B” (between) inter ou explige par la partition. ||
est facile de @rifier que SSESSB+SSW.
On consi@re alors I'hypothse
HO LY== Uy,
qui revienta dire que la moyenne est iapgendante du niveau ou encore que le facteur n'a pas d'effet, contre
I'hypothese
Hy :3(j, k) tel quep; #
qui revienta reconndre un effet ou une influence du facteur sur la varidble

Dans les modles pecedents, letude de cette hypodise revienk comparer par un test de Fisher un
mockle complet (les moyennes sont difentes) avec un meétk eduit supposant la nulétdes paragtres
B; et donc legali€é des moyennes celle de la dergire cellule ow la moyenne grérale.

Les Esultats Bcessairea la construction du test qui eecbule sont&sunés dans la table d’analyse
de la variance :
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Source de Somme

variation d.d.l. descares Variance F
Modele (inter) J —1 SSB MSB=SSB/J — 1) MSB/MSW
Erreur (intra) n—J SSw MSW=SSW — J)

Total n—1 SST

Pratiquement, un programme dggression usuel permet de construire estimation et test de |&mld5t;
sauf pour le premier made qui doit tester Bgali€ au lieu de la nullé des paragtres.

Dans le cas de deux clasfes= 2) on retrouve un testquivalent au test de Student de comparaison
des moyennes de deéxhantillons indpendants.

2.3 Comparaisons multiples

Si 'hypothese nulle est rejég, la question suivante consisteechercher quelles sont les groupes ou
cellules qui possdent des moyennes significativementé&héintes. De nombreux tests et grdures onéte
propogs dans la litrature pour&pondrea cette question.

Une pro@dure néve consisté exprimer, pour chaque paifeti de groupes, un intervalle de confiance
au niveaul00(1 — «)% de la difference(; — ) :

1 1]Y?
U5 — Y1) Ftajum-ns | —+—|
(75 = 94) Elajzn-n)$ {n]— +nJ

Si, pour un couplé, 1) fixé a priori, cet intervalle inclut O, les moyennes ne sont pasgagignificative-
ment differentes au niveaa. L'orthogonalie des facteurs rendant les testsépendants justifierait cette
procédure mais elle ne peétre systmati€e. En effet, si/ est grand, il y a un total dé(J — 1)/2 compa-
raisonsa consi@rer et on peut s’attendeece que, sur le simple fait du hasabd)s x J(J —1)/2 paires de
moyennes soient j@es significativement diéfentes réame si le test global acceptédjalieé des moyennes.

D’autres proédures visend corriger cette @marche afin de cordtier globalement le niveau des com-
paraisons. Certaines proposent des intervalles plus conservatifs (plus grands) en ajustant t€ riveau
définissant les valeurs critiqueés /»,,,—) (Bonferronia’ = a/(J(J — 1)/2), Sidak). Dans le ame es-
prit, la méthode de Scheffe, la plus conservative, projette I'eligpsae confiance des moyennes desn
intervalles de confiance des difences ou de toute combinaisorekiire de celles-ci (contrastes).

D’autres proédures éfinissent des intervalles studebssournissant des valeurs critiquegsifiques
qui sont tabudes ou calc@es par le logiciel. Certaines de ceéthodes ou certainesgsentations gra-
phiques desasultats sont uniquement adegs au cagquiepete (Tukey) tandis que d’autres sont adsast
a des classes @sentant des effectifs diffents (GT2, Gabriel).

En résung&, pour comparer toutes les moyennes dans leqaigpate, les néthodes de Tukey ou Scheffe
sont utili€es, celle de Bonferroni convient encore au @&@@quilibre. Pour comparer les moyenrieselle
d’une classe ou traitemer#érhoin, la néthode de Bonferronio( = a/(J(J — 1)/2)) est encore utilise
tandis que Dunnet remplace Tukey dans le@asepete.

2.4 Homogereité de la variance

Une hypotkese importante du métk induit par I'analyse de variance est I'horéogité des variances de
chaque groupe. Conjointement'estimation du moéle et en supposant la normaliil peutétre instructif
de contbler cette homogreité par un test de I'hypoése

Bartlett a propos le test suivant. Posons

M=% (n; —1)In(s*/s})

J
—

J
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SousH, et pour de grandéchantillons, la statistiqu&//(c + 1) suit unx? a (J — 1) deges de liberé.
Dans les rBmes conditions, une approximation pétre fournie par la statistique

B dM
- (J=1)(d/f - M)’

avec
f=0—-c)+2/detd=(J+1)/c?,
qui suit une loi de Fishex (J — 1) etd deggés de liber.

Néanmoins ce test n'est pas robustia violation de I'hypotkse de normakt C’est pourquoi il lui est
preferé la methode de Levene qui consic les variables :

Zij = |Yij — U4l
sur lesquelles est cal@g une analyse de variance. M&gjue lesZ;; ne soient ni indpendantes ni iden-

tiguement distrib&es suivant une loi normale, la statistique de Fisher issue de ’ANOVA fournit un test
raisonnable de 'homosgdasticié.

Le graphique refsentant le nuage dessidus ou les boited moustaches en fonction des niveaux
du facteur comgite tes utilement le diagnostic. En cas éthros@dasticié et comme enégression, une
transformation de la variabkeexpliquery” (v'Y,In(Y),1/Y ...) permet de limiter les &ts.

2.5 Tests non parangtriques

Lorsque I'hypotlese de normalkkn’est pas satisfaite et que la taille trop petite elfantillon ne permet
pas de supposer des prdgis asymptotiques, une pimure non-paraétrique peut encorétre mise en
ceuvre. Elles sont des alternatives plausibles au test de Fisher pour &zgié€ldes moyennes.

La procedure la plus utilige est la construction du test de Kruskal-Wallis8gesur les rangs. Toutes les
observations sont ordofas selon les valeugs; qui sont remplages par leur rang;;, les ex sequo sont
remplaé&s par leur rang moyen. On montre que la statistique de ce test, construite sur la somme des rangs
I'int érieur de chaque groupe, suit asymptotiquement une Igcau(J — 1) degés de liberé.

Une autre proedure, utilisant cette fois des rangs nornédigy;; = r;;/(n + 1)) conduita une autre
statistique utili€e dans le test de van der Waerden.

3 Modelea deux facteurs

La consictration de deux (ou plus) facteurs explicatifs, dans unateod’analyse de variance, engendre
plusieurs complications. La preéte concerne la notionidteractionentre variables explicatives. D’autres
seront introduites dans la section suivante. Cette sec@oritde cas de deux facteurs explicatifs césis
c’esta-dire dont les niveaux d’'un facteur ne sont pas condiisnpar ceux de l'autre. Les niveaux du
premier facteur sont nes par un indicg variant de 1a J, ceux du deuxdme par un indicé variant de 1a
K.

Pour chaque combinaison, on observe @nme nombre:;;, = ¢ > 1 de ©pétitions ce qui nous place
dans le cas particulier d'un plagquilibr &€ ou équirépété. Ceci introduit des simplifications importantes
dans les estimations des pakgnes ainsi que dans l&domposition des variances. Le cas plasigal est
évoqLe dans la section suivante.

3.1 Modele complet

On peut commencer pacrire un moéle de varianca un facteur gesentant/ x K niveaux(j, k) :

|
—

J
Yijk = Wik + €55k OU k
7
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en supposant que les termes d’erreyy, sont mutuellement irgpendants et de @me loi. Chacun des
parangtresy ;;, est estind sans biais par la moyenne

_ 1
Y.jk = EZ}yi]‘k-
-

Définissonsggalement les moyennes suivantes :

==

M=M=

<l

<

J
. IS 1T
y.. = jzy.jizgzy..k-
j=1 k=1

qui n'ont de sens que dans le d&guiepete. La meéme convention du point en indice égfalement utilise
pour exprimer les moyennes des paéras.; ;.

Les moyennes de chaque cellule sont al@samnpoées en plusieurs termes afin de faire apjaa
linfluence de chaque facteur :

Terme Paranetre Estimation
Moyenne @rérale i.. i...

Effet niveau; du ler facteur 0 = [j. — [b.. Yj — Y.

Effet niveauk du 22me facteur Bk = pk — .. Yk =Y.

Effet de l'interaction Vik = Mjk — M — kT L | Yk —Yg — Yok T Y.

Avec les notations du tableau ci-dessus, on appelleeffet géreral, ..;. I'effet du niveau; du premier
facteur,«; I'effet diff érentiel du niveay du premier facteur (&me chose aveg ;. et 5, pour le Zme
facteur),y; I'effet d’interaction des niveaux etk.

Un mockle d’analyse de varianéedeux facteurs &trit alors :

j o= 1,...,J;
Yijk = W + o + O + vjk + €55 OU k= 1,...,K;
1 = 1,...,nj,=c;

avec les contraintes
J K J K
D= B=0;Yk> vk =0;Vi> k=0
j=1 k=1 j=1 k=1

qui decoulent de la gfinition des effets et assurent I'unieitle la solution.
3.2 Interaction

Lorsque les paragires d'interactiony;;, sont tous nuls, le made est ditadditif ce qui correspond
une situation s particulere. Elle intervient lorsque

Yik — Y=Y, — Y. Vi=1,...J;Vk=1,....K
ce qui signifie que leécarts relatifs du premier facteur sont@&p@ndants du niveadudu 22me facteur (et
vice versa).

Graphiguement, cela se traduit dans la figure 3.1 qui illustre les comportements des moyennes des
cellules de moédles avec ou sans interaction (additif). Chaque ligne est eéppeiprofil, et la pésence
d’interactions se caraetise par le croisement de ces profils tandis que le @isatie indique I'absence
d’interactions. La question eévidemment de tester si des croisements olsesont jug@s significatifs.

Attention un manque de parélisme peut ausétre di a la pésence d’'une relation non-éaire entre
la variableY et I'un des facteurs.
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W

— j=2
123456 p 123456 |
Avec interaction Sans interaction

FiG. 3.1 — Moyennes de la variablé pour chaque niveau d'un facteur en fonction des niveaux de l'autre
facteur.

3.3 Modeles de Egression

Comme dans le cas du malda un facteur, I'analyse d’'un plandeux facteurs se ramea I'estimation
et I'étude de mogles de ggression sur variables indicatrices. En plus de celles des niveaux des deux facteurs
{11,...,11}, et{13,...,1%}, la prise en compte de I'interactiorgcessite de condider les indicatrices
de chaque cellule ou traitement obtenues par produit des indicatrices des nivealdsassoci

12 =1x13;5=1...,J;k=1

K.

Le mockle skcrit alors avec une autre paratrsation :
Yy =001+ 8111+ 4+ Byl 4+ Boili+ 4 Bo 1% + Bixoa 1%+ + 61><2,JK11J?<]? +u,

il comportel + I+ J + I x J parangtres mais les colonnes #esont soumisea de nombreuses combinai-
sons lirgaires : une par paquet d§ ou del? et une pour chaque paquet]j;t;'j2 aj ouk fixé. La matrice
X’X n’'est pas inversible. Diffrentes approches sont proges pouré&soudre ce probme d’identifiabilie
des paranatres.

e Supprimer une des indicatrices : en fonction de la base d'indicatrices choisgediff modles et

donc differentes paragtrisations sont consiees.

e Ajouter une contrainte sur les paratres afin de rendre unique la solution.

e Chercher une solutioa partir d’uninverse gréralise' de la matriceX’X.

Dans le cas du made d'analyse de varianceun facteur, seule la premie solution est couramment
employee. Les autres, plusegérales, le sont dans le cas de plusieurs facteurs et gestifpar des plan-
nifications plus complexes ; défents inverseségérali®s permettant de reconstruire les solutions avec
contraintes ou palimination d’'une variable indicatrice. Les difients modles considrés par les logiciels
conduisent alora des testéquivalents mais attention, la matri¥eet le vecteur3 prennent des significa-
tions differentes.

3.4 Strategie de test

Une premére decomposition de la variance asssenu testgréral de nullié de tous les parasires est
propo£e dans les logiciels mais celle-ci n&@pente que peu d'iaet. On considre ensuite les sommes de

10n dit que la matriceA — est inverse grérali¢ de la matrice caee A si elle \érifie : A" AA~ = AA~A =A".
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caries sggcifiqgues au casquiepate :

c J K J K
SST=>_> > (yir —4..)° =SSN 2 - IR,

=1 j=1 k=1 =1 j=1 k=1
J J

SS1=cK > (7. —7..)? =cK Y % — cJKi®

j=1 J=1

K K
SS2=cJ > (Gr —..)° =cl Yyl — cJKP

k=1 k=1

K J K J
SSI=c> S Gk — 0 — G +7.)7=cd > P —cK > -
j=1k=1 j=1k=1 j=1

K
—I Y Y’ + e JKy,

k=1
c J K c J K J K
2
SSE= E yzgk yjkr = E E E yijk —C E E k
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1 G=1 k=1

Dans ce cas, il est facile de montrer que tous les “doubles produitsédesybositions s’annulent @beme
de Pythagore) et

SST= SS1+ SS2+ SSI+ SSE

On parle alors de plansrthogonauxet les trois hypotbses suivantes (asseesa des regroupements de
contrastes) peuve#tre consiérees de facon iregbendante :

Hps : vyiu=-=vr=0, pas d’effet d’interaction
Hyy : [1=--=Pg=0, et Hys, pas d'effet du me facteur
Hyp @ ar=---=a5=0, et Hys, pas d’effet du ler facteur

Elles sontvaliees dans la table ci-dessous quégente I'unique @composition de la variance dans le cas
equirepete?.

Source de Somme

variation d.d.l. des carés Variance F

ler facteur J—1 SS1 MS1=SS1/J — 1) MS1/MSE
2eme facteur K-1 SS2 MS2=SS2K — 1) MS2/MSE
Interaction  (J — 1)(K — 1) ssl MSI=—SSL;  MSIMSE
Erreur JK(c—1) SSE MSE=SSEIK (c — 1)

Total cJK —1 SST

Diff érentes strégies de test sont suivies dans I&litture mais la plus couramment praégiconsiste
a comparer le magle complet avec chacun des sous-gled :
. EvaluerH03 de pesence ou absence des termes d’interaction. Il existe desl@sadternédiaires de
structuration de I'interaction mais le cas le plus simple du “tout ou rien” est retenu. Deux pdssibilit
se pésentent alors.

i. Si I'interaction est significativement @sente alors les deux facteurs sont influents ne serait-
ce que par linteraction. Il n'y a pas lieu de tester leuegance paf,; et Hyo. Neanmoins
il est d'usage de comparer les @ifentes statistiqueB de test afin d’appcier les rapports
d’influence entre les effets principaux et I'interaction.

2Les options SS1,5S2, SS3, SS4 de SAS fournissent ainséleegesultats.
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ii. Silinteraction n’est pas significativementgsente, il reste alostester I'effet de chaque fac-
teur. Certains auteurg+estiment le magle additif sans paragtire d'interaction (cf. remarque
ci-dessous). Cela esédonseilé pour se pra@tger contre un mangue possible de puissance du
test de l'interaction. En effet, une faible interaction n@ceke fausse I'estimatios? deo,. Il
est donc peferable de conserver le méleé complet et de tester I'influence des facteurs par la
nullité desa; et 3; a partir des statistiques de la table ci-dessus.

Remarques

i. Si, compte tenu de connaissaneegriori liéesa un probéme sgcifique, I'interaction estliminée
du mockle, on est donc conduatestimer un magle additif plus simple (sans paratresy;). Dans
ce cas, le nombre de paratresa estimer et ainsi le nombre de degde libei, la somme de cas
SSE et donc I'estimatios? = M SE deo? ne sont plus les valeurs fournies par la table d’analyse
de variance ci-dessus. On distingue donc le cas d'urefeadpriori additif d’'un modkle dans lequel
I'hypothése de nullié des interactions est acceet

ii. D'autres tests plus ggifiques sont construits en conisidnt des combinaisons &aires des pa-
rametres (contrastes) ou en effectuant des comparaisons multiples comme dana lendasteur
(Bonferroni, Tukey, Scheffe...).

iii. Les tests d’homogréite des variances se traitent comme dans le cas dielmadun facteur en
consictrant les/ K combinaisons possibles.

4 Problemes sgcifiques

Certaines contraintes egpmentales peuvent induire degspicites dans la planification et ainsi, par
congquence, dans le meld d’analyse de variance assndin expoé detaille des situations possibles sort
du cadre de ce cours de&2e cycle. Nous nous contenterons de citer ici certains s courants en
soulignant les difficults occasionges et quelquesléments de solution.

4.1 Facteur bloc

Les facteurs peuvent jouer dedlas differents. Certains sont coales par I'ex@rimentateur qui sait
en fixer peci€ment le niveau, d’autres, appsblocs sont des sources de variation propres auxgues
experimentaux mais dont il faut tenir compte dans I'analyse car sourédéddtereite. L'exemple le plus
typique concerne I'exg@imentation agronomique en plein champ dans laquelle il est impossible de garantir
I’'hnomogeéreitée des conditions climatiques, hydrétriques ou encore de fertgit Chaque champ ou bloc est
donc cecoupe en parcelles “identiques” qui recevront chacune un traitement.

Dans d’autres situations, certaines mesures ne sont pagendantes, par exemple, lorsqu’elles sont
réaliges sur les @mes individus dans le cas desuresé&petees Il est alors indispensable d’introduire un
facteur bloc rendant compte de la structure partizelde I'exg@grimentation.

L'objectif est de g&parer pour conbler “au mieux” les sources de variation. Une “randomisation”, ou
tirage au sort, estali$ a l'intérieur de chaque bloc afin départir “au hasard”, dans I'espace, dans le
temps, I'exgerimentation des traitements ou combinaisons des autres facteurs.

4.2 Plan sans epetition

Si une seule exgrience ou mesure estalie par cellule ou traitement, les composantes d’interaction
et residuelles sont confondues. Aucune hygsth n’est testable dans le cadéaral pecedent. Il est
néanmoins possible de se placer dans le cadre delmadditif afin de tester I'influence de chaque facteur
sous I'hypottese implicite de non interaction.

4.3 Plans c&équilibr és, incomplets

Le cas de plansatequilibrés, c’esta-dire dans lesquels le nombre d’observations n’est pagttaan
dans chaque cellule ou pour chaque traitememtensite une attention particne, surtout si, en plus, des
cellules sont vides. Di#frents prol#mes surgissent alors :
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¢ les moyenneg ; oujy. ; définissant les estimateurs n'ont plus de sens,
e les “doubles produits” desadompositions des sommes de éame se simplifient plus, il n'y a plus
“orthogonalig”,
e encongquence, les hypotises peccdentes ou ensembles de contrastes ne peuveritpiusonsidrées
de manére incependante.
Néanmoins, I'approcheégérale par moéle lineaire des indicatrices reste valide. La solution obtenue par
inverse @réralie :
b=(X'X)" X'y

n'est pas unique mais est utiéis pour construire des fonctions estimablesé&ements deb : k'b ou k
est un vecteur@finissant un contraste. Plusieurs contrast&aliement indpendantgtant regrous dans
une matriceK, I'hypothése assoée :K'b = 0 est alors testable en conéidnt la somme des cag

SSK = (K'b)[K'(X'X) K] ' (K'b)

avec ran@gK) pour nombre de degs de liberé.

Cette proédure ‘a la main” de construction des teétant assez lourde, SAS proposetlide d’hy-
potheses “standardsa travers quatre options. La preame (SS1) fait intervenir I'ordre d’introduction
des facteurs et est plus parti@rkment adape aux modles hérarchigs, par exemple polgmiaux. La
troisieme (SS3) est consdil dans les casides iregalies d'effectifs n’ont pas de signification particerie,
ne sont pas @endantes des niveaux des facteurs. Les deux autres options (SS2, SS4) néersaumti-gu
lisees, SS4, @vue pour les plans incomplets peut fournir desuttatsetranges. En pratique standard, SS1
et SS3 sont compaes afin de s’assurer ou non degliilepartition puis lesésultats de SS3 sont integffs
comme dans le cauiepéte.

4.4 Modelesa plus de deux facteurs

La prise en compte de plus de deux facteurs dans urelratianalyse de variance n'introduit pas de
probleme tleoriqgue fondamentalement nouveau. Seule la multiplication des indices et I'explosion combina-
toire du nombre d’interactioré consi@rer compliquent la mise en ceuvre pratique d’autant que beaucoup
d’expérimentations sontétessaires si l&alisation d'un plan complet est @s. Dans le cas contraire, tous
les niveaux d'interaction ne sont pas testables et, comme dans le casp&tition, il faudra considrer des
mocdkles moins ambitieux en supposant implicitement des hysethsur I'absence d'interactions d’ordres
élewés. Si les facteurs sones nombreu, il est courant de limiter chacu2 (ou 3 pour un magle quadra-
tique) niveaux et de ne congitkr que certaines combinaisons deuseux de facteurs. On parle alors de
plansfractionnaires

4.5 Facteurs herarchisés

Certains facteurs ou blocs peuvent par aillekre herarchigs ou embiiés : les niveaux de certains
facteurs sont conditior@s par d’autres facteurs. La composante d'interaction se confond alors avec la com-
posante relative au facteur subordénhe moale d’analyse de variance adagt cette situation est dit
hiérarchig€. Dans SAS, une syntaxe particré permet deéfinir la structure.

5 Analyse de covariance

L' analyse de covariancse situe encore dans le cadiengral du moeéle linéaire et & une variable

guantitative est expliee par plusieurs variablesla fois quantitatives et qualitatives. Dans les cas les
plus complexes, ont peut avoir plusieurs facteurs (variables qualitatives) avec une struct@e cwois
hiérarchique ainsi que plusieurs variables quantitatives intervenant dénmdinéaire ou polydmiale.
Le principe gréral est toujours d’estimer des nm#és ‘intra-groupes$ et de faire appaiére (tester) des
effets differentiels fnter-groupes des paramatres deségressions. Ainsi, dans le cas plus simpleseule-
ment une variable parmi les explicatives est quantitative, nous sommesgsartester I'teterogereité des
constantes et celle des pentes (interaction) entrerdifits modles de eégression ligaire.



5. Analyse de covariance 47

5.1 Modele

Le mockle est explicié dans le cagléementaire 0 une variable quantitativE est expliqée par une
variable qualitativel” & J niveaux et une variable quantitative, aggekncore covariablel. Pour chaque
niveauj deT’, on observe:; valeursry, ..., r,;; de X etn; valeursy;,...,y,,; deY ;n = Zle n;
est la taille de echantillon.

En pratique, avant de lancer une pedare de moélisation et tests, uneétharche exploratoire s'ap-
puyant sur une repsentation en couleur (une par modaljitde T) du nuage de points croisaritet X
et associant les droites dégression permet de se faire unéadsur les effets respectifs des variables :
paralklisme des droitegtirement, imbrication des sous-nuages.

On suppose que les moyennes conditionnell€s |7, c’esta-dire calcuéesa l'intérieur de chaque
cellule, sont dans le sous-espace vectoriel engepair les variables explicatives quantitatives XciCeci
s'écrit :

Yij = Boj + Brjxig teiy; j=1,....J; i=1---,n;
ou lese;; sonti.i.d. suivant une loi ceréte de variance? qui sera supp@&e (0, 02) pour la construction
des tests.

Notonsy le vecteur des observatiofig;|i = 1,n;;j = 1, J]' mis en colonnex le vecteur[z;;|i =
Ling;j = 1,J),u = [g;]i = 1,n5;5 = 1,J] le vecteur des erreur,; les variables indicatrices des
niveaux etl la colonne de 1s. On note encotd ; le produit terméa terme des deux vecteurs, c'éstlire
le vecteur contenant les observationsXisur les individus prenant le niveguwle T et des &ros ailleurs.

La résolution simultaée des/ mockles de égression est alors obtenue en coasdt globalement le
mockle :
y=X0+u

dans lequekK est la matrice: x 2J constitiee des blocfl ;|x.1;] ;5 = 1,..., J. L'estimation de ce ma&le
global conduit, par blo& estimer les mazles de egression dans chacune des cellules.

Comme pour I'analyse de variance, les logiciel&mmt une reparagtrisation faisant appdiee des
effets differentiels par rapport au dernier niveau (SAS/GLM, SAS/INSIGHT) ou par ragpart effet
moyen (Systat), afin d'obtenir directement les bonnes hygsath dans les tests. Ainsi, dans le premier cas,
on consiére la matrice de &me rang (sans ldeme indicatrice)

X = [1‘X|11| s |1J71|X.11| tee |X.1J71}
assoake aux modles :
Yij = Pos + (Boj — Bor) + Brazij + (B — Bur)zij +ei5; j=1,...,J=Li=1,...,n;.

5.2 Tests

Diff érentes hypo#ses sont alors t&sts en comparant le méleé complet

y=0Bos1 + (Bor— Bos)li+ -+ (Bos—1— Bos)ls—1+ Brsx+
+ Bu—-Lu)xli+- 4 (Bry—1 —f)xlj1+u

a chacun des mades eduits :

(4) y = Bos1+ (Bor — Bos)l1 + -+ (Bos—1 — Pos)ls—1 + frsx +u
(i) y = Bos1+ (Bor — Bos)l1 + -+ (Bos—1 — Bos)ls—1 +
+(Brj — Bry)x i+ -+ (b1 — Br)x1y 1 +u
(ii7) y = Bosl + Brsx+ (B — Bry)x1r + -+ (b1 — fry)x1y-1 +u

par un test de Fisher. Ceci reviéntonsi@rer les hypotbses suivantes :
e H}:pas dinteractionp;; = --- = 3, les droites partagent laéme pente3; ;,
e Hi':j3,=0,



48 Chapitre 3. Analyses de variance et covariance

o Hi":By; =--- = (B, les droites partagent laéme constanta I'origine 3.

On commence donc p&wvaluer i), si le test n'est pas significatif, on regarde ii) qui, s'il n’est pas non
plus significatif, conduia I'absence d’effet de la variablg. De méme, toujours si i) n’est pas significatif,
on s'interesse& iii) pour juger de I'effet du facteur.

5.3 Cas @nreral

Ce cadre thorique et les outils informatiques (SAS/GLM) permettent de c@nsicdes moeles beau-
coup plus complexes incluant plusieurs facteurs, plusieurs variables quantitatives, voire démpslige
celles-ci, ainsi que les diverses interactions entre qualitatives et quantitatives. Le choix du “b@té mod
devient vite complexe d'autant que la ségie pend, comme pour l&gression liBaire multiple, de
I'objectif visé :
descriptif : des outils multidimensionnels descriptifs (ACP, AFD, AFCM...) g@nt souvent plus ef-

ficaces pour &ectionner, en prerare approche, un sous-ensemble de variables explicatives avant
d’opérer une modlisation,

explicatif : de la prudence est requise d'autant que les hygsah ne peuverétre évallees de facon
independante surtout si, en plus, des cellules sesqlilibrées ou vides,

prédictif : larecherche d’'un maxe efficace, donc parcimonieux, peut condairégliger des interactions
ou effets principaux lorsqu’une faible @boration duR? le justifie et néme si le test correspondant
apparét comme significatif. L'utilisation du”, est possible mais enégéral ce criere n'est pas
calcuk et d'utilisation @licate pour éfinir ce qu’est le “vrai” moéle de eféerence. En revanche, le
PRESS donne des indications pertinentes.

6 Exemple

6.1 Les donrees

Les dones, extraites de Jobson (1991), sont issues cétude marketing visard étudier I'impact
de differentes campagnes publicitaires sur les ventes dereliits aliments. Uéchantillon ou “panel” de
familles aéte constité en tenant compte du lieu d’habitation ainsi que de la constitution de la famille.
Chaque semaine, chacune de ces familles ont rempli un questioneaiineadt les achat&ali€s.

Nous nous limitons ica I'étude de I'impact sur la consommation de lait de quatre campagne£eésfus
sur des chimes locales degtevision. Quatre villes, une par campagne publicitaire, &@tchoisies dans
cing differentes &gions @ographiques. Les consommations en lait par chacune des six familles par ville
alorséte mesuees (en dollars) aps deux mois de campagne.

Les doniees se prsentent sous la forme d'un tableal6 variables : la&gion dgcographique, les 4
consommations pour chacune des villes ou campagnes publicitairegdgfua taille de la famille.

6.2 Analyse de varianced un facteur

Une premere étude s'inéressea I'effet du simple facteur “type de campagne publicitaire”. On sup-
pose implicitement que les familles o€ cesigrees adatoirement indpendamment de I'appartenance
géographique ou de leur taille. La pimiure SAS/ANOVA est utilise dans le programme suivant. Elle plus
particulierement adape aux situationsquilibrees comme c’est le cas pour cet exemple. Le ésslilibré
ne pose pas de praiyshe majeur pour un metka un facteur mais pour deux facteurs ou plus, un message
signale que leséssultats sont fournis sous la responsabitie I'utilisateur. Dans ce cas, la péature plus
gérerale SAS/GLM doigtre utili€e.

Apres une eorganisation des doaas permettant de construire une nouvelle variabdeidant le facteur
“pub” ainsi que la variable uniqgue consommation, le programme suivaigte@écue :

title;

options pagesize=66 linesize=110 nonumber nodate;
proc anova data=sasuser.milkcc;

class pub;
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model consom=pub;
means pub/bon scheffe tukey;
run;

SAS/ANOVA estime les paraatres du moéle d'analyse de varian@eun facteur puis f@sente ensuite
les iesultats des tests de comparaison multiple deésed option. Cette prédure signale explicitement
gue des prol@mes peuvent appafe si certains tests, 8pifiques au cagquipete, sont utili€s hors
de leur contexte. Diffrentes options de @sentation desesultats sont propéss : tests avec niveau pa-
ramétrable (5% par &faut) de significativi, intervalles de confiance des éifénces ou des moyennes.

Dans cet exemple, une des trois frdares de tests utiBe ne conclut pas auxémes esultats. Les tests
de Scheffe acceptent tous I'hypéseH, d'égali€ des diferentes moyennes. on retrouve ainsi le caract
conservatif de cette prédure.

La procedure SAS/NPAR1IWAY a ensuiée execuge pour obtenir legssultats des test non-parafriques.

proc nparlway data=sasuser.milkcc;
class pub;

var consom;

run;

Les esultats sont encore “mitg”.

Source DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > F
(€]
Model 3 4585.68048667(2) 1528.56016222(5) 3.16(7)  0.0275(8)
Error 116 56187.44398000(3) 484.37451707(6)
Corrected Total 119 60773.12446667(4)
R-Square C.V. Root MSE CONSOM Mean
0.075456(12) 54.05283(11) 22.00851011(9) 40.71666667(10)

(1) deges de liber pour le calcul des moyennes et éextion de la loi de Fisher du test global
(2) SSB

(3) SSwW
(4) SST=SSW+SSB
(5) SSBIDF

(6) s?> =MSE=SSW/DF est I'estimation de?

(7)  StatistiqueF’ du test de Fisher du métk global

(8)  P(fpin—p—1 > F); Hy estrejebe au niveaw si P < o
(9) s =racine de MSE

(10) moyenne empirigue de la varialilexpliqwee

(11) Coefficient de variatiom00x (9)/(10)

(12) Coefficient de éterminationfz?

Tukey’'s Studentized Range (HSD)

Alpha= 0.05 df= 116 MSE= 484.3745

Minimum Significant Difference= 14.813

Means with the same letter are not significantly different.

Tukey Grouping Mean N PUB

A 51.030 30 4
A

B A 39.647 30 2

B A

B A 37.239 30 1

B

B 34.951 30 3
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CONSOM
70
60 7
50 3
40 3
30 3
20
10

l T T T T T T T T T l T T T T T T T T T l T T T T T T T T T l T T T T T T T T T l

1 2 3 4 5

REGI ON
PUB *—o—o & | &6 ) 999 3 —— 4

FiG. 3.2 — Profil moyen et profils de la consommation moyenne de cha&gienren fonction du type de
campagne.

Test non-paramétrique

Wilcoxon Scores (Rank Sums) for Variable CONSOM
Classified by Variable PUB

Sum of Expected Std Dev Mean
PUB N Scores Under HO Under HO Score
1 30 1675.00000 1815.0 164.999427 55.8333333
2 30 1781.50000 1815.0 164.999427 59.3833333
3 30 1562.50000 1815.0 164.999427 52.0833333
4 30 2241.00000 1815.0 164.999427 74.7000000

Kruskal-Wallis Test (Chi-Square Approximation)
CHISQ = 7.3266 DF = 3 Prob > CHISQ = 0.0622

6.3 Modelea deux facteurs

Uneétude graphique palable des interactions est toujours instructive :

proc means data=sasuser.milkcc mean stderr;
class pub region;

var consom;

output out=cellmoy mean=moycons;
run;

symbol i=join v=dot cv=black ;
symbol2 i=join v=% cv=black h=2;
symbol3 i=join v="" cv=black h=2;
symbol4 i=join v=# cv=black h=2;
symbol5 i=join v=$ cv=black h=2;%%
proc gplot data=cellmoy;

plot moycons*region=pub;

run;

goptions reset=all; quit;

Nous sommes dans le caguilepete, la proédure SAS/ANOVA reste valide mais SAS/GLM, pluiagrale,
est utili€e et fournit dans ce cas le€mes ésultats. Cette prédure adaje aux situations complexes
fournit également d’autres options (contrastes, estimation des paesn ).

title;

options pagesize=66 linesize=110 nonumber nodate;
proc glm data=sasuser.milkcc;

class pub region;
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model consom= pub region pub*region;

run;

General Linear Models Procedure

©)

Source DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > F
Model 19 18391.10933333 967.95312281  2.28 0.0045
Error 100 42382.01513333 423.82015133
Corrected Total 119 60773.12446667

R-Square C.V. Root MSE CONSOM Mean

0.302619 50.56134 20.58689271 40.71666667
Source DF Type 1l SS Mean Square F Value Pr > F

€y () (6) @)

PUB 3 4585.68048667(2) 1528.56016222  3.61 0.0160
REGION 4 4867.51141667(3) 1216.87785417  2.87 0.0268
PUB*REGION 12 8937.91743000(4) 744.82645250 1.76 0.0658

(0) Tableau assogiau test global de nulétde tous les paragtres.
(1) Deges de liber pour le calcul des moyennes étection de la loi de Fisher.

(2) ssi
(3) SS2
@) SssI

(5) SS1,2,I/IDF
(6) StatistiqueF' pour chacun des tests
(7)  P(fpm—p—1 > F); H, estrejebe au niveaw Si P < «

6.4 Analyse de covariance

La variable “taille” est quantitative. On s’iatesse differents modles de &gression visari expliquer
la consommation en fonction de la taille de la famille conditionnellement au type de campagne publicitaire.

proc glm data=sasuser.milk;

class pub;

model consom=pub taille pub*taille;
run;

Les resultats ci-dessous conduirai@rdonclurea une forte influence de la taille maigabsence d'influence
du type de campagne. Les droites @gression ne semblent pas significativemenédkfiites.

Source DF  Type Il SS Mean Square F Value Pr>F
PUB 3 227.1807 75.7269 0.57 0.6377 (1)
TAILLE 1 40926.0157 40926.0157 306.57 0.0001 (2)
TAILLE*PUB 3 309.8451 103.2817 0.77 0.5111 (3)

(1) Testde la significativit des diferences des termes constants.
(2) Testde I'influence du facteur quantitatif.
(3) Testde la significativit des diferences des pentes (interaction).

Néanmoins, compte tenu dessultats pecedents (analyse de variance), I€me calcul est effecéu
pour chaqueégion :

proc glm data=sasuser.milk;
by region;
class pub;
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model consom=pub taille pub*taille;

run;
Region  Source DF Type Il SS  Mean Square F Value Pr > F
PUB 3 72.02974 24.00991 4.62 0.0164
1 TAILLE 1 7178.32142 7178.32142 1380.25 0.0001
TAILLE*PUB 3 217.37048 72.45683 13.93 0.0001
PUB 3 231.73422 77.24474 30.36 0.0001
2 TAILLE 1 8655.25201 8655.25201 3402.34 0.0001
TAILLE*PUB 3 50.15069 16.71690 6.57 0.0042
PUB 3 79.54688 26.51563 6.01 0.0061
3 TAILLE 1 6993.30160 6993.30160 1585.35 0.0001
TAILLE*PUB 3 173.19305 57.73102 13.09 0.0001
PUB 3 415.66664 138.55555 15.23 0.0001
4 TAILLE 1 9743.37830 9743.37830 1071.32 0.0001
TAILLE*PUB 3 361.39556 120.46519 13.25 0.0001
PUB 3 15.35494 5.11831 0.79 0.5168
5 TAILLE 1 8513.28516 8513.28516 1314.71 0.0001
TAILLE*PUB 3 52.75119 17.58373 2.72 0.0793

Il apparat alors qua l'intérieur de chaqueégion (sauf &gion 5), les campagnes de pubkcint un
effet tant sur la constante que sur la pente.

Ceci incite dona se néfier desnteractionset encouraga toujours conserver le facteur bloc dans une
analyse. Une approche coraf#, consiéranta priori toutes les variables (3 facteurs), est iecassaire (cf.
TP).

7 Exercices
Exo 1

On se place dans le cadre du reteld’analyse de varian@eun facteur :
Yij = Ms +&i5 1=1,n5;75=1,J.

On se propose de comparer &gression de la variablé sur deux sysimes d'indicatrices; des modalis
engendrant le Bme espace. On rappelle les formules d'inversion par bloc d’'une matriéedart = B :
i By =[A;1 — ApAL Ay = A F AT A By Ay AT
i. Bz = —Aj'A1a[As — A A AR = —A'A1pBy
iil. Bap = —Ay Aoi[A1; — A1sAy Ay = AL Ay By
iV. Boo = [Ags — At AT A = A + AR A B ApASY
Pour chacun des deux melds de &gression ci-dessous :

y = fili+--+p6;15+u (3.1)
y = Bol+51Li+--+F511;-1+u (3.2)

exprimer les matriceX, X’X, (X’X)~! assodges ainsi que le vectebrdes estimations des paratres.
Exo 2

Consicerons le modleéquilibré d’analyse de varian@edeux facteurs :

J 1,...,J;
Yijk = Mjk + E€ijk OU k= 1,...,K;
i = 1,...,n5 =c;

Lese;;, sont supposs mutuellement irgpendants et de@me distributionV'(0, o2).
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i. Montrer la cecomposition des sommes de €T SST=SS1+SS2+SSI+SSE.

ii. Exprimer E[7%,], E[77 ], E[77%,], E[y> ] en fonction des?, J, K et des paratresys, ., fi.k, fijk
(calculer d’abord les moyennes puis les variances).

iii. En déduire que

J
E[SS1] = o*(J—1)+cK Y (1) —
K
E[SS2] = UQ(Kfl)JrCJZ(u.ka)Q
B J K
B[SST] = o*(J=1)(K=1)+¢> > (k= pj. — pr + )’
j=1k=1
E[SSE] = o*JK(c—1)

Exo 3

Un agronome a mesé@ite rendement d’une culture de haricots en fonction de deux eagactla va@te
de I'esgece (5 niveaux), et un traitement (3 niveaux). Il obtient 15 observationgeardpns le tableau ci-
dessous.

A B C D E
T1|175 20.0 180 17.0 165
T2 | 151 16.0 13.0 12.0 145
T3 | 10.0 13.0 100 11.0 120

Il consickre comme mogle de éference un mogle gaussien.

i. Qu’'obtiendrait-il en ajustant un metk a 2 facteurs avec interactions sur ces dmm(valeurs es-
timées, estimation de, résidus) ? Est-il possible de tester I&@gence d’interaction ?

ii. 1l veut estimer le modlea deux facteurs sans interaction avec SAS. Quellegohae doit-il utiliser,
anova ouglm ?
ii. La procdureglm lui fournit les esultats suivant :

General Linear Models Procedure
Dependent Variable: RENDMNT

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Pr>F
Model 6 125.74400000 20.95733333 20.63 0.0002
Error 8 8.12533333 1.01566667
Corrected Total 14 133.86933333

R-Square C.V. Root MSE RENDMNT Mean

0.939304 7.011616 1.0078029 14.373333
Source DF Type Il SS Mean Square F Value Pr > F
TRAIT 2 109.38133333 54.69066667 53.85 0.0001
VARIET 4 16.36266667 4.09066667 4.03 0.0445

Quelles onclusions tirer sur I'effet des facteurs ?

iv. Le test de Bonferroni de comparaison multiple sur lesé#esipuis sur les traitements donnent les
résultats ci-dessous :

Bon Grouping Mean N TRAIT
A 17.8000 5 T1
B 14.1200 5 T2
C 11.2000 5 T3
Bon Grouping Mean N VARIET
A 16.3333 3 B

A
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A 14.3333 3 E
A
A 14.2000 3 A
A
A 13.6667 3 C
A
A 13.3333 3 D

Que peut-il conclure ? Est-ce catent avec lesasultats pecedents ?

Exo4

El Ringo actete du ca& vert dans le monde entier avant de le &6iar puis de le redistribuer. Son
probleme est de @voir laperte de poidsluea la toréfaction. Cette perte, qui peut atteindre 20%, condi-
tionne directement sa margéngficiaire, elle doigtre estinde le plus peciement possible au moment de
I'achat afin de pouvoir @gocier le prix au plus juste. Son nezgéndaire lors de la td@faction, est innef-
ficace sur du c& vert. El Ringo fait I'acquisition d’'un chromatographe qui peut lui fournir rapidement 5
indicateurs nurériquesa partir d’'unéchantillon. Il alise alors 189 exgiences sur deschantillons de
diverses provenances et construit un tableau contenant pour chaluartillon les mesures chromatogra-
phiques sur le céfvert (umin, xa, xb xy xgn ) et laperte de poids apzs toréfaction. L'objectif
est de construire un bon mele de pediction.

i. Gracea son tableur il tente d’expliquer [@erte par la variabldumin et obtient les &sultats ci-
dessous. Critiquez ceux-ci.

mockle perte=lumin

Model 1 837.16554 837.16554 581.768 0.0001
Error 187 269.09343 1.43900
C Total 188  1106.25897
Root MSE 1.19958 R-square 0.7568
Dep Mean 16.54958 Adj R-sq 0.7555
C.v. 7.24843
PEREE 4
3
22 5
20 1
18 0
16 iz
14 -1 .
2 -
3

10 20 30 40 50 8 1012 14 16 18 20 22
LUMI N PERTE predicted values

Régression de Iperte en fonction déumin et graphe desésidus

ii. Son voisin physicien lui conseille une autre analyse, utilisant une vaiTaihein , qui fournit les
résultats suivants. Quelle est cette varialllemin ? Que devient le made ? Ce choix est-il fruc-
tueux ?

mockle perte=Tlumin

Model 1 893.41575 893.41575 784.938 0.0001
Error 187 212.84322 1.13820
C Total 188  1106.25897

Root MSE 1.06686 R-square 0.8076

Dep Mean 16.54958 Adj R-sq 0.8066

C.v. 6.44647
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PERTE
24
22

| | | | | | | |
0.024 0.067 10 12 14 16 18 20 22
t(lumin) PERTE predicted values

Réegression de Iperte en fonction dé(lumin) et graphe desésidus

ii. Le biologiste de I'entreprise recommande, compte tenu des enjeux finardenses, d'investir dans
le logiciel TASS. Il sug@re d’introduire toutes les variables initiales et certaines tran&fesrpar la
méme fonctionT', dans un moéle de egression multiple et de ne retenir que le “meilleur”. Que
contient le tableau ci-dessous ? Quel @lecconseilleriez vous ?

The TASS System
modele perte=Tlumin lumin Txgn xgn Txy xy xa xb
R-square Adj C(p) BIC Variables in Model
In Rsq
1 0.876661 0.876001 63.9928 -56.6606 XA
1 0.820516 0.819556 177.3 12.9508 XB

2 0.892518 0.891362 33.9808 -80.3970 XA XGN
2 0.889934 0.888750 39.1974 -76.0409 XA XY

3 0.902013 0.900424 16.8117 -95.4315 LUMIN XA XB
3 0.899415 0.897784 22.0572 -90.6881 XA XGN TXGN

4 0.905612 0.903560 11.5466 -100.2 LUMIN XA XB TXGN
4 0.904280 0.902200 14.2352 -97.7154 LUMIN TLUMIN XA XB

5 0.910376 0.907927 3.9302 -107.4 LUMIN XA XB XY TXGN
5 0.907249 0.904715 10.2426 -101.3 LUMIN XA XB XGN TXGN

6 0.910557 0.907608 55647  -105.7 LUMIN XA XB XY TXY TXGN
6 0.910462 0.907510 5.7560  -105.5 LUMIN XA XB XY XGN TXGN

7 0.910732 0.907279 7.2117  -103.9 LUMIN TLUMIN XA XB XY TXY TXGN
7 0.910557 0.907098 7.5637  -103.6 LUMIN XA XB XY TXY XGN TXGN

8 0.910837 0.906874  9.0000  -102.0 LUMIN TLUMIN XA XB XY TXY XGN TXGN

iv. Un collegue du service financier remarque que le e@de tient pas compte de I'origine (Arabie,
Afrique, Amérique. ..) du cd& vert alors que celle-ci est connue. Cette origine estede 1a 7 dans
une variable nomgéecafe . Quelle néthode, quelle stragie proposeriez vous afin de rechercher un
éventuel meilleur mogle de pevision ? (5 lignes max).

v. La procdure de slection adopite passe par létapes ci-dessous dont chacune éstinge par un
tableau de @composition de la variance. Pour chacune de ces @étaises, indiquer le mede a
essayer dansétape suivante.
modele perte= cafe Tlumin lumin Txgn xgn Txy Xy xa xb

Type Il Tests
Source DF Sum of Squares Mean Square F Stat Prob > F
CAFE 5 1.8525 0.3705 1.2789 0.2771
LUMIN 1 0.0284 0.0284 0.0981 0.7546
XA 1 0.0070 0.0070 0.0242 0.8765
XB 1 0.1649 0.1649 0.5692 0.4520
XY 1 0.1286 0.1286 0.4439 0.5065
XGN 1 0.1380 0.1380 0.4764 0.4913
TLUMIN 1 0.1880 0.1880 0.6489 0.4220
TXY 1 0.1845 0.1845 0.6367 0.4264
TXGN 1 0.0071 0.0071 0.0245 0.8758
LUMIN*CAFE 6 2.8909 0.4818 1.6631 0.1354
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XA*CAFE 6 2.8391 0.4732 1.6333 0.1432
XB*CAFE 6 4.1561 0.6927 2.3910 0.0320
XY*CAFE 6 3.6205 0.6034 2.0829 0.0597
XGN*CAFE 6 2.4229 0.4038 1.3939 0.2221
TLUMIN*CAFE 4 1.2644 0.3161 1.0911 0.3639
TXY*CAFE 5 2.1247 0.4249 1.4668 0.2053
TXGN*CAFE 6 2.4673 0.4112 1.4194 0.2122
Type Il Tests
Source DF Sum of Squares Mean Square F Stat Prob > F
CAFE 6 1.3293 0.2216 0.7696 0.5951
LUMIN 1 0.0069 0.0069 0.0240 0.8772
XA 1 0.0016 0.0016 0.0056 0.9402
XB 1 0.2542 0.2542 0.8830 0.3490
XY 1 0.2079 0.2079 0.7220 0.3970
XGN 1 0.1889 0.1889 0.6563 0.4193
TLUMIN 1 2.7040 2.7040 9.3920 0.0026
XY 1 0.7597 0.7597 2.6388 0.1066
TXGN 1 0.0801 0.0801 0.2781 0.5988
XA*CAFE 6 4.9587 0.8265 2.8706 0.0115
XB*CAFE 6 5.5532 0.9255 3.2147 0.0055
XY*CAFE 6 3.6637 0.6106 2.1209 0.0547
XGN*CAFE 6 3.1080 0.5180 1.7992 0.1036
TXY*CAFE 6 3.0950 0.5158 1.7917 0.1051
TXGN*CAFE 6 3.2415 0.5402 1.8765 0.0890
Type 1l Tests
Source DF Sum of Squares Mean Square F Stat Prob > F
XA 1 3.1569 3.1569 9.7080 0.0022
XY 1 7.1315 7.1315 21.9306 0.0001
TLUMIN 1 8.1339 8.1339 25.0131 0.0001
XY 1 1.1789 1.1789 3.6254 0.0586
TXGN 1 1.0512 1.0512 3.2327 0.0740
XA*CAFE 6 3.9667 0.6611 2.0331 0.0640
TXGN*CAFE 6 4.9245 0.8208 2.5239 0.0231
Type Il Tests
Source DF Sum of Squares Mean Square F Stat Prob > F
CAFE 6 57.6901 9.6150 27.18 0.0001
TLUMIN 1 36.8761 36.8761 104.26 0.0001
XA 1 10.9798 10.9798 31.04 0.0001
XY 1 7.1634 7.1634 20.25 0.0001
TXGN 1 5.0804 5.0804 14.36 0.0002

vi. Commenter la structure du mel@ obtenu, discuter I'effet de la varialiafe (5 lignes max).

vii. Le dernier moéle conduit aux estimations ci-dessous. Pour les valeurs @ssesuivantes :
caf =2 lumin=38.52 xa=11.57 xb=29.22 xy=10.38 xgn=8.05 ,
calculer la pevision de perte.
Parameter Estimates

Variable CAFE DF Estimate Std Error T Stat
INTERCEPT 1 -29.2777 6.0301 -4.8552
CAFE 1 1 -3.7673 0.4022 -9.3676
2 1 0.5179 0.1951 2.6547
3 1 -2.9310 0.3302 -8.8766
4 1 -2.9151 0.3253 -8.9604
5 1 -1.6011 0.2474 -6.4721
6 1 -0.8837 0.2423 -3.6473
7 0 0.0000 . .
TLUMIN 1 783.8576 76.7671 10.2109
XA 1 1.5281 0.2743 55717
XY 1 0.4947 0.1099 4.5004
TXGN 1 -11.2462 2.9673 -3.7900

viii. La procédureTMLGde TASS ne fournit pas, comme dans la question & Jele Mallows. En re-
vanche elle fournit le “PRESS”. Commenter |ésultats ci-dessous (5 lignes).

Variables R™2 PRESS

lumin  xa xb xy txgn 0.910376 105.2029
cafe lumin xa xb xy txgn 0.919257 99.7226
cafe tlumin xa xb txgn 0.942234 72.4155
cafe tlumin xa Xy txgn 0.943091 71.2120

cafe tlumin xa xb xy txgn 0.943364 71.5279



Chapitre 4

Modeles de @nombrement

Les moales acrits dans ce chapitre s'&ressent plus particéliement la description ou I'explication
d’observations constiéis d’effectifs comme, par exemple, le nombre de ésctune variable de Bernouilli
lors d'une €quence d’essais ou encore le nombre d'individus qui prennent une combinaisd@e dknn
modali€s de variables qualitatives ou niveaux de facteurs.

Contrairement aux mades des chapitres @edents bass sur I'hypotkse de normakt des observa-
tions, les lois concedes sont maintenant digtes et assoeesa des @nombrements : loi de Poisson,
binomiale, multinomiale. Banmoins, tous les meétks considrés dans ce cours appartiennana famille
desmockles lirtaires gréralises Dans ce chapitre, nougfinissons le contexte pratique derégression
logistiqueet dumockle log-lincaire tandis que les aspects communses deux techniques, (estimation,
tests, diagnostic) et dont la stegie de mise en ceuvre est similaire au cas gaussien, stailés dans
l'introduction au moéle linéaire grérali€ pesenge dans le chapitre suivant. Une preraisection éfinit
guelgues notions relatived’étude de la liaison entre variables qualitatives. Elles sont courammeréesilis
dans l'interpétation des magles de ce chapitre.

1 Odds et odds ratio

Une variable
Soit Y une variable qualitativé J modali&s. On @signe la chance oipdds! de voir se ealiser la
jeme modalié plubt que lakeme par le rapport
T
Q=2

Tk

ol 7, est la probabil# d’apparition de lgéme modali&. Cette quant est estirae par le rapport,; /ny,
des effectifs obsebs sur unéchantillon. Lorsque la variable est binaire et suit une loi de Bernouilli de
paranetrer, I'odds est le rapport /(1 — ) qui exprime une cote ou chance de gain.

Table de contingence

On consigre maintenant une table de contingefce 2 croisant deux variables qualitatives binaires
X' etX?2 les parargtres de la loi conjointe se mettent dans une matrice :

i1 T12
21 T22
oum;; = P[{X! =i} et{X? = j}] est la probabili& d’occurence de chaque combinaison.
e Danslaligne 1, 'odds que la colonne 1 soit prise ptujue la colonne 2 est :

11
O =—.
12

1|l nexiste pas, @me en Qabécois, de traduction consensuelle de “odds”.

57
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e Dans laligne 2, I'odds que la colonne 1 soit prise pljue la colonne 2 est :

Q= 2L
22
On appelle odds ratio le rapport
o— & _ 7T117T22.
Qo miam

Ce rapport prend la valeur 1 si les variables sonépehdantes, il est sapeura 1 si les sujets de la ligne
1 ont plus de chances de prendre la pimicolonne que les sujets de la ligne 2 egfiigura 1 sinon.

L'odds ratio esegalement éfini pour deux lignesa, b) et deux colonneg:, d) quelconques d’une table
de contingence croisant deux variabdes et K modali€s. L'odds ratio est le rapport

Q T L, . . ~ NgeM
Ouped = =2 = ~2¢7%  esting par 'odds ratio empirique O peq = —222.
Dy TadThe NadNbe

2 Reégression logistique

2.1 Type de donrees

Cette section &crit la moctlisation d'une variable qualitativé a 2 modaliés : 1 ou 0, suds ouéchec,
présence ou absence de maladie, panne&duipement, faillite d’'une entreprise, bon ou mauvais client... ..
Les moakles de egression frcedents adapsa I'explication d'une variable quantitative ne s’appliquent
plus directement car l&gresseur liaaire usueK 3 ne prend pas des valeurs simplement binaires. L'objectif
est adaft a cette situation en cherchanexpliquer les probabifis

mr=P(Z=1) ou 1—m=P(Z=0),

ou plu6t une transformation de celles-ci, par I'observation conjointe des variables explicatives &5t
en effet de faire intervenir une fonctioaelle monotong opérant def0, 1] dans R et donc de chercher un
mockle lingaire de la forme :

g9(m;) = x; .
Il existe de nombreuses fonctions, dont le graplés@nte une forme sigriaale et qui sont candidates
pour remplir ce dle, trois sont pratiguement disponibles dans les logiciels :

probit : g est alors la fonction inverse de la fonction é@partition d’'une loi normale, mais son expression
n'est pas explicite.

log-log avecg définie par

mais cette fonction est dissytrique.
logit est ckfinie par

X

avec ¢ !(x) ¢

g(m) = logit(m) = In T =17 e

Plusieurs raisons, tantébriques que pratiques, fongferer cette dergire solution. Le rapport/(1 —
), qui exprime une “cote”, estdddset larégression logistiqua’interpete donc comme la recherche
d’'une moctlisation lireaire du “log odds” tandis que les coefficients de certainsatesdexpriment des
“odds ratio” c’esta-dire I'influence d’un facteur qualitatif sur le risque (ou la chance) &ahec (d'un
suces) deZ.

Cette section se limita la description de I'usaggémentaire de la&gression logistique. Des conéphents
concernant I'explication d’'une variable qualitative ordinale (plusieurs médaJifintervention de variables
explicatives avec effet ahtoire, I'utilisation de mesuregpetees donc épendantes, soatrechercher dans
la bibliographie.
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2.2 Modele binomial

On consi@re, poui = 1,..., I, differentes valeufixéesz}, . . ., 27 des variables explicatives’, . .., X1.
Ces derrgéres pouvanétre des variables quantitatives ou encore des variables qualitativesa-cliestees
facteurs issus d’une planification égmentale.

Pour chaque groupe, c’eateire pour chacune des combinaisons de valeurs ou facteursaliser.;
observationsi{ = Zle n;) de la variableZ qui se mettent sous la forme/n4, . ..,y /ny oly; désigne le
nombre de “sudes” obserés lors des; essais. On suppose que toutes les observations sépendantes
et qua l'intérieur d’un néme groupe, la probabiéitr; de sucées est constante. Alors, la variablgsachant
n; et d'esgeranceE (Y;) = n,;m; suit une loibinomialeB(n;, ;) dont la fonction de dengts®&crit :

ng

Yi

Py =) = (1)1 =

On suppose que le vecteur des fonctilmgst des probabiliésr; appartient au sous-espace et , ..., X9}
engende par les variables explicatives :
logit(m;)) =x/3 i=1,...,1

K3

ce qui sécrit encore
exiP

T 14 exiP =1

T, IEEEE) 1.
Le vecteur des paragires est estilmpar maximisation de la log-vraisemblance. Il n'y a pas de solution

analytique, celle-ci est obtenue par deéthodes nui@riques ieratives (par exemple Newton Raphson)

dont certaines revienneatiterer des estimations de nilds de égression par moindres casrgrérali€s

avec des poids et desatniques adagtsa chaque #ration.

L'optimisation fournit une estimatioh de3, il est alors facile d’en @duire les estimations ougrisions
des probabiligs; :
ex;b
i

"1 + exiP

et ainsi celles des effectifs
gi = nﬁv

Remarques

i. La matriceX issue de la planification egpimentale est construite avec legmmes egles que celles
utilisées dans le cadre de I'analyse de covariance mixant variables explicatives quantitatives et quali-
tatives. Ainsi, les logiciels &ent avec plus ou moins de ckte choix des variables indicatrices et
donc des paragtires estimables ou contrastes assCi

ii. La situation é&crite pecddemment corresporall'observation de doréesgroupees Dans de nom-
breuses situations corites et souventas qu'il y a des variables explicatives quantitatives, les obser-
vationsx; sont toutes distinctes. Ceci revient danfixern; = 1;¢ = 1,...,I dans les expressions
préccdentes et la loi de Bernouilli remplace la loi binomiale. Certainéthodes ne sont alors plus
applicables et les comportements asymptotiques des distributions des statistiques de test ne sont plus
valides, le nombre de paratnes tendant vers l'infini.

3 Modele log-lineaire

3.1 Types de donges

Les doniees se prsentent gréralement sous la forme d’'une table de contingence obtenue par le croi-
sement de plusieurs variables qualitatives et dont chaque cellule contient un effectif o@quenéred
mockliser. Nous nous limiterons I'étude d’une tabl&€lémentaire en laissant dété des structures plus
complexes, par exemple lorsque désas structurels, des iB@endances conditionnelles, des pregs de
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symétrie ou quasi-sy#trie, une table creuse, sanprendre en compte. D’autre part, sous sa forme la plus
gérerale, le modle peut inégrerégalement des variables quantitatives.

Ce type de situation se retrouve en analyse des correspondances simple ou multiple mais ici, I'objectif
est d'expliquer ou de madiser les effectifs en fonction des modatitprises par les variables qualitatives.
L'objectif final pouvantétre explicatif : tester une structure deegendance particére, ouprédictif avec
choix d’'un mogkle parcimonieux.

3.2 Distributions

On consi@re la table de contingence coraa constitéea partir de I'observation des variables qualita-
tives X', X2,..., X? sur unéchantillon de: individus. Les effectif{y,.. ;7 = 1,J;k = 1, K;...;l =
1, L} de chaque cellule sont raegidans un vectegraI(I = J x K x --- x L) composantes. Difirentes
hypotteses sur les distributions sont coréseks en fonction du contexte égmental.

Poisson

Le moctle le plus simple consistesupposer que les variables obgask’; suivent des lois de Poisson
indépendantes de paraétrey; = E(Y;). La distribution conjointe admet alors pour de@sit

teT M

I Y
fom =11 71114, :
i=1 v

La sommeN (N = y;, = ). y;) desI variables &atoires de Poisson iagendantes eggalement une
variable de Poisson de paratrej.; = >, ;.

Multinomiale

En pratique, le nombre total d’'observations est souvent &xa priori par I'ex@rimentateur et ceci
induit une contrainte sur la somme dgsLa distribution conjointe des variabl&s est alors conditionee
parn et la densk devient :

I Yio—1i n o~ H4
wie ute
foym =11+ / R
=1

y;! n!

Commey?t =37, p¥' ete™+ = [[; e, en posant; = £=, on obtient :

I
avec Zm =let0<m<1lyi=1,1I.

i=1

T

Yi
[
;!

I
fym) =n]]
=1

On verifie donc quef(y, i) est la fonction de densitd’'une loi multinomiale dans laquelle les pakgtnes
m; mocelisent les probabilés d’occurrence assé@asa chaque cellule. Dans ce cdgY;) = n;.

Produit de multinomiales

Dans d'autres circonstances, des effectifs marginaux lignes, colonnes ou sous-tables ghea@galement
fixés par I'ex@rimentateur comme dans le cas d'un sondage sirafiéla correspond au cas one ou plu-
sieurs variables sont cobtees et ont donc urble explicatif; leurs modaliés sont connues priori. Les
lois de chacun des so@ements de la table, conditioges par I'effectif marginal correspondant sont mul-
tinomiales. La loi conjointe de I'ensemble est alors un produit de multinomiales.

Congquence

Trois mockles de distribution : Poisson, multinomial, produit de multinomiales, sont envisageables pour
mockliserY; en fonction des conditions e&ggmentales. D’'un point de vueéhbrique, on montre que ces
mockles conduisent aux@&mes estimations des paratmes par maximum de vraisemblance. La&tihce
introduite par le conditionnement intervient par une contrainte qui imposésapce de certains paraires
dans le modle, ceux reconstruisant les marge&és.
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3.3 Modelesa 2 variables

Soit une table de contingend¢d x K) issue du croisement de deux variables qualitati¥ésa .J
modaligs etX? a K modaliés et dont I'effectif totah est fixé. La loi conjointe des effectifs;,, de chaque
cellule est une loi multinomiale de paratrer;;, et d’esg@rance :

E(Y'Jk) = NTjk.
Par cfinition, les variables(! et X2 sontindépendantesi et seulement si :
Tjk = T+kTj+

ol ;4 (resp.rx) désigne la loi marginale d&* (resp.X?):

K J
Tj = E T €t myp = E k-
k=1 j=1

Sil'indépendance n’est pagnfieée, on peut dcomposer :

Tk

E(Yjr) = nmji = N4k :
Ti+T 4k

Notonsn;; = In(E(Yjx)). Lintervention de la fonction logarithme permet dedariser la @composition
précdente autour du “made d'independance” :

njk =Inn+Inm;j; +Inmyy +In (W) '
Tj+T+k

Ce moatle est disatuie car, pesentant autant de paratres que de dorees, il explique exactement celles-
ci. L'indépendance esgvifiee si le dernier terme de cette expression, exprimant é@perdlance ou inter-
action comme dans le mébk d’analyse de variance, est nul pour tout colplé).

Les logiciels mettent en place d’autres pagansations en faisant appitre des effets diffrentiels, soit
par rapporta une moyenne, soit par rapparta dernére modalié.

Dans le premier cas, en posant :

AR
fo = EZZW«:U..,

j=1k=1
1 K
B = D mk =
k=1
1 J
B = 5 mik—n.=nk—n.,
j=1
= Mk — M. — kL,

avec les relations :
J K J K
Vi vk > B =Y B=> 8= Z i =
j=1 k=1 j=1 k=1
le mockle satug secrit :
In(E(Yj)) = nk = Bo + B} + Br +
Il se met sous la forme matricielle
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ou X est la matrice ex@rimentale (design matrix) contenant les indicatrices. Ejmehdance est obtenue
lorsque tous les termes d’interactiﬁ;ﬁ sont nuls.

La deuxime pararatrisation consiére la &composition :

Tk TiK TikTJK

Tik = TJK
TIK TJK TIETK
En posant :
GBo = Inn+Inmyg,
ﬂjl = 11171']'[(7111’/'[][(7
ﬂi = In7my —Innmyg,
]1]3 = lnﬂjk—lnij—lnﬁjk—l—lanK,

avec les rdBmes relations entre les parames. Le moédle se met encore sous la forme :
n=Xp
et se ramnea I'indépendance si tous les paratmes ]1,3 sont nuls.
Si I'hypothese d'inépendance esgvifiee, on peut encore analyser les effets principaux :
S 1
si,Vj,B; =0 alors, mj, =y = Tk
Il'y a équiprobabilié des modaléés deX!. Méme chose avek? si les termegs? sont tous nuls.

Les parardtres du moéle log-lintaire sont estigs en maximisant la log-vraisemblance dont I'explici-
tation est repoée au chapitre suivant comme cas particulier deatelihéaire grérali€. Pour les mogles
simples, les estimations soréduites des effectifs marginaux mais comn#s due le mogle est plus com-
pliqué, des rethodes &ratives sont@cessaires, elles sont systatiquement mises en ceuvre.

3.4 Modelea trois variables

On consi@ére une table de contingencéx K x L) obtenue par croisement de trois variables qualitatives
X', X2 X3. La céfinition des paragtres est conduite de mané analogue au cas de deux variables en
faisant appai#re des effets principaux et des interactions. Le éledatue se met sous la forme :

(E(Yji)) = njs = o + B + B + 67 + Bji + B} + B + Bjit
et peut aussi est @sené sous forme matricielle.

Nous allons expliciter les sous-milds obtenus par nulétde certains paragtres et qui correspondeit
des structures particelies d'inépendance. Une fagon classique de nommer lesfasdonsista ne citer
gue les interactions retenues les plus complexes. Les autres, ainsi que les effets principaux, sont contenues
de par la structure Brarchique du magle. Ainsi, le moeéle satué est @sigré par(X' X2X?3) correspon-
danta la syntaxeX1|X2|X3 de SAS.

Cas poissonnien ou multinomial

Seul le nombre total d’observatiomsest fixe dans le cas multinomial, ceci impose simplement la
présence dg, dans le modle.

i. Modele partiel d’association ou de tout interaction d’ordrg X* X2, X2X?3 X1 X3)

Les termesG;;} sont tous nuls, seules les interactions d'ordre 2 soesgntes. C'est le méte
implicitement consiéré par I'analyse multiple des correspondances &t :

nik = Bo+ B} + Bi + B + Bji + Bji + Bii-

ii. Indépendance conditionnellé X X2, X1 X3)
Si, en plus, I'un des termes d’interaction est nul, par exerfiple= 0 pour tout coupl€k, ), on dit
gue X? et X3 sont incépendantes conditionnellemenk ! et le moale devient :

ik = Bo + B} + B + B + Bji + Bji -
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iii. Variable independante (X!, X2X3)
Si deux termes d'interaction sont nul§;; 3, = 0 pour tout triplet(j, k, 1), alorsX ' est incépendante
de X2 et X3,
nik = Bo + B} + B + B + Bi-
iv. Indépendance (X, X2, X?)
Tous les termes d'interaction sont nuls :

ik = Bo + B} + B + B}
et les variables sont mutuellement @mndantes.

Produit de multinomiales

¢ Siune variable est explicative, par exemplé, ses marges sont éies, le modle doit recessairement
conserver les paragtres
nik = o+ B + -
¢ Sideux variables sont explicatives, par exemiifeet X3, le mockle doit conserver les termes :

nik = Bo+ Br + B + B+

La géréralisatiora plus de trois variables ne pose pas de gnolg tieorique. Les difficuts viennent de
I'explosion combinatoire du nombre de termes d’interaction et de la compldad structures d’irgghendance.
D’autre part, si le nombre de variables est grand, on est souvent can&rates tables de contingence
creuses (beaucoup de cellules vides) qui rendéfd#ilthnt le mole log-lintaire. Unectude exploratoire
(correspondances multiples par exemplégtaible est @cessaire afin deduire le nombre des variables
consicerées et celui de leurs modalit.

4 Choix de mockle

4.1 Recherche pas pas

Principalement deux cites (test du rapport de vraisemblance et test de Wadd)jtdl dans le cha-
pitre suivant pour un cadre plugiggral, sont utili€s. Ces créres sont utiliss comme le test de Fisher du
mockle lingaire gaussien. lls permettent de comparer ungigoavec un sous-metk et dévaluer l'inérét
de la pésence des termes coraplentaires. On suit ainsi une ségie descendangepartir du moéle com-
plet ou satue dans le cas du métk log-linaire. L'idee est de supprimer, un terrada fois, la composante
d’interaction ou l'effet principal qui appaitacomme le moins significatif au sens du rapport de vraisem-
blance ou du test de Wald. Les testégantent une structureénarchi€e. SAS facilite cette recherche en
produisant une &composition (Type 1lI) de ces indices permettant de comparer chacun des satlesnod
excluant un des termes avec le mtales incluant tous.

Attention du fait de I'utilisation d’'une transformation non &aire (logit), néme si des facteurs sont or-
thogonaux, aucune propgite d’orthogonalié ne peuétre prise en compte pouétude des hypo#ses. Ceci
impose Ielimination des termes un par un et &estimation du male. D’autre part, un terme principal
ne peutétre supprirgd que s'il n’intervient plus dans des termes d’interaction. Enfin, selon les conditions
expéerimentales qui peuvent fixer les marges d’une table de contingencésknge de certains paratres
est impog&e dans un mae log-lingaire.

4.2 \Validation croisee

Pour le cas de laggression logistique, d’autregmharches plus calculatoires sont mises en ceuvre pour
comparer oevaluer des magles. Disposant de degéchantillons : urechantillon d’apprentissage et un de
test, des mogles sont estis avec Echantillon d’apprentissage et compsau regard de leur performance
sur I'échantillon test.

Soit z; la valeur de la variable binaire pourdame observation.
sim; > 0.5 alors 2%, =1,
sinon z; =0.
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FIG. 4.1 — Nuage des modali deY” dans les coordoraes des variables explicatives.

Un individu est ditbien clasg si Z2; = z; et les moéles sont compésa l'aide de leur pourcentage de bien
clas®s sur [echantillon test.

Sile nombre d'observations disponibles est trop faible, on pelusiser cette@marche egliminant
unea une chaque observation pour construirechantillons d’apprentissages tandis que les observations
éliminées servent successivement de test.

5 Exemples

5.1 Modele binomial

Il'y a au moins 5 facons difirentes d’estimer unégression logistique avec SAS :

sas/logistic cette proédure n’est utilisable que lorsque toutes les variables explicatives sont quan-
titatives, elle inclut en option un algorithme de recherche de&iesdpar 8lection ascendante, des-
cendante ou paspas.

sas/catmod est adagiea toute moélisation impliquant des variables qualitatives (mledog-lirgaire,
logit, probit. . .) mais la paragtrisation mise en ceuvre rend lésultats difficilesa interpéter.

sas/genmod Cette proédure plus &cente est arrée avec la version 6.09. Elles est directement issue
des travaux sur le made lintaire grérali® (Mc Cullagh et Nelder 1983) et s'inscrit donc dans la
logique du logiciel GLIM pour la dfinition des modles.

sas/insight est, pour le moéle lintaire gréralig, une version interactive et graphiquesds/genmod .
Enfin, pour némoire, il existe de plus une optidmgit dans la proeduresas/probit . On se propose
de comparer lesssultats sur diffrents jeux de doraes.
Débitsx Volumes

On étudie l'influence du ébit et du volume d’air inspé sur I'occurence (cdek 1) de la dilatation des
vaisseaux sanguins superficiels des membrésiewrs.

Réference : Pregibon, D. (1981) Logistic regression diagnostics, Annals of Stat., 9, 705-724.

Un graphiqueelementaire ref@sentant les modadis deY” dans les coordor@es deX ! x X2 est toujours
instructif. Il montre une @paration raisonnable et de bon augure des deux nuages de points. Dans le cas
de nombreuses variables explicatives quantitatives, une analyse en composantes principales s'impose. Les
formes des nuages ré&senés, ainsi que I'allure des distributionst{dées pealablement), incitent dans
ce casa consi@rer par la suite les logarithmes des variables. Une variable (un) ne contenant que des “1”
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denombrant le nombre d’essais eétassaire dans la syntaxe genmod. Les doniees sont en effet non
groupees.
Programmes eésultats :

proc logistic data=sasuser.debvol,
model dilat=|_debit | _volume;

run;

proc genmod data=sasuser.debvol;
model dilat/un=I_debit |_volume/d=bin;
run;

The LOGISTIC Procedure

Intercept
Intercept and
Criterion Only Covariates Chi-Square for Covariates
AIC 56.040 35.216
SC 57.703 40.206 .
-2 LOG L 54.040 29.216(1) 24.824 with 2 DF (p=0.0001)
Score . . 16.635 with 2 DF (p=0.0002)
Parameter(2) Standard Wald(3) Pr > Standardized Odds
Variable DF Estimate Error  Chi-Square Chi-Square Estimate Ratio
INTERCPT 1 2.8782 1.3214 4.7443 0.0294 . .
L DEBIT 1 -4.5649 1.8384 6.1653 0.0130 -2.085068 0.010
L_VOLUME 1 -5.1796 1.8653 7.7105 0.0055 -1.535372 0.006
Association of Predicted Probabilities and Observed Responses(4)
Concordant = 93.7 Somers’ D = 0.874
Discordant = 6.3 Gamma = 0.874
Tied = 00 Tau-a = 0.448
(380 pairs) c = 0.937

Cette proédure fournit des critres de choix de mate dont la éviance (1), le vecteus des pararatres
(2) et les statistiques des tests (3) comparant leaigoekcluant un terme par rapport au ralscomplet tel
gu'il est cécrit dans la commande.

The GENMOD Procedure
Criteria For Assessing Goodness Of Fit

Criterion DF Value Value/DF
Deviance 36 29.2156 0.8115 (1)
Scaled Deviance 36 29.2156 0.8115 (2)
Pearson Chi-Square 36 34.2516 0.9514 (3)
Scaled Pearson X2 36 34.2516 0.9514
Log Likelihood . -14.6078 .

Analysis Of Parameter Estimates
Parameter DF Estimate (4) Std Err  ChiSquare (5) Pr>Chi

INTERCEPT 1 -2.8782 1.3214 4.7443 0.0294
L_DEBIT 1 4.5649 1.8384 6.1653 0.0130
L_VOLUME 1 5.1796 1.8653 7.7105 0.0055
SCALE (6) 0 1.0000 0.0000 . .

(1) Deéviance du moeéle par rapport au meéde satue.

(2) Deéviance ponédrée si le paramtre dechelle est diffrent de 1 en cas de sur-dispersion.
(3) Statistique de Pearson, voisine de éxidnce, comparant le mekk au moéle satue .

(4) Parardtres du modie.

(5) Statistique des tests comparant le gledexcluant un terme par rapport au raledcomplet.
(6) Estimation du paragire déchelle si la quasi-vraisemblance est ubdis

Survie de poissons

On observe le nombre (Y parmi N) déas de deux egtes de poissons en fonction de &lifintes
valeurs de la tenfirature de I'eau. Les doBas sont restructées afin de faire appdftee dans une autre
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table la variable dichotomique (suc) codant &b ou la survie ainsi que la variable (effet) exprimant le
nombre d'occurence de chaque situations. Ceftegutation est impés par la proedurecatmod .

proc catmod data=sasuser.poisson;

weight effect;

direct temp;

model suc=temp espece espece*temp;

run;

proc genmod data=sasuser.poissont;

class espece;

model y/n=temp espece espece*temp/ dist=bin;
run;

CATMOD PROCEDURE
MAXIMUM-LIKELIHOOD ANALYSIS-OF-VARIANCE TABLE

Source DF Chi-Square Prob
INTERCEPT 1 96.11 0.0000
TEMP 1 95.57 0.0000
ESPECE 1 0.02 0.8868
TEMP*ESPECE 1 0.38 0.5403

LIKELIHOOD RATIO 10 3.43 0.9694

ANALYSIS OF MAXIMUM-LIKELIHOOD ESTIMATES
Standard Chi-

Effect Parameter Estimate Error Square Prob

INTERCEPT 1 -12.0110 1.2251 96.11 0.0000
TEMP 2 0.4931 0.0504 95.57 0.0000
ESPECE 3 -0.1745 1.2251 0.02 0.8868
TEMP*ESPECE 4  -0.0309 0.0504 0.38 0.5403

GENMOD Procedure
Criteria For Assessing Goodness Of Fit

Criterion DF Value Value/DF

Deviance 10 3.4297 0.3430

Scaled Deviance 10 3.4297 0.3430

Pearson Chi-Square 10 3.2340 0.3234

Scaled Pearson X2 10 3.2340 0.3234

Log Likelihood . -117.8030

Analysis Of Parameter Estimates

Parameter DF Estimate Std Err  ChiSquare Pr>Chi
INTERCEPT 1 -11.8366 1.8606 40.4704 0.0001
TEMP 1 0.5240 0.0800 42.8793 0.0001
ESPECE 1 1 -0.3489 2.4503 0.0203 0.8868
ESPECE 2 0 0.0000 0.0000 . .
TEMP*ESPECE 1 1 -0.0618 0.1009 0.3750 0.5403
TEMP*ESPECE 2 0 0.0000 0.0000
SCALE 0 1.0000 0.0000

Les deux proédures produisent sur cet exemple lesnmes types deésultats : éviance par rapport au
mockle satue, cecomposition de la vraisemblance et tests sur ésgmce des termes dans le mled La
difféerence majeure appéralans la paraktrisation utili€e qui conditionne les valeurs des estimations.
Néanmoins les mates sont identiques. On peut s’en assurer en explicitant Ielmadur chaque egpe

de poisson. Poucatmod espece 1 et esgce 2 sont respectivement paitraes+1 et —1 tandis que
genmod utilise 1 et 0.

5.2 Modele poissonien

Onétudie les esultats d’'uné&tude pealablea la legislation sur le port de la ceinture decsirie dans la
province de I'Albertada Edmonton au Canada (Jobson, 1991)édmantillon de 86 769 rapports d’accidents
de voitures onéte compulés afin d’extraire une table croisant :
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i. Etat du conducteur : Normal ou Alcocis
ii. Portde laceinture : Oui Non
iii. Gravite des blessures : 0 : rien3 : fatales
La procéduregenmod est utili€e :

proc genmod data=sasuser.ceinture;

class co ce b ;

model effectif=co|ce|lb @2 /type3 obstats dist=poisson;
run;

Une extraction desaisultats donnent :

Criteria For Assessing Goodness Of Fit

Criterion DF Value Value/DF
Deviance 3 5.0136 1.6712
LR Statistics For Type 3 Analysis
Source DF ChiSquare Pr>Chi
CO 1  3431.0877 0.0001
CE 1 3041.5499 0.0001
CO*CE 1 377.0042 0.0001
B 3 28282.8778 0.0001
CO*B 3 474.7162 0.0001
CE*B 3 42.3170 0.0001
Analysis Of Parameter Estimates
Parameter DF Estimate Std Err  ChiSquare Pr>Chi
INTERCEPT 1 3.6341 0.1550 550.0570 0.0001
Cco A 1 -2.2152 0.1438 237.3628 0.0001
CE N 1 1.8345 0.1655 122.8289 0.0001
CO*CE A N 1 0.9343 0.0545 293.9236 0.0001
B 0 1 5.7991 0.1552 1396.7752 0.0001
B 1 1 2.7848 0.1598 303.6298 0.0001
B 2 1 2.1884 0.1637 178.7983 0.0001
CO*B A 0 1 -1.4622 0.1354 116.5900 0.0001
CO*B A 1 1 -0.6872 0.1423 23.3154 0.0001
CO*B A 2 1 -0.5535 0.1452 14.5293 0.0001
CE*B N O 1 -0.2333 0.1658 1.9807 0.1593
CE*B N 1 1 -0.0902 0.1708 0.2786 0.5976
CE*B N 2 1 0.0741 0.1748 0.1799 0.6715
Observation Statistics
EFFECTIF Pred Xbeta Std HessWgt Lower Upper
12500 12497 9.4332  0.008930 12497 12280 12718
604  613.3370 6.4189 0.0395 613.3370 567.6707  662.6770
344  337.8089 5.8225 0.0530 337.8089  304.5010 374.7601
38 37.8677 3.6341 0.1550 37.8677 27.9495 51.3053
61971 61974 11.0345  0.004016 61974 61488 62464

Les iesultats montrent que le melé de toute interaction d’ordre 2 est acceptabdwi@hce) et il semble
gue tous les termes soieréigessaires, toutes les interactions doidtre pésentes au sens du test de Wald.

6 Exercices

Exol

i. Expliciter la log-vraisemblance d'uachantillon del observations de variables binomiales de pa-
rametresn; etm;.

ii. SoitX une matrice de plan d’expience regroupant I'observation gdevariables explicativef'crire
la log-vraisemblance du metk de egression logistique asséat son expression (en fonction &g
apres maximisation.
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Vi.

Exprimer la log-vraisemblance du milé satué en fonction dér; = y,/n; etla ceviance du mogle.
Exprimer la éviance en fonction du nombre de sese@stings (j; = n;7;). Que devient la @viance
sin; = 1 (donrées non grouies) ?

Dériver la log-vraisemblance du mele et en éduire lequations.

On se place dans le cas particulier d’'une seule variable explicgtlvi@aire (0,1) et sans interaction.

Montrer que I'estimateur du M.V. du coefficient assogicette variable dans lagression logistique
est le log de son odds ratio avec la variable

Exo2

Les donrees (Jobson 199&tudiées dans cet exercice sont issues d’'une &egialie aupes de
200 femmes mages du Michigan. Les variables cortmiges sont les suivantesTHISYR, la variablea
expliquer, (1) si la femme travaille I'ai en cours, (0) sinorCHILD1 code la pesence (1) ou I'absence
(0) d’'un enfant de moins de 2 an€HILD2 présence ou absence d'un enfant entre 2 et 6 BL&ACK
I'ascendance noire (1) ou blanche (0); les autres variabtgs AGH, nombre d’anées détudes EDUQ,
revenu du mariflUBINQ sont quantitatives.

On s'interesse d'abord expliquer la variabl&HISYR par la variableCHILD1. La table de contin-
gence croisant ces deux variables sur les 100 gn&®siobservations est :

CHILD1
0| 1
0 23 | 5
THISYR oo
1 71 | 1
Compkter la sortie SAS ci-dessous par les estimations des pamsdu moele de égression lo-

gistique expliguanTHISYR parCHILD1 sur ces rémes 100 observations.
Analysis Of Parameter Estimates

Parameter DF Estimate Std Err  ChiSquare Pr>Chi
INTERCEPT 1 2?27?77 1.0954 2.1586 0.1418
CHILD1 0 1 2?2?7777 1.1214 5.9553 0.0147
CHILD1 1 0 2?77?72 0.0000

SCALE 0 1.0000 0.0000

. On se propose de rechercher un “meilleur” raledpgédictif de la variableTHISYR & partir des

variables explicatives et de leugentuelles interactions par uné&thode descendante, avec un seuil

a 5%, base soit sur le test de Wald soit sur celui du rapport de vraisemblance. Les tableawssci-apr

identifiées deA a E, constituent deétapes (dans leédordre) de ces recherches.

A Type Il (LR) Tests D Type Il (Wald) Tests
Source Chi-Sq Pr > Chi-Sq Source Chi-Sq Pr > Chi-Sq
HUBINC 8.2651 0.0040 HUBINC 0.4228 0.5155
AGE 3.1370 0.0765 AGE 1.2265 0.2681
EDUC 5.9425 0.0148 EDUC 3.0509 0.0807
BLACK 3.2647 0.0708 BLACK 1.1083 0.2925
CHILD1 12.8633 0.0003 CHILD1 0.0050 0.9439
CHILD2 3.4808 0.0621 CHILD2 0.2103 0.6465

HUBINC*BLACK 0.7685 0.3807

B Type Il (Wald) Tests HUBINC*CHILD1 0.2628 0.6082
SourceDF Chi-Sq Pr > Chi-Sq HUBINC*CHILD2 1.9473 0.1629
HUBINC 4.9989 0.0254 AGE*BLACK 1.0663 0.3018
CHILD1 8.8465 0.0029 EDUC*CHILD2 0.3245 0.5689
CHILD2 6.8243 0.0090 BLACK*CHILD1 0.4325 0.5108

E Type Il (LR) Tests

C Type Il (LR) Tests Source Chi-Sq Pr > Chi-Sq
Source Chi-Sq Pr > Chi-Sq HUBINC 7.6979 0.0055
HUBINC 8.3902 0.0038 AGE 6.9126 0.0086
AGE 9.9545 0.0016 EDUC 6.5164 0.0107
EDUC 6.0457 0.0139 BLACK 2.6241 0.1052
BLACK 2.7937 0.0946 CHILD1 13.7913 0.0002
CHILD1 11.0479 0.0009 CHILD2 3.3785 0.0661

AGE*BLACK 3.9512 0.0468 AGE*BLACK 3.8489 0.0498
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Commenter chacun de ces tableaux eédtmant s'il s'agit d’'unétape interradiaire (indiquer quelle
est I'etape suivante), ungtape finale, une erreur délsction. Ceduire de cesasultats les mages
finalement retenus pour chacune des égists de test (Wald, Vraisemblance).

Pour le moéle issu du rapport de vraisemblance, inteter le signe de chacun des paedras as-
sockés aux effets principauxésultats en annexe).

iv. Toujours pour ce masle, expliciter les paragaires modlisant le logit de la probabiBtde travailler
pour une femme blanche sans enfant et celui pour une femmeéagzilement sans enfant. Comment
interpiéter 'interaction black*age ?
v. De son &té, Jobson (1992) retient le mélé explicatif consiéirant tous les effets principaux sans
interaction (ésultats en annexe). Sur le éng de la éviance des mades retenus (Jobson, Wald,
Vraisemblance), lequel vous semble meilleur ? Les capapigdictives des maeles sonévallees en
comparant les fdictions et les observations dédhantillon utili€ pour I'estimation APPRENT)
puis celles de I'autre partie deeEhantillon TEST) également de 100 personnes. ttats sont
présenés ci-dessoua I'aide de la proedurefreq editant la table de contingence croisant la variable
obseree et sa grdiction. Quel modle retiendriez vous ?
Mockle issu du Mod ele choisi Mod éle issu du test du
test de Wald par Jobson(1992) rapport de Vraisemblance

A THISYR  PREDY THISYR  PREDY THISYR  PREDY

P Frequency| O] 1|Total Frequency| O] 1|Total Frequency| O] 1|Total

P - B B S —

R 0 [11]17| 28 0 |13]15] 28 0 |11]17| 28

E e +--+--+ e it +--+--+

N 1] 3|69 72 1 | 5|67 72 1 | 5/67] 72

L I — Foetet s Footoet s Hootoot

[ Total 14 86 100 Total 18 82 100 Total 16 84 100
THISYR  PREDY THISYR  PREDY THISYR  PREDY
Frequency| O] 1|Total Frequency| O] 1|Total Frequency| O] 1|Total

B e — B e — e e e — +--+--+

E 0 | 8[29] 37 0 |14]23] 37 0 |12]25| 37

S e +--t--+  memeeeeas +--t--+ eemeeees +--+--+

T 1] 2|61 63 1 |12/51] 63 1 | 6|57| 63
--------- +o-t-t JR———— R
Total 10 90 100 Total 26 74 100 Total 18 82 100

Annexe

*kkkkkkkk

*** model thisyr/un= hubinc childl child2 / d=bin type3 wald;

*kkkkkkkk

Criteria For Assessing Goodness Of Fit

Criterion Value Value/DF

Deviance 96 97.1842 1.0123

Scaled Deviance 96 97.1842 1.0123

Pearson Chi-Square 96 103.9713 1.0830

Scaled Pearson X2 96 103.9713 1.0830

Log Likelihood . -48.5921

Analysis Of Parameter Estimates

Parameter DF Estimate Std Err  ChiSquare Pr>Chi
INTERCEPT 1 -1.0479 1.1296 0.8606 0.3536
HUBINC 1 -0.0822 0.0368 49989 0.0254
CHILD1 0 1 3.4648 1.1649 8.8465 0.0029
CHILD1 1 0 0.0000 0.0000 . .
CHILD2 1 -1.3973 0.5349 6.8243 0.0090
SCALE 0 1.0000 0.0000

Kkkkkkkkk

*** model thisyr/lun= age educ hubinc black childl age*black / d=bin type3;

Kkkkkkkkk

Criteria For Assessing Goodness Of Fit

Criterion Value Value/DF

Deviance 93 87.6180 0.9421
Scaled Deviance 93 87.6180 0.9421
Pearson Chi-Square 93 85.3283 0.9175

Scaled Pearson X2 93 85.3283 0.9175
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Log Likelihood . -43.8090

Analysis Of Parameter Estimates
Parameter DF Estimate Std Err  ChiSquare Pr>Chi
INTERCEPT 1 -21.6781 9.2962 5.4379 0.0197
AGE 1 0.4816 0.2850 2.8560 0.0910
EDUC 1 0.5237 0.2621 3.9932 0.0457
HUBINC 1 -0.1077 0.0443 5.9135 0.0150
BLACK 0 1 10.3427 8.0157 1.6649 0.1969
BLACK 1 0 0.0000 0.0000 . .
CHILD1 0 1 4.2153 1.6416 6.5937 0.0102
CHILD1 1 0 0.0000 0.0000 . .
AGE*BLACK 0 1 -0.4005 0.2873 1.9429 0.1634
AGE*BLACK 1 0 0.0000 0.0000
SCALE 0 1.0000 0.0000

*kkkkkkkk

*** model thisyr/lun= age educ hubinc black childl child2 / d=bin type3;

*kkkkkkkk

Criteria For Assessing Goodness Of Fit

Criterion Value Value/DF

Deviance 93 88.0884 0.9472

Scaled Deviance 93 88.0884 0.9472

Pearson Chi-Square 93 96.6526 1.0393

Scaled Pearson X2 93 96.6526 1.0393

Log Likelihood . -44.0442

Analysis Of Parameter Estimates
Parameter DF Estimate Std Err  ChiSquare Pr>Chi
INTERCEPT 1 -9.0352 3.7849 5.6986 0.0170
AGE 1 0.0773 0.0441 3.0766 0.0794
EDUC 1 0.4777 0.2292 4.3425 0.0372
HUBINC 1 -0.1079 0.0448 5.7929 0.0161
BLACK 0 1 -1.5451 0.9426 2.6867 0.1012
BLACK 1 0 0.0000 0.0000 . .
CHILD1 0 1 4.5179 1.5736 8.2428 0.0041
CHILD1 1 0 0.0000 0.0000 . .
CHILD2 1 -1.1238 0.6051 3.4491 0.0633
SCALE 0 1.0000 0.0000
Exo3

Soit trois variables qualitative¥*, X? etY a respectivement, K, 2 modali&s. Les observations sont
rangees dans une table de contingedce K x 2. On se propose de comparer le mide égression
logistique expliquant” par X' et X? (sans interaction) et le mété log-lirtaire (X' X?, X'V, X?Y).
Exprimer, dans la paragtrisation de SAS, les coefficients du nétel logistique en fonction de ceux du
mockle log-lingaire. \erifier avec les sorties SAS ci-dessous.

proc genmod data=sasuser.logitlog;
class X1 X2;
freq effectif;
model Y/un=X1 X2 / dist=bin; run;

Parameter DF Estimate Std Err  ChiSquare Pr>Chi
INTERCEPT 1 0.2718 0.1497 3.2955 0.0695
X1 1 1 -0.6543 0.1742 14.1151 0.0002
X1 2 1 0.9647 0.2139 20.3512 0.0001
X1 3 0 0.0000 0.0000 . .
X2 1 1 -1.7596 0.2460 51.1764 0.0001
X2 2 1 0.7703 0.2144 12.9122 0.0003
X2 3 1 -0.2806 0.1915 2.1482 0.1427
X2 4 0 0.0000 0.0000

SCALE 0 1.0000 0.0000

proc genmod data=sasuser.logitlog;
class X1 X2 Y,
model effectif= X1|X2|Y @ 2 / dist=poi; run;
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Parameter DF Estimate Std Err  ChiSquare Pr>Chi
INTERCEPT 1 4.2698 0.1101  1503.2299 0.0001
X1 1 1 -0.3361 0.1557 4.6598 0.0309
X1 2 1 -0.4994 0.1741 8.2265 0.0041
X2 1 1 -2.5940 0.2814 84.9924 0.0001
X2 2 1 -0.3524 0.1662 4.4950 0.0340
X2 3 1 -0.9784 0.1870 27.3793 0.0001
X1*X2 1 1 1 0.5660 0.2647 4.5725 0.0325
X1*X2 1 2 1 0.2183 0.2146 1.0346 0.3091
X1*X2 1 3 1 0.2835 0.2208 1.6482 0.1992
X1*X2 21 1 2.0398 0.2956 47.6269 0.0001
X1*X2 2 2 1 -1.4646 0.4093 12.8021 0.0003
X1*X2 2 3 1 1.4366 0.2387 36.2149 0.0001
Y 0 1 -0.2718 0.1497 3.2955 0.0695
X1*Y 1 0 1 0.6543 0.1742 141151 0.0002
X1*Y 2 0 1 -0.9647 0.2139 20.3512 0.0001
X2*Y 1 0 1 1.7596 0.2460 51.1764 0.0001
X2*Y 2 0 1 -0.7703 0.2144 12.9122 0.0003
X2*Y 3 0 1 0.2806 0.1915 2.1482 0.1427
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Chapitre 5

Introduction au mod ele lineaire
generalisée

L'objet de ce chapitre est d’'introduire le cadrédhique global permettant de regrouper tous leseatexd
(linéaire gaussien, logit, log-iaire) de ce cours et qui cherchenéxprimer I'esprance d’'une variable
repons&’” en fonction d’'une combinaison Eaire des variables explicatives. inmckle lintaire ggréralise
dévelopge initialement en 1972 par Nelder et Wedderburn et dont on trouvera deseexitsilles dans
Nelder et Mc Cullagh (1983), Agresti (1990) ou Antoniadis et al. (1992), n'est ici qu’esgaiissde @finir
les concepts commurisces modles : famille exponentielle, estimation par maximum de vraisemblance,
tests, diagnosticsésidus. Il est mis en ceuvre dans plusieurs logiciels dont GglM, de Splusgenmod
etinsight de SAS.

1 Composantes des magles

Les moatles catalogés dans la classe des nédek lirtaires grérali€s sont caraétises par trois com-
posantes.

1.1 Distribution

La composante &atoireidentifie la distribution de probabiéis de la variabla expliquer. On suppose
que I'échantillon statistique est constéitden variables aatoires{Y;;i = 1, ...,n} indépendantes admet-
tant des distributions issues d'usucture exponentielle€Cela signifie que les lois de ces variables sont
domirées par une Bme mesure dite de&frence et que la famille de leurs deasipar rappora cette
mesure se met sous la forme :

0 4y yiti — v(6s)
f(yi; 0i, 0) eXp{ (9)

Cette formulation inclut la plupart des lois usuelles comportant un ou deux paEEm gaussienne,
gaussienne inverse, gamma, Poisson, binomiale.... Le p&afh est appe} paranetre naturelde la
famille exponentielle.

Attention la mesure deaférence change d’une structure exponentgellautre, la mesure de Lebesgues
pour une loi continue, une mesure diser combinaison de masses de Dirac pour une loi@isc€onsul-
ter Antoniadis et al. (1992) pour unegsentation grérale des structures exponentielles et des pr@wi
asymptotiques des estimateurs de leurs patees.

+w(yi7¢)}' (5.1)

Pour certaines lois, la fonctianest de la forme :
¢

u(p) = ;l

ou les poidsy; sont les poids connus des observationgdiikcia 1 pour simplifier i est apped alorspa-
rametre de dispersiart’est un paramtre de nuisance intervenant, par exemple lorsque les variances des lois
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gaussiennes sont inconnues, nigala 1 pour les loisa un pararétre (Poisson, binomiale). L'expression
de la structure exponentiell.() se met alors sous farme canoniquen posant :

ae) - 2.
a(t) = exp{—“ff)},

bly) = explw(y,¢)},
on obtient

f (i, 0:) = a(0;)b(y;) exp {y:Q(0:)} - (5.2)
1.2 Prédicteur linéaire

Les observations planifes des variables explicatives sont orgaessdans la matricK de planifica-
tion d’experience (design matrix). So88 un vecteur de paranetres, le pedicteur lireaire,composante
déterministedu mockle, est le vecteuarn composantes :

n = Xg.
1.3 Lien

La troiseme composante exprime uéation fonctionnell@ntre la composanteétoire et le gedicteur
linéaire. Soit{u; = E(Y;);i =1,...,n}, on pose

m=g(w) i=1,....n

ou g, appegefonction lien est suppase monotone et difirentiable. Ceci revient doricécrire un modle
dans lequel unéonction de la moyenngppartient au sous-espace engérnuhr les variables explicatives :

g(w)) =x8 i=1,...,n.
La fonction lien qui associe la moyenpg au pararatre naturel est apgfonction lien canoniqueDans

ce cas,
g(pi) = 0; = x;8.

1.4 Exemples
Loi gaussienne

Dans le cas d'ugchantillon gaussien, les derésitd’'une famille de loigV'(u;, o%) s'écrit :

fyi i) = = exp{_(yi_”i)Q}

= exp _llﬁ exp —ly—?—lln(QwUQ) exp{y'&}
202 202 2 ‘o2

En posant

)

—
&

SN~—
I

@

»

el
—N
|

N =
‘7;
o [=0
——

Y2
b(y;) = exp {—12 - ln(27702)} .
g
la famille gaussienne se met sous la forme canonif@qui en fait une famille exponentielle de paraime
de dispersior = o2 et de paramtre naturel
0; = E(Yi) = p

et donc de fonction lien canonique, la fonctidentité.
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Loi de Bernouilli

Consiceronsn variables aatoires binaires irfgpendante&; de probabilié de sucesr; et donc d’esprance
E(Z;) = m;. Les fonctions de denéitde ces variables so@éments de la famille :

fziym) =77 (1 —m) 7% = (1 — ;) exp {zi In —% } ,
l—ﬂ'i

qui est la forme canonique d’une structure exponentielle de garamaturel
T

0, =In .
1

—

Cette relation dfinit la fonctionlogit pour fonction lien canonique asséeia ce moéle. La loi binomiale
conduita des esultats identiques en conérdnt les sommes dg (n; connus) variables de Bernouilli.

Loi de Poisson

On consi@ren variables inépendante’; de loi de Poisson de paratney; = E(Y;). LesY; sont par
exemple les effectifs d’'une table de contingence. Ces variables admettent polgsdensit

pdie i 1
fyispi) = =—— =exp{—pi} — exp{yiInp;}
Yi: Yi:
qui sont issues d'une structure exponentielle et, mises sous la forme canonique, detngamaimarel
91' =In j23

définissant comme fonction lien canoniquddgarithmepour ce modle.

2 Estimation

L'estimation des paragtres; est calcube en maximisant la log-vraisemblance du g&ledinéaire
gérérali€. Celle-ci s’exprime pour toute famille de distributions mise sous la foB1i¢ §'une structure
exponentielle.

2.1 Expression des moments
Notons{(0;, ¢;y;) = In f(y;; 0;, &) la contribution de laeme observatioa la log-vraisemblance.
0(0:, 65 yi) = [yili — v(0:)]/u(9) + w(ys, @)

L’ étude du maximum de la log-vraisemblanéeessite la connaissance désiees :

ov ,

go, = = v/0)/u(0)
L "

8792-2 = —v"(0:;)/u(e).

Pour des lois issues de structures exponentielles, les conditioagulané vérifiees permettent dtrire :

or 920 o0\ >
B(Z)-0 w0 —p(2)-£(2)"

Alors,
E(Y;) = jii = v'(6;)
et comme
E{v"(6:)/u(¢)} = E{[Y: — v'(6:)] /u(¢)}* = Var(Y;) /u*(¢)
il vient donc :

Var(Y;) = v"(6:)u(4) ;
justifiant ainsi I'appellation dparanetre de dispersiopour ¢ lorsqueu est la fonction identé.
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2.2 Equations de vraisemblance
Consictronsp variables explicatives dont les observations sont&asglans la matrice de plan d'&jgnce
X, B un vecteur de parangtres et le gedicteur lireairean composantes
n = Xg.

La fonction lieng est suppose monotone diffrentiable telle que : n; = g(w) ;

c’est la fonction lien canonique si :g(u;) = 6;.
Pourn observations suppéss in@pendantes et en tenant compte §uépend de3, la log-vraisemblance
s'écrit :

LB) = "Inf(yi0i.0) = > L(0:,d:y,).
1=1 1=1

Calculons
dB;  00; O; On; B;
Comme
ot; ,
S = = v O)/u(9) = (i — ) Ju(9),
O 1(6y) = Var(Yi) fu(),
00;
om - _ oy
98, = xz;; car n; =x,0,
aui . . .
8777- dépend de la fonction lienn; = g(u;),

Leséquations de la vraisemblance sont :

— (yi — pa)wij O
2 ey om0 I

.y D

Ce sont degquations non-lidaires ern3 dont la €solution requiert des @thodes iratives dans les-
guelles interviennent le Hessien (pour Newton-Raphson) aoal@ice d’information(pour les Scores de
Fisher). La matrice d’'information est la matrice

$=X'WX

de terme @réral

R

5’2»’3(5) < LijTik <3Mz')2
)

~ g0 — Var(Y;) \ On;

et ai W est la matrice diagonale de “pogrchtion” :

(Wi = VartYi) <gl;: > | .

2.3 Fonction lien canonique

Dans le cas particuliertola fonction lien du moéle lingaire grérali€ utilisee est la fonction lien
canonique asso&ga la structure exponentielle alors plusieurs simplifications interviennent :

n = Hi = X;ﬁa
O - O o avl<9i) o
31],; o 391 - 892 - (01)




3. Qualité d’ajustement 77

Ainsi,

oB;  Var(Y;) Y u(g)

De plus, comme les term%&aM ne cependent plus dg;, on montre que le Hessien &gala la matrice
d’information et donc les &thodes de&solution du score de Fisher et de Newton- Raphstmcaent.

Si, de plusu(¢) est constante pour les observations @gsations de vraisemblance deviennent :

mij.

X'y=Xpn

Ainsi, dans le cas gaussien, le nébel secrivantyy = X3 avec la fonction de lien canonique ideétibn
retrouve la solution :
b=(X'X)"'X'y

qui cancide avec celle obtenue par minimisation des moindregsarr

3 Qualité d’ajustement

Il s’agit d’évaluer la qualé d’ajustement du made sur la base des diffences entre observations et
estimations. Plusieurs cgites sont propés.

3.1 Deviance

Le mockle esting est compdr avec le modle dit satug, c'esta-dire le moéle posédant autant de
paranetres que d’observations et estimant donc exactement le€den@ette comparaison est &asur
I'expression de lalevianceD des log-vraisemblancebet Lqy:

D == _2(£ - ;Csat)

qui est le logarithme du cadu rapport des vraisemblances. Ce rapport remplace@@érgise” I'usage
des sommes de c@s propres au cas gaussien et dafiestimation par moindres c#&s.

On montre qu'asymptotiquemenh) suit une loi dux? an — p degés de libe& ce qui permet de
construire un test de rejet ou d’acceptation du sledelon que la&viance est juge significativement ou
non importante.

Attention I'approximation de la loi duy? peut@tre douteuse. De plus, dans le cas de desmon
grougees (moéle binomial), le cadre asymptotique n’est plus adagatr le nombre de paratnes estiras
tendégalement vers l'infini avea et il ne faut plus se fied ce test.

3.2 Testde Pearson

Un test duy? estégalement utilié pour comparer les valeurs obsaesy; a leur pevision par le modle.

La statistique du test eséfinie par
I

)2
X2 — Z (yi\ /A'Ll)
o1 Var(j)
(u; est remplag parn;m; dans le cas binomial) et on montre qu’elle admet asymptotiquemerérzertoi
que la ékviance.

En pratique ces deux approches conduisetés esultats peu diffrents et, dans le cas contraire, c'est
une indication de mauvaise approximation de la loi asymptotique. Sachant qudiese d’'une loi dy?
est son nombre de dexg de liberd et, connaissant les aspects approximatifs des tests construits, 'usage est
souvent de comparer les statistiques avec le nombre desiégtibert. le mo@le peutre jug satisfaisant
pour un rapporD /ddl plus petit que 1.

4 Tests

Deux critres sont habituellement projsspour aider au choix de méle.
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4.1 Rapport de vraisemblance

Comme dans le cas de legression multiple @un test permet de comparer un rd@avec un mogele
réduit, le rapport de vraisemblance ou la &iifnce de @viance est unévaluation de I'apport des variables
explicatives sup@mentaires dans I'ajustement du reted La diference desé@iances entre deux melds
embdtésrespectivemeriq; etgs (g2 > ¢1) variables explicatives

Dy —Dy = 2(Ly — Lsa) —2(L2 — Lsa)
= 2(Ly—L9)
suit approximativement une loi d? a (¢2 — ¢1) degés de libeé pour les loisa 1 paramtre (binomial,
Poisson) et une loi de Fisher pour les laisleux paramtres (gaussienne). Ceci permet donc de tester la

significativitt de la diminution de la&iance par I'ajout de variables explicatives ou la prise en compte
d’interactions.

4.2 Testde Wald

Ce test est ba&ssur la forme quadratique faisant intervenir la matrice de covariance desgiaam
I'inverse de la matrice d’information obsé&m®(X’'WX)~!. Cette matrice est calcega partir du Hessien
approcté par I'algorithme de maximisation. Elléegéralise la matricé X’X)~! utilisée dans le cas du
mockle linéaire gaussien en faisant intervenir une maf¥ale ponération. Ainsi, test de Wald et test de
Fisher sonequivalents dans le cas particulier du ratedgaussien.

Si la matriceK, dite contraste définit 'ensembleH,, des hypotksesa tester sur les parastres :
K'3 =0,

on montre que la statistique

1

(K'b) (K'(X'WX) 'K)"'K'b

suit asymptotiquement une loi gif.
Attention le test de Wald, approximatif, peut ne fgge pécis si le nombre d’observations est faible.

5 Diagnostics

De nombreux indicateurs, comme dans le cas deédpession lieaire multiple, sont propés afin
d’évaluer la quali ou la robustesse des naes estirgs. lls concernent lagdection des valeurs influentes
et I'étude graphique deésidus. La éfinition de ces derniers pose quelques diffiesilt

5.1 Effetlevier
On construit la matrice de projection (hat matrix)
H=W/2X(X'WX) "X )\W/2,

relative au produit scalaire de matri¥¥, sur le sous-espace engelghar les variables explicatives. Les
termes diagonaux de cette matrice &t@ursa (3p/n) indiquent des valeurs potentiellement influentes. Le
graphe regFsentant les points d'ordogesh;; et d'abscisses le nueno de I'observation les visualise.

5.2 Residus

Avec des erreurs cei@es, additives, c'est-dire dans le cas du mel& gaussien utilisant la fonction
lien identi€, il est naturel deé&finir des ésidus par :

gi =Y — E(yi) = yi — -

comme dans le cas du miléd lingaire. Ce cadre est ici inadépu cas gréral et diferents substituts sont
propo®s. Chacun possle par ailleurs une versiatandardigeet une versiostudentige
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Pearson

Les ©sidus obtenus en comparant valeurs olissy; et valeurs peditesy; sont ponérés par leur
précision estirge par [ecart-type s; deg;. Ceci cefinit les esidus de Pearson :

Yi — Ui
si

Tpi

dont la somme des c&s conduit la statistique du &me nom. Cesasidus mesurent donc la contribution
de chaque observatiam la significativié du test écoulant de cette statistique. Par analogie auaieod
linéaire, on erifie que ce sontgalement lesasidus de la projection par la matriEke

Ces Esidus ne sont pas de variance @rat sont donc difficilea interpéter. Une estimation de leurs
écarts-types conduit la cefinition des ésidus de Pearson standaggis

rpa = YT Ui
* siv hi;
faisant intervenir le terme diagonal de la matride

De plus, prenant en compte que les estimationsedasts-types,; dependent de la&éme observation
et sont donc biaiss, des&sidus studentes sont obtenus en approchant au premier ordre le garame
dispersiors ;) calcuk sans laeme observation :

Yi — Yi

TPti = ——-
' S(i)\/hii

Déviance

Ces Esidus mesurent la contribution de chaque observatitamnceviance du moele par rapport au
mockle satue. Des versions standarédes et studenées en sonté&finies comme pour ceux de Pearson.

Anscombe

Les lois des&sidus pecedents sont inconnues eéme dissyratriques. Anscombe a donc propade
faire ogerer une transformation galable afin de construire dessidus suivant une loi normale :

A = t(yi) — t(4:)
' t(yi)si

L'explicitation de la fonctiort dans le cadre du metk linaire grérali€ est relativement complexe mais
le calcul en est fourni par les logiciels. Commé&gdemment, des versions standagds et studenges
sontégalement calcéks.

Un graphe utilisant ce€sidus en ordoréres et les nugros d’observation en abscisses permet d'iden-
tifier les observations les moins bien ages par le mogle.

5.3 Mesure d'influence

De nombreux indicateurs sont progssafin dévaluer I'influence d’'une observation sur I'estimation
d’'un parangtre, sur les fdictions ou encore sur la variance des estimateurs. Le plugptdislistance
de Cook, mesure globalement l'influence sur I'ensemble des gdrasn C'est la distance, au sens de la
métrique cfinie par I'inverse de la covariance des pagties, entre le vecteur des pakgnasb estinme
avec toutes les observations et celui eétlorsque laeme observation est suppée

1 _
Di = 5(b—b;) (X'WX) (b —bg).

Cet indicateur prend simultément en compte I'effet levier et 'importance désidu de chaque observa-
tion. Le graphe de ces valeurs est donc plus $tighe et intergetable en tenant compte du graphe des
residus et de celui des termes diagonau¥ie
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6 Complements

6.1 Sur-dispersion

Dans certaines situations, par exemple lors d’observatiépsritiantes, la variance de la variable
suppoge binomiale ou de Poisson, qui estdhiquement fige par le moéle, est plus importante, multipk
par un facteur déchelle (scale parametery. Si ce pararatre est plus grand que 1, on dit qu’il y a sur-
dispersion. Une iethode base sur une maximisation de la formulegleasi-vraisemblancest alors utilige
pour estimea la foiso et g.

6.2 Variable “offset”

Lorsque la variabla expliquer dans le cas d’'un meld linaire grérali€ dependcegalemeniinéairement
d’'une autre variable, cette deéné¢ est éclaie offsetet sert ainsia “tarer” le moale. Exemple : pour
mockliser le nombre de sinistreg€clagés par catgorie de conducteurs, la varialsiembre de contratest
déeclage “offset”.

7 Exercices
Exo 1

Avec I'hypothese valide dans le cas des familles exponentielles (ésndaux fois diftrentiables),
montrer les relations : )
ol 0% ol
Exo 2

i. On observe lesalisationsgy; den variables &atoires inépendantes suivant des lois de Bernouilli de
parangtrer;. SoitX la matrice(n x (p+ 1)) des observations issue de la planificationéxpentale
et contenant les variables explicatives. On €insse au made de egression logistique :

logit(m;) = 273
ouz; (1x(p+1))estleeme vecteurligne dX mis encolonneeB (1x (p+1))estle vecteur
des paran‘atresEcrire la log-vraisemblancé de I'échantillonzy, . . ., z,, en fonction des paragtres
3 du moctle.

ii. On noteg = 6L£/503 le gradient del; c'est le vecteur desédivees[0L/d3y,...,dL/006,] . Soit
z le vecteur des observations#tcelui desr;. Montrer que le gradient se met sous la forgne-
X'z — X'm (expliciter un terme gréral de ce vecteur).

iii. On noteH le hessien d& ; c’est la matrice ayant pour termémgral la cerivee secondé?L/53; 3.
Montrer queH se met sous la form = — XWX et expliciter la matrice diagonaM en fonction
desm;.

iv. La procdure de Newton-Raphson est uéikspour approcher le maximum de la fonctidfz, X, 3)
relativement 3. Elle consisté calculer par&currence uneggiuence,, d’estimateurs d@ telle que
L(z,X,bni1) > L(z,X,by). En notant respectivemekrE,, ! = Hip,,, d,, etm, lesévaluations du
hessien, du gradient et eeepour 3 = by, la recurrence €crit : b,,11 = b, — Hugn. Montrer que,
dans le cas de l@gression logistique sur variables de Bernouilli, céturrence €crit :

by =by + (X'W,X) 1 (X'z - X'm,)

et expliciterw,,.

v. Suivre la néme émarche en remplacant le mi#dd pecedent par un magle poissonien avec la
fonction lien canoniquén(r;) = z;3. Que deviennent la log-vraisemblance,

vi. son gradient,
vii. son Hessien,
viii. la relation de &currence ?
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