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RESUME

Mots Clefs:
Réallocation d'actifs, Contrat en Unités de Comftption de vente, Garantie plancher en cas de vie.

Pour limiter I'exposition au risque de l'assuréndglaun contrat en unités de compte, risque
engendré par les fluctuations du rendement de pargBe investie sur les supports, les assureurs ont
développé des « garanties complémentaires » qupatantent a des combinaisons linéaires d’optiens d
vente.

Ce mémoire traite de I'impact d’une réallocatioadifs au sein de contrats en unités de compte;esur
garanties. La garantie & laquelle nous nous irgéresplus particulierement est la GMABuaranteed
Minimum Accumulation Benefijarantie plancher en cas de vie. Nous étudiampdict en terme de codit,
d’'une réallocation d’'actifs sur la GMAB.

En premier lieu, nous nous intéressons a I'impiaetricier qu’engendre une réallocation d’actifs
sur la garantie plancher dont le paiement des $§faffectue de maniére unique en début de comtiais
basons notre étude sur une garantie présentamée®s flux qu’une option de vente car la GMAB peut
étre vue comme une combinaison linéaire de putsisNi@&terminons le prix de la garantie plancher en
présence d'une réallocation d'actifs au sein d’'ontat en UC auquel elle est associée, en adaptant
I'approche martingale a notre probléme. Nous noalschons ensuite sur les parameétres sur lesquels
I'assureur peut influer pour diminuer le co(t dedallocation, tout en conservant un attrait conumaér
Il apparait que la volatilité du nouveau suppotaelate de réallocation sont les deux principactefurs
influencant le col(t de la réallocation pour I'assur Enfin, nous étudions une solution consistant a
prélever des frais d'arbitrage, proportionnellementi’épargne de Il'assuré disponible, en cas de
modification de I'allocation d’actifs. Cette soloi s'avére efficace puisqu’elle permet d’augmeteer
résultat pour la compagnie d’assurance d'une réstiion.

Nous appliquons, ensuite la méme démarche danasled’cin contrat ou le paiement de la garantie
s'effectue périodiguement. Nous constatons queviet supplémentaire, consistant a adapter le monta
de frais prélevés au titre de la garantie au supgmisi par I'assuré, rend ce deuxiéme type deratm
beaucoup plus maniable et plus propice pour I'&ssui la réallocation.

En second lieu, notre réflexion est menée sur [aABMgarantie qui assure le versement d’'un
montant minimum au bénéficiaire, a I'échéance dutred si I'assuré est toujours dans le portefeuille
I'échéance. Apres avoir décrit les principes dditation de cette garantie, nous nous intéressans
conséquences d'une réallocation d'actifs sur la @MA’impact financier décrit précédemment est
toujours présent. A celui-ci, s'ajoute un impactraveau du comportement de I'assuré. Nous abordons
les conséquences d'une modification des lois dwsip&s notamment des lois de rachat suite a une
réallocation d’actifs.
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ABSTRACT

Key words: Arbitrage, Unit-Linked Contract, Put, Guaranteechitium Accumulation Benefit.

To limit the policyholder’'s exposition to risk Wdnit-Linked contract, risk created by the yield
fluctuations of saving invested on supports, insudeveloped some further guarantees which ardasimi
to linear combinations of puts.

This thesis deals with impact of arbitrage in dimked contracts, on these guarantees. The guaravee
interest in especially is the GMABuaranteed Minimum Accumulation Benéfite study the impact in
term of cost, of an arbitrage on GMAB.

In a first time, we take an interest in financialpact linked to unit arbitrage on the guaranteed
minimum benefit paid in a single way at beginnirfgttee contract. We base our study on a guarantee
which presents same payoffs as a put because GMABe considered as a linear combination of puts.
We determine the price of the guarantee in preseficen arbitrage in unit-linked contract that the
guarantee is linked to, by adapting the martingaleroach to our issue. Then we bend over to stugly t
parameters the insurer can influence over to deerdlae reallocation cost, while keeping marketing
interest. Volatility of the new support and arhifeainstant are the two main factors which exereise
influence over the arbitrage costs for insurersaly, we study a solution which consists in dethgct
arbitrage fees proportional to policyholder’s savimhen there is a move of unit allotment; this tohu
appears to be efficient since it permits the instesult due to an arbitrage to increase.

Then, we apply the same approach in case of aamnin which guarantee fees are paid
periodically. We observe that the new possibilitynsisting in adapting the fees to the unit chdsethe
policyholder, enables this second kind of contraotbe handier and more propitious for insurersgmvh
there is an arbitrage.

In a second time, our thought is based on the GM@Baranteed Minimum Accumulation
Benefit After describing the pricing principles of thisarantee, we have an interest in consequences
after unit arbitrage. The financial impact desadibdgefore is still present. A policyholder behaviour
impact must be added to this first impact. We uligerthe consequence of alteration of liability &aw
especially in repurchase laws due to arbitrage.
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INTRODUCTION GENERALE

L'Assurance Vie a vu se développer au cours dedeesiéres années, une nouvelle gamme de
contrats : les contrats en unités de compte (U@hsxe type de contrat, le capital garanti paslissur
est égal au nombre de parts détenues par I'asaultipli@ par la valeur de marché de I'unité de ctenp
considérée. Aussi, l'intégralité du risque lié dluctuations des marchés financiers est supporsge p
I'assuré du fait que I'assureur ne garantit quedmbre d’'UC et non pas leurs valeurs.

Afin de limiter I'exposition au risque des assue¢sinsi de rendre ces contrats plus attractiss, le
compagnies d’assurance ont ajouté des garanties, €igaranties complémentaires », a ces contnats e
UC. Parmi elles, se trouve, la GMABuaranteed Minimum Accumulation Benegjarantie plancher en
cas de vie, qui assure le versement d’'un capitainmim au bénéficiaire, a I'échéance du contrat, si
I'assuré est toujours présent dans le portefeailléchéance.

Le souscripteur d’'un contrat en UC peut souha#arcours de la vie de celui-ci, modifier son
allocation d’'actifs. Il devra dés lors effectuereurgallocation d’actifs, appelée également arhetrag
sein de son contrat en UC. Quel sera alors I'impagte réallocation d’actifs au sein d’'un contratléC
sur la garantie GMAB liée a ces UC ? A travers émuire, nous tenterons de déterminer quelles ssnt |
conséquences d'une réallocation d’actifs sur la @y1&n terme de colt de la garantie. En outre, nous

tenterons d’esquisser des solutions a mettre ece pt@ur limiter le colt pour la compagnie d’une
réallocation d’actifs.

Dans un premier temps, nous réduirons notre réfiexi I'étude de la garantie plancher qui
assure, au bénéficiaire, le versement d’'un montanimum, a I'’échéance du contrat, sans que le décés
ou la présence de I'assuré en fin de contrat nteusoélément déclencheur de la garantie. Cettentjara
peut étre assimilée en terme de flux financiere@aption de vente. L'intérét porté a une optiorvelete
s’explique par le fait que la GMAB peut étre évalu@ous le montrerons plus tard, comme un PUT
pondéré par une probabilité de présence. Cettdepadus permettra de nous focaliser sur les
conséquences financiéres d’'une réallocation d&stif I'option de vente : a priori, une réallocati@rs
un actif plus volatile entrainera un surcolt dangdrantie plancher pour I'assureur car le risqygpgarté
par la compagnie d’assurance sera des lors plusrteng alors que le choix d'un actif moins risqué
bénéficiera a I'assureur. Nous vérifierons cettaifion de fagon théorique et tenterons de troudes
solutions pour limiter cet impact financier. Nousidderons successivement, le cas d’'un contrat ou le
paiement des frais au titre de la garantie planshdrit de maniére unique en début de contra eas
d’'un contrat ou le paiement de la garantie esopégue.

Dans un deuxiéme temps, I'étude sera conduiteasiMAB. Dans cette partie, nous prendrons
en compte, en plus des conséquences financiereguées® précédemment, des modifications
comportementales de I'assuré suite a une réaltotafiactifs. En effet, il est plausible qu’'un assgui
ait effectué une modification de son allocationctifa sur son contrat en UC ait moins tendance a
racheter son contrat puisqu'il sera d’autant phiss&it de celui-ci. Ainsi, une réallocation ddstau
sein d'un contrat en UC impacte également lesdeisachat qui sont utilisées dans la tarificatienal
GMAB. Nous tenterons de comprendre en quoi ces ficatibns des lois du passif engendrent un codt
supplémentaire.
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Partie | :

| MPACT
D’UNE REALLOCATION D 'ACTIFS
AU SEIN D’ UN CONTRAT EN UC
SUR UNE GARANTIE PLANCHER
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Cours du support

Chapitre 1 : POSITIONNEMENT DU PROBLEME

1. Présentation de la garantie plancher

1.1 Introduction a la garantie plancher

Dans un premier temps, le souscripteur investitagrtaine prime dans son contrat en Unités de
Compte (UC). La somme qu'il verse correspond enddachat d’'un certain nombre de parts d’'un ou de
plusieurs supports définis.

La garantie plancher proposée par I'assureur ci@nsisoyennant le versement de frais au titre die cet

garantie, a assurer au bénéficiaire le versemeamt diontant minimum, quelle que soit I'évolution des

marchés financiers et du niveau de I'’épargne, enddurité du contrat. Il est a noter que dans cette
garantie, I'état de I'assuré a la maturité (vivantdécédé) n'influe pas quant au versement derbntie.

Remarque
Dans ce type de garantie, le souscriptepergfonne physique ou morale qui souscrit le contrat

d’'assurance et s’engage aupres de I'assuyelassuré personne physique sur laquelle repose le risque
assuré et le bénéficiaire gersonne physique ou morale désignée au contratregoit la prestation
prévue lors de la réalisation du risque asguréont, dans la plupart des cas, la méme pers@iest
pourquoi nous n’'effectuerons plus de distinctiontree ces notions et utiliserons dans la suite de ce
mémoire, le terme général d’assuré.

Illustrons la garantie présentée a l'aide de deexarii financiers

Notons S, la prime initiale investie par I'assuré,
K le montant minimum garanti par I'assureur,
T la maturité du contrat.

Nous supposerons en outre gg = K =100 et queT =10 ans.

Cas de 2 scenatrii financiers

200 1 A lissue du scenario
150 4 financier 1, .I’assgré recevra
 ontant minimum garant une prestation égale a la
100 Scenario financier 1 valeur du supportS; alors
\ Scenario financier 2 gua lissue du scenario 2,
50 - lassuré se verra verser le
montant minimum garanti
0 1 K.

01 2 3 45 6 7 8 910

Années

Plus généralement, I'assureur garantit donc le cemsement demax(ST , K) =S +[K - Sr]+ ou

S; représente le niveau de I'épargne a I'échéanceodtrat. Le versement d8; ne présentant pas de
risque pour l'assureur, la garantie plancher estcdéquivalente a une option de vente européenne de
supportS, de prix d’exerciceK et de maturitél .

Apparait alors une difficulté : quel tarif appliqu& cette garantie ? L'écueil réside dans le faitlal
multiplicité des scenarii d’actifs possibles. Laray@ie plancher étant assimilable en terme de flux
financiers & une option de vente européenne, larithdinanciére largement développée depuis 1973
permet de répondre a cette question.
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1.2 Tarification de la garantie

Pour simplifier le probléeme, nous considéreronsdatrat composé d’un unique support, noté
S, qui suivra, sous la probabilité historiqir, la dynamique :

ds
S A=, dt+o, dW* ol i, désigne la tendance du sous-jacent.
A

0, désigne la volatilité du sous-jacent.

A :
W™ est un mouvement brownien.

Les parametregs, et 0, seront supposés constants.

Sous les hypotheses de marché parfait (absence(te de transaction et de taxes) et complet (tctift a
est réplicable), en 'absence d’opportunités diaalge et en supposant que les opérations de préts e
d'emprunts se fassent au taux sans risque cond®éatk et Scholes parvinrent en 1973 [BLA73] a
trouver une formule fermée simple et attrayanter iéualuation d’options européennes.

La garantie s'apparentant & une option de ventepéenne sur le sous-jace, , le montant des frais
demandés a l'assuré au titre de la garantie plarichimstant initial est donc selon le modeéle dad’-
Scholes :

n=PUT(S,.K,T,r,g,)
= K.exp-rT)N(-d,)-S,.N(-d,)

Avec N() la fonction de répartition de la loi normale eéetréduite.

In{so} + (r + laf\].T

K 2
ouNT

zdl_JAﬁ

d, =

o
N

Ou est la prime initiale investie par I'assuré,
est le montant minimum garanti par I'assureur,

est la maturité du contrat,
est le taux sans risque,

est la volatilité du sous-jacent.

Q
>

Ces frais payés au titre de la garantie ne suffisependant pas a couvrir les risques de I'assukaur
effet, dans le cas d’'un scénario d'actifs défavierabl'assureur, caractérisé par une baisse deddsC,
conséquences peuvent s'avérer tres lourdes paonipagnie d’assurance. Considérons le cas extréme
dans lequel la valeur des UC devient nulle. L’éparde I'assuré est alors elle-aussi nulle et l'assu
devra le montanma><(Sr : K) = max(O, K) =K alors qu'il n'aura regu que les frald : la garantie
apparait alors trés couteuse pour I'assureur !

Pour se protéger des fluctuations liées aux mardéin@sciers, I'assureur peut mettre en place une
couverture, appelée égalemeritecging».
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1.3 Hedging

1.3.1 Introduction a la couverture en delta

L'assureur peut mettre en place une couverture lgu'permettra d'étre protégé en cas de baisse
des marchés financiers. Le but de cette couveesiree controler, voir de « cristalliser » le résulle la
compagnie d'assurance autour d'une valeur connu&vance. Gréace a la couverture financiére,
I'assureur réduit la variance de son résultat ppsme donc l'aléa portant sur celui-ci.

Appliquée a la garantie plancher, la couverturetderévidente : il suffit pour I'assureur de se pnac

sur le marché, I'option de vente vendue a I'assGependant, cette couverture parfaite ne peutndise

en place en pratique car I'option de vente n'est flmcément échangée sur les marchés financiers
(maturité trop longue, prix d’exercice trop élevé.Face a cette limite, une solution existe : celle-c
résulte du principe méme de la valorisation finareides options qui affirme que le prix de I'optist
donné par la valeur nécessaire a la mise en placeptrtefeuille délivrant exactement les mémes flu
gue I'option quelle que soit I'évolution du marcl@e portefeuille de réplication est aussi le petgle

de couverture puisqu'il délivre toujours les mérfies que I'option : il procurera au vendeur de Kmm,

les flux opposés a ceux découlant de son engagement

Ayant supposé la volatilité et le taux sans risdaieléveloppement de Taylor au second degré duderix
I'option de vente donne :
oP 10°P
dP="—_dS+>——.
0S 208

La couverture en delta est une approximation @t du développement de Taylor et la couvertare e
gamme, une approximation a I'ordre 2.

dsZ=Ads+%rds?

Le delta d’'une option mesure la sensibilité du pléxcette option par rapport au prix de son sotsra
La couverture en delta permet dans le cas d’'uneropte vente, de se couvrir contre les variatioms d
sous-jacent a la baisse. Sous les hypothéses délendel Black-Scholes, le delta d’'une option de event
est donné par :

En particulier A [ [— lO]. Plus un PUT est dans la monnaie, plus le defid vers -1. A I'inverse, plus

il est en dehors de la monnaie, plus le delta@ete delta d’'un PUT a la monnaie est de 0.5.

Lors d'une vente d'un put, le delta indique le noend’actions du sous-jacent a vendre pour créer un
portefeuille qui conservera sa valeur initiale m&ng prix du sous-jacent fluctue Iégérement. Deas
portefeuille qui a un delta neutre, tout gain (peréalisé sur la valeur des actions vendues, auitee
diminution (augmentation) du prix du sous-jacermaseompensé par la perte (gain) sur la valeur des
options de vente vendues. Une couverture dynansquwble plus adaptée : en effet, le delta changeant
constamment du fait de la variation des cours dus$acent et de I'écoulement du temps, le nhombre
d’'actions vendues doit continuellement étre rééjpstur maintenir la position sans risque.

1.3.2 Application a la garantie

Pour bien visualiser l'intérét de la couverture daita, nous allons déterminer le colt pour
I'assureur de la garantie en présence et en I'aesgehedging Pour cela, nous utiliserons la méthode de
Monte-Carlo dont le principe sera décrit plus psénient, ultérieurement dans ce mémoire.

En I'absence de couverture, nous simulons le cdursous-jacent S sous les hypothéses du modéle de

. el . , . +
Black-Scholes entre les instants initiaux et fin@tixdéterminons alors le flux de la garar{ﬂé - Sr]
que nous actualisons a l'instant initial.
Pour la couverture en delta, les positions seroppasées étre réajustées annuellement et les dedts
transaction, nuls. Nous commencons par simulevdésurs prises par le sous-jacent chaque années Nou

calculons les deltas correspondants a ces prix qiresla différence des deltas d’'une période aréau
ceci nous indique le nombre d’actions a vendre.dNmudéduisons alors le profit de I'opération menée
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Le profit cumulé est la somme du profit de I'opé@atqui vient d’étre réalisée avec le profit cumulé
précédent capitalisé. A la maturité, la positioit 8tre débouclée. Si I'option est en dehors dadanaie
alors le delta vaudra O et le colt de la couverme alors donné par le colt cumulé a la maturité
(inverse du profit). Si I'option est dans la morealors le delta vaudra -1 et le colt de la couversera
alors le colt cumulé a la maturité auquel noustajmile prix d'exercice, que I'assureur doit veraer
I'acheteur (pour un exemple numérique du principdadcouverture en delta, se reporteAatiexe A

Application numérigue

Considérons un contrat auquel est associé unetgapdancher caractérisée par :
«  Prime initiale investie S, =100
+  Montant garanti :K =100
« Maturité : T =10ans
« Taux sans risque I = 4%
Volatilité du support .0, = 20%

Avec ces données numériques, les frais demand&ssurlé au titre de la garantie s’élévent selon le
modéle de Black-Scholes & 8.06€.

Intérét de la mise en place d’une couverture en d@l pour I'assureur :

60%

40%

20%

0%

Colt de I'option de vente Zoom sur les valeurs extrémes
en l'absence et en présence d'une couverture
5%
4%
3%
2%
1%

LN s B B B B B T 0%
AN R L R G 0 Y R P H P RN R P S
Codt de la garantie Codt de la garantie
‘D Sans Couverture B Delta Hedging ‘ ‘D Sans Couverture B Delta Hedging ‘

Ces graphiques présentent sous forme d’histogratesi@robabilités associées aux colts de la garanti
actualisés a l'instant initial.

L'espérance sous la probabilité risque-neutre dii de cette garantie pour I'assureur est de 8.09&s

de non couverture et de 8.07€ si I'assureur mgplace une couverture en delta. Le codt est donc de
I'ordre des frais payés par I'assuré au titre dgdeantie quelle que soit la stratégie adoptéeeigmt,

au vu de ces deux graphiques, il apparait netteoqeah I'absence de couverture, un tel codt pré&sent
une forte dispersion alors que la couverture etadetrmet elle, de cristalliser le résultat autderla
valeur moyenne.

La mise en place d’une couverture en delta reléwredvéritable décision managériale. En effet,esi |
critere de décision est dans le cas de notre exgriiphbsence de colts de la garantie supérieua 3
alors la couverture en delta s’avérera dés plus.uMais soulignons néanmoins qu’'en l'absence de
couverture, dans 60% des cas, la garantie ne eotiem & I'assureur qui dégagera alors des profits
énormes. Ainsi, la mise en place d'une couverturalelta est une véritable décision d'entreprise et
dépend des critéres de management retenus.

Dans le cas ou I'assureur opte pour une couveenimelta, cela permet de rendre I'espérance dltagsu
de la vente d’'une option indépendante de I'évotufiture du marché. De plus, [SAR04] montre que la
variance de ce résultat est inverse de la fréqudeseéajustements du portefeuille de couvertuigsiA

les réajustements doivent étre les plus rapprogbgsible pour éviter une grande variation du saaosfjt

et réduire la variance du résultat. Cependant,élgustement de la position entraine des colts de
transaction, supposés jusqu’'a présent nuls, néoesgsour la rémunération des intermédiaires. Dans
[YOUO04], il a été démontré que ces colts dimindemésultat de maniére d’autant plus importantelgue
réajustement est fréquent. Il faut donc faire unitexge entre la précision de la couverture etcsan.
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2. Problématigue d’'une réallocation d'actifs

L'assuré en possession d’un contrat en unités deptm peut souhaiter au bout d'un certain
temps, modifier I'allocation d’actifs de son contcaest-a-dire opter pour un support différent, sphwu
moins risqué. Cet attrait pour une nouvelle unieé abmpte peut s’expliquer par exemple, par de
meilleures performances dans le passé de cetteéderpar rapport a I'actif du contrat de l'assuré.
L'assuré sera alors tenté de changer de suppcesgérant bénéficier de meilleurs rendements. lte fai
d’accorder a I'assuré la possibilité de réallowmr épargne s’inscrit dans un objectif marketing blit est
de satisfaire au maximum le souhait du client esiaide permettre la souscription d’'un nouveau ebntr
ou alors sa reconduction au sein de la compagagsdirance.

Nous pouvons alors nous demander quel impact @lecétion d’actifs au sein d’'un contrat en unitiés
compte crée sur la garantie plancher. Plus préeisgmuelles sont les conséquences d’'une réalbocati
d’actifs en terme de co(t sur cette option de v@niidais également, quelles sont les conséquences en
terme de couverture ?

Pour répondre a ces questions, nous devons d'amongrendre en quoi le tarif de la garantie va étre
modifié en présence d’une réallocation d’actifs.
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Chapitre 2 : TARIFICATION DE LA GARANTIE
EN PRESENCE D'UNE REALLOCATION D'ACTIFS

Le but de ce chapitre est de tarifier la garantengher décrite dans le précédent chapitre
associée a un contrat en UC ou I'épargne est limitiant investie sur le suppofs, et pour lequel

I'assuré réalise une réallocation vers le sup|@yta l'instant déterministd =t

Pour cela, nous allons adapter I'approche martengpli permit initialement d’obtenir un éclairage
nouveau quant au modeéle d'évaluation des optionBldek-Scholes, a savoir que sous certaines
conditions, le prix d’'une option doit étre égalieapérance actualisée de ses gains futurs.

1. Modélisation du cours du sous-jacent

La premiére étape dans la tarification de la gézaeét de modéliser le cours du support sur
lequel I'épargne est investie.

ds
Rappelons la dynamique du supp&j sous la probabilité historiqul® : S—A = ,uA.dt + UA.dWA.
A
d
Le nouveau jacent notéS; aura pour dynamiquesi = Ug dt + Oy .dWB sous la probabilité
B

historique P avecdW*.dW°® = p.dt.

Nous supposerons par la suite que les paramgireso ,, U, et Oy sont constants.

A l'instant de réallocation, nous avons donc :

SRea" S0 eX[{( %Uij'tReall + UA 'Vvt:;a"j
B 1, B
Et S Sb-exl{(ﬂs - EJB ]'tReall t 0g 'VVtRea”j

Avec Vvt: all = p tR all Vl '0 tReaH et dVVtRAean 'd\Ntr:au =0

Nous en déduisons alors le nombre de parts Roti supportS; , que le capital obtenu grace au
supportS, permet a I'assuré d’acquérir a l'instant de réateon :

S 1 1
n= S% =€EXQ | Ua _50-2 Real ~| Mg ~ 2 2 trear JA'VVt:ea” 4 -\Nt,ia"

En multipliant ce nombre de part par la valeurléndu supportS; , nous pouvons déterminer la valeur
finale du sous-jacent que I'assuré possede :

S, =nS’ =n§_.e ’{(:UB _%Ué j(T ~trea) * T '(\NTB -W, )J

1 1
:exr{(:uA_zazj Reall (IUB E ztheall-'-o- Vvt:\ I _O-B'Vvt:’eau}

1 1
So-exf{(,us _Eaé j'tReall to Vvts ”] ex{(ﬂs _Eaé j(T _tReaII)+ Og -(VVTB _\Nt:ea” )j
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Au final, il vient :
- 15 15 A ( B B )
Sy = Sp.ex :uA_EO-A Trear T| Mz _EJB -(T _tReau)"'aA-\NtRea” + 0y W, _VVtRea”

Dans cette expression, le coefficient de corrétajid qui existe entre les deux sous-jacefis et Sg
n’intervient pas. En effet, ce coefficienp décrit une dépendance spatiale entre les deuxs.cour

Autrement dit, & un instant donné, selon la perforee du sous-jacei®, , le supportS; aura tendance
a performer d’une certaine maniére en fonctioredealeur deQ :

- si p<O0, la dépendance est négative et une hausse (respeent une baisse) dS,
entrainera une baisse (respectivement une hausss) d

- si p>0, la dépendance est positive et une hausse (respeent une baisse) d&,
entrainera une hausse (respectivement une baisss) d

- si p=0,ilyaindépendance des trajectoires.

Le coefficient de corrélationo traduit une dépendance spatiale et non pas teltgpoBans notre

problématique, nous nous intéressons a la modélisde sous-jacents sur deux périodes temporelles
distinctes. La dépendance ne se propageant pasleldaemps, le coefficient de corrélation n'a pas a
intervenir.

De plus, I’accroissemenWTB -W?° puisqu'il y a indépendance des

tReall I
accroissements des mouvements browniens. Parrajlieous supposerons que les accroissements passés

des mouvements browniens du suppBgt sont indépendants des accroissements futurs degements

est indépendant dM/t:ea

browniens du supporS; du fait que cela porte sur deux sous-jacentsndisti Autrement dit, nous
avons W,® —W,®
Real

. s A B . Lz
géométriquesW,” et W,” par un mouvement brownien générique que nous noomsdV, : nous

. Z A .
) indépendant déNtR . Nous pouvons donc remplacer les mouvements bemsni
eal

avons alors bieW\; _VVtRea indépendant thRea” par la propriété d'indépendance des accroissements.

Au final, nous obtenons :
_ 1, 1, ( )
S =S-exp | Ua _EJA trear | Mg _EJB -(T _tReau)"'UA-VVtRea” +og. Wr -W,_,

Considérons le sous-jacef caractérisé sous la probabilité historicfde par la dynamique suivante :

:uA Slt < tReall
:uB Slt > tReall

d?s =y, dt+ o, .dW, avec /4, latendance telle qug/, = {

o, Sit<to.

0, la volatilité telle queg, = .
UB sit> tReall

W, un mouvement brownien.

En appliquant le lemme d'ltd [ITO51] &, =In($), nous pouvons montrer qu'a partir de cette
dynamique, nous obtenons la méme valeur a la ntque celle précédemment établie.
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Nous avons :

1 2
dY, = 0dt+—dS -+ _d(s,
s 2(s) (%)
=y dt+ o, dW, - 1) o2(S, 2.t
=y dt+o,.dW, - =g’ .dt

= (,ut - % afj.dt +0,.dW,

Puis en intégrantentre O et T :

Y, -Y, =](ut—2 jdt+ja dw,

S =5, ex;{j U - dt+ja dWJ

Avec les conditions sur les parametres, le coursodis-jacent sous la probabilité historique s'étwitc :

1 1
S = So-exf{(/JA _Eaij-treean +(IUB _Eaé j(T _tReall) to, W, 0 '(\NT -W, )J

Remarques

> Pourty,,, =0 (i.e. dés le départ, la garantie porte sur le Bausous-jacen; ), I'expression
1
devient S; = So.exp{(,uB —EUé T +0, W, |, expression qui caractérise bien la
dynamique d’'un sous-jacent de tendariég et de volatiliteoy .

> Pourtg.,, =T (tout se passe comme s'il n'y avait pas de réatlon), la dynamique se réécrit
1
S = So.exp{(/,lA —EaijT + JAWTJ . il s’agit bien de la dynamique d’un sous-jacent
de tendancel/, et de volatiliteT , .

Par la suite, pour obtenir le prix de la garanéallouée, nous considérerons qu'il s’agit de tarifiee

option de vente portant sur un seul sous-jac@rdont les caractéristiques (tendance et volatilisé)ent
au cours du temps en fonction de la date de réditot Autrement dit, la dynamique de ce sous-jacen

S sera sous la probabilité historiqé :

Ha Sit<tp,
Hg SIt>1tp,
o, Sit<to.
Oy Sit>tgy,

d?s = U, dt+ g, .dW avec W, latendance telle qug/, = {

0, la volatilité telle qued, 2{

W, un mouvement brownien.
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Application numérigue

Considérons les données numériques suivantes :

Prime initiale investie S, =100
Maturité : T =10ans

Date de réallocationt =5ans

Reall

Paramétres avant réallocations, = 2% et g, =20%

Paramétres aprés réallocatiop/;, = 3% et g, =30%

Présentation de 10 scenarii d'actifs

NN W W

o g o w’m

o O OO
I I I ]

100 -3

]
o
I

Cours du sous-jacent
[
[6)]
o

o

Avant réallocation Aprés réallocation
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2. Introduction de la probabilité risque-neutre

L'étape suivante de la tarification est de contrla probabilité risque-neutre. Pour cela, nous
adapterons la méthodologie proposée par F. QuiRardn, Mathématiques financiergp 190 a 194), a

notre problématique.

Notons r le taux d’intérét sans risque, supposéteoih

Introduisons la mesur€) définie par la densité de Radom-Nikodym :

T/, 2 T/, _
@:ex —1.[ M dt+J. ﬂ dW
dpP 2 o, AL

0

Q est appelée probabilité risque-neutre.

D’apreés le théoreme de Girsanov,

A

t
r —
W, =W, —J.E Hs jds est un Q mouvement-brownien.
o
0

S

Dés lors :

d—s‘z,u.dt+a.dW
S( t t t

=y, dt+o,dw, +at[r e jdt
o-t

= r.dt+ath§/t

Ainsi, sous la probabilité risque neutre, seuledktilité est modifiée lors d’'une réallocation,tendance

restant égale au taux sans risque quelque saittéaadiaquelle nous nous plagons.

En appliquant le lemme d'Itd ¥ = In(S) comme précédemment, la valeur du sous-jacentrefarité

peut étre vue comme :

1 1
S = So.exy{r.T —Eai.tRea"—E

o5 -(T B tReal\) to AWRea,, +t0g W _WReau)]

Considérons la valeur de I'actif actuali§& = § exr(— rt).

En particulier, en appliquant le théoréme d’Ité :

dS, = -rS, exp(- rt)dt + exp(- rt)dS
= —1Sdt +rS, exg(- rt)dt + 0, S, exp(- rt )dW,
= - 1S dt+ S,dt + 0, S dW,
= at§tdv§/t

La dérive étant nulle, nous déduisons dyeest une Q-martingale.

Ainsi, sous la probabilité risque neutre, la valeer’actif actualisé est une martingale.
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3. Pricing de la garantie

Notons P(S,K,T,r,UA,tRea",JB), le prix a linstant initial de la garantie assieia un
contrat en UC pour lequel I'épargne est investiewsusous-jacent caractérisé par une volatilitBailei
O , puis réallouée vers un actif de volatilitg; a l'instantt = t;,,,. Le montant minimum garanti est

K, la maturité T et le taux sans risque supposé constant,

Comme sous la probabilité risque neutre, le pagoftialisé est une martingale, le prix a l'instanitial
de la garantie est donné par :

P(S,K, T, r,JA)tReaII’UB) = EQ |-(K ; Sr )+ exd_ il )]
= exd— rm ).EQ [(K - Sr )l sr<K]
= exf~ 1T )KQ(S <K)-exp-IT)E, s Sr<"]

3.1 Tarif de la garantie en présence d’une réallocatiofactifs

3.1.1 Calcul de Q(S < K)
Rappelons la valeur du cours du sous-jacent a tarittg sous la probabilité risque-neutre :
S = So-exl{r-T _%ai'tReall _%Ué -(T _tReaII) + JAWRea,, t0g w _VVtRea,, )j
D'ou :

1 1 ~ A ~
Q(Sr < K) =Q So-EXF{V-T _Ea/zx-tReau _Eaé -(T _tReaII)+ JA-VVtRea” + JB'6NT _VVtRea” )j < KJ

~ ~ ~ K 1 1
= Q JA'\NtReau + UB '6NT _\NtReau)< ln(gj —rT+ Eai'tReall +§UI§ (T _tReaII)J

K 1 1
= Q Oa- tReallgl + JB'\/ T _tReaIIEZ < In(g] -r.T +§ai'tReall +§JI§ (T _tReall)j

Avec &~N (0,1) et &,~N (0,1)

& Ue, du fait de 'indépendance des accroissements eeniens.
K 1 1
= {‘93 < ln{gj -rT +§ Oi'tReaII-*-i 0’; (T _tReaIDj
ou ‘93 - N(O' a-i'tReall + Ué (T _tReaII))

|F{KJ - +} Oi'tReau'*'} Ué '(T _tRea|D
$) 2 2

\/Oi 'tReaII+ 0‘; (T _tReaID

=Q¢, <

ot £, ~ N(01)
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Conclusion:

Qs <K)=N(-d,)

S
Inf| = |+rT _}Ui-tReau _10-; (T _tReall)
\ K 2 2
ou d, =

\/Ui 'tReaII + Jé (T - tReall)

3.1.2 Calcul de Ey[Sr.Is, < K]

Sous la probabilité risque-neutre, le cours du-$acsnt a maturité est :

1 1 ° n A
ST = SO'exir'T _E Ui'tReall _E Ué (T _tReall) + UA'VVtReau + 0y (V\lr _VVtReaII )j

D'ou :

1 1 A ~ N
E, [Srl Sr<K ] = So-exr(r 'T)EQ {GXF(_EU/ZA-tReau - Eaé -(T - tReaII) + O-A'VVtRea” +t0g '6NT _VVtRea” )jl S <K J

Définissons la probabilitQ* par la densité de Radom-Nikodym :

do’ 1 1 " ~ ~
& = eXF(_ E Ji 'tReaII - E Ué (T - tReall) + Oa 'VVtRea” + Og '6NT _\/\/tReaH )j

1T T R
= ex;{——jaﬁ.deat .dVVtJ
20 0

D’aprés le théoréme de Girsanov,

~ t
W =W, —J.O's.ds estunQ" mouvement brownien
0

Dol EQ[sr|S¢<K]:So.exp(r.T)EQ*L|s¢<KJ
= S,.exprT)Q (S, <K)
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DéterminonsQ’ (S, <K ) :

Q' (S <K)
. 1 1 A A A
Q SO'eX{r'T - 5 0-/2-\'tReaII - 5 Ué (T _tReaII) + O-A'VVtRea” + JB 6/\4 _V\/tRea|)j < K]
. 1, 1, A 2 VI 2
Q| S-expr.T _EUA'tReaII _EUB -(T _tReaII) O W O teq T O { W -W__ |+ 05 -(T _tReaII) <K

;0-; -(T - tReall) t0, -\NtRea” +0g (er _WR%” j < K)

Q* S0 eX{r T + ;J tReall
. 2 2 2 K 1 1
Q| oW, +0g (\Nr _WtRea”j < ln(SO j —rT- 5 = Op e~ 5 ~o; (T _tReaII)J

. r— e K 1 1
Q UA' tReall“gl + JB' T _tReaII"gZ < ln(so j —rr- 2 Ui Reall 5 O-é (T _tReaII)]

K 1 1
ln(Soj_rT - ZUi Reall Eaé'(T_tRedl)

ol &, ~ N(03)
\/Ui 'tReaII + 0-; (T - tReall)

N(_ dl)
Conclusion:
EQl.Srl ST<KJ = Sb.exp(r.T)N(— dl)
ou N est la fonction de répartition de la loi normadairée réduite.

|n[SK0j + r.T +;0-/2.\'tReall +;J§ '(T _tReaII)
d -

: VO e + 02T ~tren)

3.1.3 Tarification finale

En réinjectant les valeurs trouvées, nous obtenons

P(S’K! T, r’JA'tReaII’JB) = exd_ rT)-K-Q(Sr < K) - exd_ rT)-EQlSrl Sr<K]
= exp- rT)K.N(-d,)-exp-rT).S,.exrT ).N(-d,)
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Au final, il vient :

P(S.K,T,1,0,,t e O ) = XA~ 1T )K.N(-d,)-S,.N(-d,)

In 5 +r.T +}ai'tReall+£aé'(T _tReaII)
K 2 2

Avec d, = > >

\/JA 'tReaII + UB (T - tReaII)

d2 = dl - \/O-i'tReall + Ué (T _tReaII)

Remarques

> Pourty,, =0 (i.e. dés le départ, la garantie porte sur le pauvsous-jacens; ), la formule

précédente devient la formule classique de Bladiel®s d’'un PUT de sous-jacefs; .

» Pourty,, =T (absence de réallocation), la formule précédeeniedt la formule classique de
Black-Scholes d'un PUT de sous-jacey .

Ces deux remarques cohérentes sont un premier no@yealider cette formule.

Remargue

Pour 0y =0, il vient P(S,K,T,1,0,,tren05) = P(S.K T,1,0 1, taean 0a) = P(S.K, T,1,0,),

soit le prix d’une option de vente portant sur onssjacent de volatilitég , . Tout se passe comme s'il
n'y avait pas eu de réallocation.

Comment s’assurer que cette formule théoriquearstcte et qu’elle donne le bon tarif pour la gtieafi
D’une part, nous allons valider ce modéle en \amifique les valeurs obtenues par la formule coectrd
avec celles issues de simples simulations.

D’autre part, nous effectuerons un rapprochementmadéle RSLN2 qui peut étre adopté a notre
probléme d'évaluation de la garantie complémentairgprésence de réallocation d'actifs au sein d'un
contrat en unités de compte.
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3.2 Adéquation du modele aux simulations

Afin de valider le modéle précédemment établi,snallons faire appel a la méthode de Monte-
Carlo et vérifier que les valeurs obtenues avdorlaule analytique coincident avec les valeursasgies
simulations. La méthode de Monte-Carlo s’appuiel'sugument de la Loi Forte des Grands Nombres :
en effectuant un nombre suffisant de tirages alé&mola moyenne empirique converge vers la moyenne
théorique.

3.2.1 Présentation de la méthodologie

Rappelons I'énoncé de la Loi Forte des Grands Nesbr

Soit X X, des variables aléatoires indépendantes et ideatitgnt distribuées,
intégrables,
1 n p.s

Alors, —z X 4 E(X)

n i=1 n-o

Le Théoreme Central Limite précise :

Soit Xiea X, des variables aléatoires indépendantes et ideatiggent distribuées,
d’espérance finiém ,
de variance finiw” aveas >0 |
n
> X, —nxm
o Loi
Alors, = N(02)

U\/ﬁ nj:o

Ce théoréme permet notamment de construire dasatfies de confiance qui permettent un encadrement

précis des résultats obtenus par simulation. Lriratiée de confiance au niveau de confiancéldeq est
donné par :

Y i; m+Z, 9 | ou Z estle quantile d’une loi normale centrée réduite.
% \/ﬁ % \/ﬁ M est la moyenne empirique.
O est I'écart-type empirique.

E(X)D{m—z

Pour trouver le tarif de la garantie, nous commasgear simuler le cours du sous-jacent :

2
o
« det=0at=ty,: S\M =S ex;{(r —7’*}1%&" + 0 g/ treal .81]
2
o
e det=t, ,at=T :S = S\M ex;{(r —7BJ.(T —tRea")+ O T —trea .52]

En particulier,&,; ~ N(O,l), E,~ N(O,l) etg Ue,.
Nous nous intéressons alors a la valeur liquidativeontrat. Cette derniére est définie par :

VL, =n.S ou VL, représente la valeur liquidative du contratstantt
N, représente le nombre de parts possédées parréast,

S représente le cours du sous-jacent a l'instant
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Nous verrons l'intérét de cette écriture ultérieneat : dans notre cagJt n, =1.

Enfin, nous calculons le payoff actualisE’K —VLT]+ exr(— r.T)

Pour obtenir un résultat qui converge, nous effatiucette démarche 1 000 000 fois et renvoyons la
moyenne des payoffs, ce qui nous donne le ta@ad.fin

Remargue

Pour simuler une loi normale centrée réduite, ndilisons 'algorithme de Box-Muller qui fait appél
des transformations de lois uniformes :

Simuler une réalisationl; de U, ~ Unif ([0,1])
Simuler une réalisatiodl, deU, ~ Unif ([0,1]) avecU, OU,

Renvoyer,/— 2.In(u, ) coq2.77u,)

Remargue

Tout au long de ce mémoire, nous utiliserons Iméede « valeur liquidative du contrat » pour désign
I'épargne de I'assuré disponible sur le contrateités de Compte. Par abus de langage, I'expresigon

« provisions mathématiques » est communémentésili€ependant, dans cette expression de PM, sont
inclus outre I'épargne, d'autres provisions comras provisions réglementaires. Ne nous intéressant
gu'au produit de base et non pas aux provisionss metiendrons donc le terme de la valeur liguieati
(VL).

3.2.2 Application numérique

Considérons le contrat avec les caractéristiquearses :
*  Prime initiale investie S, =100
«  Montant garanti K =100
e Maturité : T =10ans
+ Taux sans risque I = 4%
*  Volatilité avant réallocation o, = 20%

*  Volatilité apreés réallocationgy = 30%

Nous retiendrons un seuil de 95% pour l'intervdieconfiance.

Comparaison des valeurs théorigues et des valeussues de la simulation
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Put issu de la simulation
Date de Put - <
. ) . Valeur Intervalle de confiance a
réallocation théorique
moyenne 95% .

0 16.41 € 16.42 € 16.39 € , 16.46 € I'y a donc bien convergence
1 15.70 € 15.73 € 15.69 € | 15.77 € des valeurs issues de la
2 14.96 € 14.94 € 14,90 € | 14.97 € ; ;
3 14.20 € 14.20 € 14.16 € ! 14.23 € tSI‘I]ITIU|-atIOI'I éel’S. la I.dva|eL|JI’
4 13.42 € 13.44 € 1340€ ! 1347¢ eorique.  Lect  valide le
5 12,61 € 1258 € 12.55€ | 12.61 € modéle présenté précédemment.
6 11.77 € 11.75€ 11.71 € i 11.78 €
7 10.89 € 1091 € 10.88 € | 10.94 €
8 9.99 € 10.02 € 9.99¢€ | 10.05 €
9 9.04 € 9.03 € 9.01 € i 9.06 €
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3.2.3 Adaptation de la couverture en delta mise en place
Dans le chapitre 1, nous avons vu que l'assureuvagibfaire le choix de mettre en place une

couverture en delta pour se protéger des fluctnatites cours du sous-jacent. Cette couverturesaépo
sur la constitution d'un portefeuille de réplicatigui assurait au vendeur de l'option de recevedr |
mémes flux que ceux qu'il devait a I'acheteur.

Dans le cas d’'une réallocation d’actifs au seirtalotrat en unités de compte, la garantie compléament
étant impactée, I'assureur va devoir adapter saerture en delta pour continuer a étre immuniseurP
cela, la compagnie d'assurance devra déterminealéur du delta de I'option non plus avec la vitati

du support initial mais avec celle du nouveau supgés lors qu'il y a eu réallocation.
Plus précisément, nous simulons le cours du smesfa&haque année via la formule :

S =S5, ex (r —%ZJ+J.£1

Avec &~ N(O,l)

o=1%4 si.t < trea
UB Sit > tReaII

S, la prime initiale investie.
Ensuite, nous déterminons la valeur du delta pbagoe année :

A = _N(_ dl)

In(stj+(r +02J.(T ~t) _
K 2 _ {O'A Sit < tpeu
et 0=

ovT -t Og sit > tReall

Avec d, =

Ceci nous indique le nombre d’actions que I'assudeit vendre pour étre couvert contre les flugareat
du cours du sous-jacent.

Ce portefeuille de réplication délivrant les mérfies que I'option est un autre moyen de validetdsf
de la garantie établi précédemment comme le md'apelication numérique qui suit. Pour cela, nous
reprenons les mémes valeurs numériques donnéesdprament et réitérons le processus 100 000 fois.

Comparaison des valeurs théoriques
et des valeurs issues de la couverture en delta

Date de . Portefeuille
. - Put théorique] .
Réallocation répliquant

0 16.41 € 16.42 € Les flux du portefeuille répliquant
1 15.70 € 15.67 € sont bien trés proches du co(t de
2 14.96 € 1497 € la garantie.
3 1420 € 14.21 €
4 1342 € 1341 €
5 12.61 € 12.63 €
6 11.77 € 11.77 €
7 10.89 € 10.90 €
8 9.99 € 9.99 €
9 9.04 € 9.03 €
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3.3 Rapprochement au modéle RSLN2

Un autre type de démarche pour tarifer la garamtiprésence d’'une réallocation d’actifs au sein
d’'un contrat en UC consiste a rapprocher notrelproatique de réallocation au modéle RSLR2gime
Switching Log-Normal Model & 2 étatsprés avoir expliqué en quoi consistait ce modebtais verrons
comment I'adapter a notre probleme.

Le modéle RSLN 2 est un modéle a changement dddat, I'intérét a été souligné par Mary R.Hardy
[HARO1], [HARO3] et qui présente une popularitéissante chez les assureurs. L'idée de ce modéle est
gu'il existe deux états du monde :

- un état « bas », a faible volatilité, appelé régines caractérisé par les paramettgset g, ,
- un état « haut », & volatilité élevée, appelé réginet caractérisé par les paramegset g, .

T
Les périodes d’observation sont de durée égad & — ol T est la date de fin d’observation. D’une
n

période a l'autre, I'état du monde peut changeéwe conservé, selon des probabilités donnéesrgar u
matrice de passag¥l , de la forme :

M; = ( P plzj Ou Pp=1-p, et Py =1-p,y.
P21 P

La probabilité P; représente la probabilité de passer a I'§tasachant que I'on était dans I'état En

notant 0, (111,21 I'état du monde e, p. =P = jlo. =i). Ainsi, le fait d’étre dans I'état bas
pt pu pt+1 J pt

ou I'état haut ent +1 ne dépend que de I'état précédent. Ceci traduitalactére markovien de la
variable.
La calibration de ce modeéle se fait en utilisamstimateur du maximum de vraisemblance. Les

parametres sont alors au nombre de spt;, 0;, U,, O, ainsiqueP,, et P,;.

Intéressons-nous a la distribution de probabifigsr la variable aléatoir&® représentant le nombre total
d’années passées dans le régimd:x’LD{O,l...,T} )

Notons R, le nombre total d'années passées dans le régitaedl'intervalle de tempEt,T].

Remarquons quik = R;.

Introduisons P(R = r|:0t—1) pour r D{O,l,...,T —t}
En particulier, P(RT_l = O|,0T_2 = 1) est la probabilité de ne pas avoir passé la der@ignée dans le
régime 1 sachant que I'on y était I'année précédddipu I:’(Rr_1 = 0|/OT_2 = 1) =P,
De méme, F’(RT_l = ]l,OT_z = 1) = P
PR =0lor2 =2)= P,
PR =1p0r, =2)= pay
Ensuite, nous pouvons tenir un raisonnement ré&a@ partir de ces valeurs :
P(R_, =t|or =1)= PR =1 =1, =1)+ p,.P(R = 1|0, = 2)
Avec r 0{01,2}

Mémoire IA — Audrey GAUTHIER - ISFA 2008 28



En effet, aprés I'étape de transition, a l'instdnt-1, nous nous trouvons :
- soit dans le régime 1 (g2;_, =1) et il reste alord’ —1 jours a passer dans le régime 1,

- soit dans le régime 2 (g9;_, = 2) et il reste alord" jours a passer dans le régime 1.

La premiére possibilité a pour probabilité d'ocemce p,, et la secondep,,.

Pour p;_; = 2, nous pouvons tenir le méme raisonnement et itvie
P(RT—z = r|:0T—3 = 2) = pzl'P(RT—l =TI _:qu—z :1)+ pZZ'P(RT—l = r|10T—2 = 2)
Avec r 0{01,2}

En généralisant ceci pour tout instdrit] [O,T - 2], nous obtenons :
Or o{oa,...T -t}

P(R[ = r|:0t—1 :1) = pll'P(R[+1 =TI ‘let :1)+ plZ'P(R[+1 = r|pt = 2)
PR =ros =2)= pu PR =1 —1p, =1)+ p,, PR, = 1|0, = 2)

Au final, en utilisant les probabilités stationmesi7z, = —Pa et 77, = L nous trouvons
Pz * Pas Pz * Pay

la distribution de la variabldR :

P(R=r)=P(R, =r)=m.P(R, =r|p, =1)+,.P(R, =r|p, = 2)

Le modéle RSLN repose sur la probabilité historigdiaprés Mary R.Hardy dans Regime Switching
Model of Long Term Stock Return RSINMrth American Actuarial Journal, 2001, il est cagent
possible d'utiliser ce modéle pour évaluer desamsti en exhibant une probabilité risque-neutre. Le
marché avec changement d’'états n'étant pas compleiiste plusieurs probabilités risque-neutres
équivalentes a la probabilité historique. Il faldra retenir un critere pour en sélectionner unery
R.Hardy utilise alors la probabilité qui rend innées les probabilités de transition lors du passaga
probabilité historique a la probabilité risque-meut

En utilisant la distribution de probabilités dd, il est possible d'évaluer des options européennes
Conditionnellement &R, le prix de I'actif Sr|R suit une distribution log-normale dont les paragst

dépendent deR .

Ainsi, le prix d’'une option de vente est donné par
PUT(S,, K, T,r) = Eglexd-T)E, [maxK - S; O)R]]
= Eq[BSHR)]

= i P(R=r).BSHR=T)

ou  BSHR)=K.exg-rT)N(-d,(R))-S,.N(-d,(R))

i +rT +1.af.R+1.a§.(T -R)
K 2 2

Avec d,(R)= et d,(R)=d,(R)-yo7.R+0%(T -R)

Jo2R+d%(T -R)

P(R = r) a été présenté précédemment.
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Nous pouvons adopter ce modeéle a notre problémeffEn une réallocation d’'actifs peut étre consieé
comme le passage d'un état du monde a un autre réatlocation vers un actif plus risqué se tragait

le passage du régime 1 vers le régime 2 et unlmecétibn moins risquée, du régime 2 vers le réglme
La variable R représente linstant de réallocation et la disiitm de probabilités ddR peut étre vue
comme une loi d’arbitrage, dont nous n'avons pbostant pas traité.

Si nous retenons un instant déterministe de réilmt que nous modélisons en choisissant

P(R:tReall) =1 et P(R: r) =0pour I #tg,,, nous retrouvons bien la formule établie au
paragraphe 3.1.3 de ce chapitre.

La tarification retenue pour la garantie en présatiane réallocation d’actifs dans le contrat eitésnde
compte apparait comme pertinente a la vue de &misésultats concordants. Au-dela d’'une modificatio
du prix de la garantie complémentaire octroyée,réalocation d’actifs implique donc une modificati

des engagements de I'assureur vis-a-vis de I'asQuéls sont ces nouveaux engagements et comment
les modéliser ?

4. Maodification du compte de résultat de I'assureur

La vente de la garantie initiale impacte le congeerésultat a I'instant initial, de la compagnie
d’assurance de telle sorte :

Compte de résultat

I1 P(S.K,T,r,04)

Le résultat dégagé d’une telle opération est nulecaontant unique de fraisl est déterminé telle que
N=PSK,T,ro,).

Une réallocation d’actifs impacte le compte de tésue I'assureur puisque ce dernier ne doit dés |
plus P(S,K,T,r,csA) mais P(S,K,T,r,UA,tRea",JB). Le compte de résultat a linstant initial
s'écrit alors :

Compte de résultat

I1 P(S.K.T.1,0a,tRean0B)

Une réallocation fait naitre chez I'assureur uniltés donné par :

RReall = rl - P(S’K’ T' r.’GA ’tReaII'GB)'

Ce résultat est le résultat de réallocation :steealors a savoir s'il s’agit d’'une perte ou dhgnéfice !
Nombre de paramétres impacte ce résultat et nougops nous demander quels sont ceux sur lesquels
I'assureur peut influer. Notamment en cas de psttegquels paramétres I'assureur pourra-t-il jquair
minimiser le colt de la réallocation ? C’est ce gaas étudierons dans le chapitre suivant.

Mémoire IA — Audrey GAUTHIER - ISFA 2008 30



Chapitre 3 : ETUDE DESSENSIBILITES

Une réallocation d’actifs engendrant la naissanten désultat positif ou négatif chez la
compagnie d’assurance, nous souhaitons mettrerdgsiparamétres sur lesquels I'assureur peut jouer
pour maximiser son gain ou tout du moins, minimgeEs pertes.

1. Parameétres modifiables

Une premiére idée pourrait étre de modifier le raontninimal garantiK . En effet, la garantie
ayant une relation positive avec ce montant (s & montant minimal garanti est élevé, plusdeagtie
est chére), I'assureur pourrait diminuer le montgentanti en cas de réallocation défavorable poiur lu
Cependant, cet acte n'est d'un point de vue comalerpas du tout favorable ! Ce mémoire ayant pour
objectif de s’inscrire au plus pres de la réaliténsdbnde des affaires, nous ne donnerons donc fiasasu
cette piste.

De méme, nous pourrions jouer sur la maturité dgalantie en la modifiant mais, la encore, celava
I'encontre des pratiques commerciales.

Intéressons-nous désormais aux parametres suelesgucompagnie d’assurance peut réellement ipflue
a savoir la volatilité du nouveau support et laeddé réallocation. Pour cela, nous allons calclaer

sensibilité a ces paramétres, du prix de la garartiprésence de réallocation au sein du contr&tCen
auquel elle est liée.

2. Sensibilité a la nouvelle volatilité

Repartons de I'expression précédemment établie :

P(S’K1T7r’GA7ReaII7 ) EX[Z(—I‘T)KN( 2)_So-N(_d1)

En dérivant par rapport a la nouvelle volatil#®, , il vient :

OP(S,K, T,1,6 4+t a0 ) od, .
eal = —exp(-rT)K.—=N'(-d ——N'(~d
aa'B exr( r ) aUB ( 2) OO'B ( 1)
Avec en particulier, d,=d, - \/O'i.tRea" +0; -(T - tReaII)
Dol adz — adl _ UB (T _tReall)
005 005 |02 tp+ T2 (T ~toew)
Puis :
RS K, T 1,00 treaOs) exm_rT)K_zN( e T T ~trea) N'(=d,)
60-3 UB 60'3 \/02 tReaII-'-a-2 (T tReall) 1
6d2 ( ' ' ' Y (T_t H)
=—2 (—exg-rT)K.N(-d,) + S .N(-d,)) +S,.N(-d,) B Rea
60'3 ’ ' 1 \/Ui'tReall-'-a-é'(T_tReall)

Or, comme démontré émnexe B — exy:(— rT ).K.N'(— d2) + SO.N'(— dl) =0
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Conclusion

aP(S,K, I,I,G ,t ",GB) O-B(I Reall) N'(—d )
A Real - S . 1
E B \/ A *Reall B '( Eeall)

aP(Sst T, r, JA’ tReaII’ UB)

>0 0t
aUB Reall

En particulier,

Ainsi, en maintenant tous les autres parameétrestants, le prix de cette garantie est croissant &ve
nouvelle volatilité.

Ceci est en accord avec l'intuition selon laquelles la réallocation se fait vers un actif présentae
forte volatilité, plus le risque s’accroit et dgolas la garantie est chére.

Puisque le prix de la garantie ayant subi une agéatlon est croissant avec la volatilité du nouveau
support et que nous avons remarqué dans le pahmgrap3.1.3, [I'égalité

P(S,K, T, r,UA,tRea",UA) =T1, nous en déduisons que :
Oo,<0, P(SK, T,1,0 4, tgeu 05 ) <1 et Reey 2 0

U og>0, P(S’K’T’r’aA'tReaII'JB) >T1 et Rrear <0

Au vu de ces résultats, il apparait qu'une réationavers un actif moins risqué de la part de més
s'avere étre « une bonne affaire » pour l'assupsque dans ce cas, la garantie en présence d'une
réallocation d’actifs a un tarif moins élevé quegéaantie vendue initialement.

A l'inverse, en cas de réallocation vers un adiisgisqué, la garantie présente alors un tariegepr

aux frais payés par I'assuré au titre de la gagainitiale. Il faudra donc trouver un autre finamemnt

pour combler cet écart.

Le second parameétre sur lequel I'assureur peutrjese I'instant de réallocation. Intéressons nous
désormais a la valeur temps de I'option vendue.
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3. Sensibilité a la date de réallocation

Soit  P(S,K,T,1,0 4, tpean 05 ) = €XP(- T )K.N(-d,) - S,.N(-d,)

Reall 14

La dérivation par rapport & la date de réallocatigg, donne :

OPIS K, T,1,0 5 tgean O ) _ od , od ,
( atRe:l\l = )__eXd_ I’-l-).K.atRezall N (_dZ)-'-SO.atRelaII.N (_dl)
De plus commed, =d, — \/O'i.tRea" +02 (T —tgyy) . nous obtenons :
od, _ od, _ i -0}
atReall atReall 2\/0'2 'tReaII + Ué (T - tReaII)
En réinjectant, il vient :
GP(S K, Tt Reall’UB) exr@—rT) 6d2 N'( )+Sb 0a=0% N'(—d )
atReaII atReall Reall 2\/02 tRea||+U|§ (T tReall) 1
= % (o mKN(d)rSN(a S %% N(-a)
atRea" 2\/ Reall+a§ - tReall)

puisque—exp(— T )K.N'(=d, )+ S,.N'(- d,) = O (cf. Annexe B nous obtenons :

OP(S K, T.1, 0 toeann T) _ g5~ 0% N'(-d,)
- 1
Ot pea 2\/0-,i trean + Ué (T - tReaII)
Et (
OPS. K, T,1,0 5, treans O :
A Reall B) > O SI O'B < O-A
atReall
<0 si o, >0,

Le prix de la garantie en présence d’'une réallonati’'actifs au sein d’un contrat en unités de
compte est donc une fonction croissante de la datecallocation si l'allocation se fait vers unifact
moins risqué et une fonction décroissante de la datréallocation si I'allocation se fait vers wtifgplus
risqué. La encore, ce résultat peut étre presaqumibri.

La sensibilité a la nouvelle volatilité a montréeda réallocation est profitable a I'assureur danus les
cas, des lors qu'elle a lieu vers un actif moisguié. La sensibilité a la date de réallocation pejoste
d'ajouter que cette réallocation bénéficie d’aufalos a I'assureur qu’elle est réalisée dans les ptefs
délais.

A linverse, une réallocation vers un actif plusquié engendre un colt pour I'assureur, mais ce codt
diminue au fil du temps. Une premiére idée seraitcdd’essayer de retarder cette réallocation plus
risquée. Le contrat pourrait par exemple comparter clause imposant un certain délai pendant lequel
I'assuré ne pourrait prétendre a une réallocatars un actif plus volatile mais autorisant unelogation

VEers un support moins risqué a tout moment.
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4. Application numérique

Considérons le contrat avec les caractéristiquesaIsies :
+  Prime initiale investie S, =100
+  Montant garanti :K =100
« Maturité : T =10ans
+ Taux sans risque I = 4%

4.1 Cas d’'une réallocation plus risquée

Nous nous placerons sous les hypothéses suivantes :
Volatilité avant réallocation o, = 20%

*  Volatilité apreés réallocationag = 30%

Le montant de frais payés au titre de la gararaid’'assuré est :
N =PUT(S,,K,T,r,g,)= 806€.

Rappelons la formule d’évaluation du résultat g@mssureur, suite a une réallocation :

RReaII = r] - P(S’K’ T' r' GA 'tReaII’GB)
Résultat de I'assureur suite a une réallocation pkirisquée:
Résultat
Tart a l'issue d'une réallocation plus risquée

. Date d.e Garantie Résultat
réallocation Réallouée e

0 16.41 € |- 8.35 €

1 1570€ |-  7.64¢€ -200€

2 1496 € |- 6.90 € 4.00€

3 14.20 € |- 6.14 €

4 1342€|  536¢€ -6.00€

5 12.61 € |- 455 € -8.00 €

6 11.77€ |- 3.71€

7 10.89 € |- 2.83€ -10.00 €

8 9.99€ |- 1.93 € Date de réallocation

9 9.04 € |- 0.98 €

‘—0— Résultat de I'assureur ‘

Une réallocation plus risquée engendre bien unte geour la compagnie d'assurance. L'intérét d'une
réallocation tardive apparait clairement sur lgpgirque puisque la perte diminue au cours du temps.
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4.2 Cas d’'une réallocation moins risquée

Nous nous placerons sous les hypothéses suivantes :
*  Volatilité avant réallocation o, = 30%

*  Volatilité aprés réallocationagy = 20%

La prime unique payée par I'assuré ekt = PUT(SO, K, T,r, UA) =1641€.

Résultat de I'assureur suite a une réallocation mas risquée:

Résultat
Date de Tarit ) a lissue d'une réallocation moins risquée
. . Garantie Résultat
réallocation p .
Réallouée
0 8.06 € 835€ 10.00€
1 9.04 € 7.37€ 8.00€ 1
2 9.99 € 6.42€ 6.00€ -
3 10.89 € 552 € |
4 11.77 € 4.65 € 4.00€
5 1261¢€ 3.81¢€ 200€ {
6 13.42 € 2.99 € - £ T T T T T T T T
7 14.20 € 2.21€
8 14.96 € 145 € 0 1 2 3 4 ) > ) 6 7 8 9
9 15.70 € 0.71€ Date de réallocation
—e— Résultat de l'assureur

L'intérét pour I'assureur, d’'une réallocation moinisquée apparait nettement sur ce graphique prisqu
dés lors, la compagnie d'assurance réalise un ioénébénéfice d’autant plus important que la
réallocation est réalisée tot dans le contrat.

Nous venons d'appréhender quels paramétres inflaentle co(t de la garantie en présence d'une
réallocation. Une premiére solution est apparuesistant a repousser dans le temps, les réallosatio
plus risquées. Cette idée permet de diminuer lasepede I'assureur mais pas de les annuler
complétement. Dans ce cas, pourquoi ne pas fgigoster a I'assuré une partie du co(t de la réafion

en lui faisant payer des frais lorsqu'il effectugtte opération?
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Chapitre 4 : PRELEVEMENT DE FRAISD' ARBITRAGE

Dans ce paragraphe, nous étudierons une nouvéligosoqui consiste a autoriser la réallocation
moyennant le paiement de certains frais. Ainsgdlaé qui souhaite modifier son allocation d’acsiés
verra demander le paiement d'un certain pourcendage valeur liquidative de son contrat a la dhee
réallocation, que celle-ci se fasse vers un atig pu moins risqué.

1. Pricing de la garantie avec prélévement de frais

1.1 Tarification théorique

En cas de réallocation a linstatt=1..,,, il y a donc versement du dividende égale a
fr _reall.§

La valeur actualisée a linstant initial de ce damde estD = fr _reaII.SRea”.exp(— M )
L’espérance de ce dividende actualisée sous laapiii risque-neutre donne :

Eo (D) = exp(-r tgey) fr _reallEy(S,_ ).

Or, le cours du sous-jacent ayant une distributiganormale, nous pouvons écrire :
— 1 2 N
SlRea, - So-ex r _EO—A L real +0—A'VVtRea,
1 ~
hnd |n(aRea||) = |n(SO) + (r _EUiJ'tReaII + O-A'\/\/tRea“
1 2 2
Donc ln(StRea”)~ N In(SO)+ r _EJA 'tReaII’aA'tReaII
1
Et StRean - |Og - norma[ln(SO) + (r _Eaij'tReall’ Ji 'tReallj
1 S 1
Dou E, (StRean ) = ’{ + [r __JAJ real T 5 On tReaIIJ

- S EXdr tReall)

Aufinal,. Ey(D)=exp(=rigey ). fr _reall.S; expl(r trea)
= fr _reall.S,

Reall ’

Soulignons que I'espérance du dividende est cotestaurelque soit la date de réallocation puisquiedie
dépend que de la prime initiale investie et du @eifrais prélevé suite a une réallocation.

De fagon théorique, nous pouvons modéliser ce yeaiént de frais d’arbitrage comme un versement de
dividende discret.
Pour obtenir la formule de tarification de la gaiepour laquelle il y a préléevement de frais lordgy a

réallocation, il suffit alors de remplaces, par S, — EQ(D)I (1- fr _reall).S, dans la formule
trouvée précédemment.
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Notons P(S,K, T,1,0 5 trean Ogs fr _reaII) le prix & linstant initial de la garantie assaxi& un
contrat en unités de compte pour lequel I'épargiéneestie sur le support de volatilit#, puis subie

une réallocation vers un support de volatil@®, a linstant t réallocation pour laquelle I'assuré

Reall *
paye comme frais d’arbitragér _reall . Le montant minimum garanti e$ , la maturit¢ T et le taux
sans risque supposé constant,

Il vient :

P(S,K, T, 1,0 4, tpew» T, fr _reall) = exp(-rT )K.N(-d,)- S, (1- fr _reall )N(-d,)

In[SO -(1_ fr —rea”)j +rT +£Ji.tRea" + 10’; -(T _tReaII)
K 2 2
Avec d, =

\/Ji 'tReaII + Jé (T - tReall)

d2 = dl - \/Ui'tReaII + O-é (T _tReaII)

Remarque
Cette formule n’est valable que lorsqu’il y a réadition. Elle ne se généralise pas en I'absenaeltk

Cl.

1.2 Adéquation du modéle aux simulations

Comme précédemment, la méthode de Monte Carloous permettre de valider le modéle
établi.

Le cours du sous-jacent est simulé erftre O et t =t puis entret =t ett =T avec pour

Reall Reall
volatilite g, puis Og.

Considérons alors la valeur liquidative du contiatnée paVL, =n,.S .

Cette écriture permet de modeliser le prélevemeritais comme une diminution du nombre de paxts
détenues par I'assuré sans impacter le cours dstjacentS . En effet, le prélevement de frais di au

souhait de I'assuré de réallouer son épargne rsaapaodifier le cours du sous-jaceBt d’ou l'intérét

de différencier le cours du support et la valeguitiative du contrat possédé par le client.
Le nombre de parts possédées par I'assuré n’esfiénqd’en cas de réallocation.

Supposons qu'a l'instant initiah, =1.
Juste avant la réallocation, la valeur liquidativecontrat est donnée par :

VL =n StRean = 1'S[Rean = S[Rea”

t[?eal\ t[?eal\ )
Au moment de la réallocation, I'assuré se verraatetar de payer un certain pourcentage de la valeur
liquidative de son contrat, notér _reall .
Juste apres la réallocation, il vient donc :
VL, =S - fr_reall.§

tReall Reall Reall
=(1- fr _reall).§

=n

P
tReall Reall

Reall
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Ainsi, nous pouvons modéliser la valeur liquidatilkecontrat a I'instant quelconquepar :

1
avec n =
k {1— fr _reall

VL =n.§

En particulier, & la maturitd , en cas de réallocation, le contrat vaut :

VL =n..S, =(1- fr_reall).S,

t< tReaII
Utz tReaII

Enfin, nous effectuons la moyenne des 1 000 00@agieffs actualisé%K —VLT]+ exd— r.T) obtenus

avec les scenarii générés.

Nous reprenons les mémes données utilisées préogetgnmauxquelles se rajoutent les frais préleviss lo

d’une réallocation :

+  Prime initiale investie S, =100
+  Montant garanti :K =100

« Maturité : T =10ans

+ Taux sans risque I = 4%
Volatilité avant réallocation o, = 20%

Volatilité aprés réallocationg, = 30%

+  Frais d'arbitrage :fr _reall =1%de la valeur liquidative du contrat.

Comparaison Valeur théorigue — Valeur simulée

Date de Put Put issu de la simulation
réallocation théorique Valeur Intervalle de confiance
moyenne
0 16.60 € 16.63 € 16.59 € | 16.67 €
1 1588 € 15.86 € 15.82 € | 15.89 €
2 15.15 € 15.15 € 15.12 € i 15.19 €
3 1439 € 1439 € 14.35€ 1443 €
4 13.60 € 13.56 € 1352 € ! 13.59 €
5 12.79 € 12.79 € 12.76 € | 12.82 €
6 1195 € 1197 € 11.94 € ! 12.01 €
7 11.08 € 11.07 € 11.04 € ! 11.10 €
8 10.17 € 10.14 € 10.11 € | 10.17 €
9 9.22 € 9.23 € 9.20 € 9.26 €

Il'y a bien convergence des valeurs issues denlalation vers la valeur théorique.
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1.3 Adaptation de la couverture en delta

Pour répliquer l'option de vente en présence d'téalocation payante, il suffit de procéder
comme il a été décrit précédemment : le deltaa@sul® avec la volatilité initiale avant réallocatj puis
avec la volatilité finale aprés celui-ci. Cependdatvaleur initiale du sous-jacent utilisée auatéploit
étre constituée de la prime initiale investie pasduré diminuée des frais d’arbitra@ela nécessite donc
de savoir que l'assuré va effectuer une réallonaticomme expliqué précédemment, la formule ne se
généralise pas au cas d'absence de réallocation.

Notre objectif est de faire diminuer le col(t dedallocation en faisant supporter a I'assuré une
partie de celui-ci via le paiement de frais d'adge. Cependant, ces frais sont prélevés sur fépaie
'assuré et vont donc la faire diminuer, ce qui méfaste pour l'assureur qui garantit un montant
minimum pour celle-ci. Dans quelle mesure le préfggnt de ces frais d’arbitrage augmente le prilade
garantie ? Cette augmentation est-elle nuisiblesguireur ou peut-il I'accepter ?
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2. Présence de frais d’arbitrage

2.1 Sensibilité aux frais d’arbitrage

Dans ce paragraphe, nous étudierons I'effet dapmication de frais sur le prix de la garantie.
Pour cela, nous allons déterminer la sensibilittadgrantie par rapport a ces frais.

Repartons de :
P(S,K, T,1,0 4, tpean 05, T _reall) = expg-rT)K.N(-d,)- S, (1- fr _reall.N(-d,)

En dérivant par rapport aux frais, nous obtenons :

aP(S,K, T, ryo-A!tRealho-B’ fr—rea“ ) = —exr_(— rT )KL NI(_ dZ)
ofr _reall ofr _reall
ad,

ofr _reall

+S, (1- fr _reall). N'(-d,)+S,N(-d,)

od od
Puisqued, =d, — /021, . +02(T -t , nous obtenons 2_ = 1
et =5 \/ e + T (T ~toca) ofr _reall ofr _reall

Puis,

OAS.K, .10 L0 frYCAN) 00 (i oy ()5, f1- T reallN'(—d, )+ S, N(~d,)

ofr _reall ofr _reall

Or, en adaptant la démonstration donnéAremexe Bnous pouvons montrer que

(—exp-rT)K.N'(-d,)+S, (1- fr _reall)N'(-d,)) =0

OP(S,K, T,1,0 5, tgean 05, fr_reall)

ofr _reall =SN(-d,)

Donc

OP(S,K, T,1,0 5, taeun s, r_reall) -0

En particulier,
ofr _reall

Ainsi, le tarif de la garantie augmente avec tassf En effet, le prélévement impacte le cours du
sous-jacent en le faisant diminuer et la garang@ntiune relation négative avec le sous-jacentsnou
avons bien qu’une baisse de la valeur du sous{ao@tique une hausse du prix de la garantie.

Ce phénoméne se retrouve bien avec les donnéesiquagtrouvées dans les exemples précédents, dont
le récapitulatif est donné sur la page suivante :
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Comparaison du tarif théorigue de la garantie
en I'absence et en présence de frais

Comparaison du tarif
Date de Garantie Garantl_e _
réallocation sans frais avec frais 1
de 1% 16 -
0 16.41 € 16.60 € 15 4
1 15.70 € 15.88 €
2 1496€| 1515¢€ = 4 e Sans Frals
3 14.20 € 14.39 € E 13 e Frais : 1%
4 13.42 € 13.60 € 12 1 rais : 27
5 12.61 € 12.79 € 11 |
6 11.77 € 11.95 €
7 10.89 € 11.08 € 10
8 9.99€ 10.17 € 9 : : : : : : : :
9 9.04 € 9.22€ 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Date de réallocation

Nous constatons bien une hausse du tarif lors degksence de frais.

L'application de frais d'arbitrage accroit le cai# la garantie en présence de réallocation, ce qui
est a priori néfaste pour I'assureur mais n'ouldipas que le prélevement de frais présente un é&laexi
effet : 'apport de I'assuré ne se réduit plus priae initialement versée mais est majoré parfreés qui
vont étre capitalisés au fil du temps. Par la suibais allons déterminer quel effet prédomine.
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2.2 Résultat a lI'issue d’'une réallocation payante

Une réallocation impacte le compte de résultdtadisureur, qui a l'instant initial, se réécrit ave
les conditions actuelles de tarification :

Compte de résultat

IT+ E(D) P(S,K,T,roa,treanos,fr_reall)

Notons R
t

reallavedrais |€ T€Sultat a l'instant initial qu'engendre polasbureur une réallocation a l'instant

Rrealr AVEC prélevement de frais :

Reeaiavecrais = 11+ Eq (D))= P(S,K, T, 1,0 4, trea 0., fr _reall)
= (I'I + fr_reaII.SO)— P(S,K,T,r,aA,tRea",aB, fr_reall)

Etudions désormais I'impact des frais sur ce résult

aRReaIIavecfrais =S - 6P(S,K, T) r)aAl tReaIIl UB! fr _rea”)
ofr _reall ofr _reall

0

=S, (L-N(-d,))
>0 puisque N(-d,)0[o4]

Ainsi, I'effet de I'augmentation de I'apport de $'suré prédomine sur I'effet de la hausse du ta&rifad
garantie.

De plus, le prélevement de frais élevés lors d'téalocation augmente d’autant plus le résultatrpou
I'assureur. N'oublions pas néanmoins que 'assetéie agent rationnel et donc que des frais trepésl
pourraient le décourager a réallouer son épardgmeous faut donc trouver un compromis raisonnable
quant au montant de ces frais.

Pour cela, nous pouvons jouer sur la valeur tengpla gjarantie puisque comme nous l'avons vu dans le
paragraphe précédent, la garantie ayant subi wall®cétion vers un actif plus risqué présente uif ta
d’autant plus faible que la réallocation est taediors que la date de réallocation n'impacte gagleur

de 'apport de I'assuré.

Rappelons pour finir, que dans le cas d'une réatlon moins risquée en I'absence de prélévement de
frais d'arbitrage, I'assureur effectuait un béneéfi€e résultat ajouté au fait que le résultat deslireur

est une fonction croissante des frais d'arbitragmys permet de conclure que quelque soit les frais
prélevés lors d’'une réallocation moins risquéea cehtrainera un accroissement de bénéfice chez
I'assureur. Cet acte n’étant pas le plus intérdssanis nous restreindrons dans la suite de catohapix

cas des réallocations plus risquées.
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2.3 Application numérique

Dans un premier temps, comparons les résultatssud d’une réallocation plus risquée en
présence et en I'absence de frais.

Pour cela, nous considérerons le contrat avealest@ristiques suivantes :
*  Prime initiale investie S, =100

«  Montant garanti K =100

« Maturité : T =10ans

« Taux sans risque I = 4%

*  Volatilité avant réallocation o, = 20%

*  Volatilité aprés réallocationay = 30%

Impact d’'un préléevement de frais d’arbitrage :

- mESoTaT Application de frais d'arbitrage
Date de Résultat .
réallocation sans frais avec frais
de 1% - €
0 8.35€ |- 754 €
1 764€|-  683€ 2.00€
2 6.90 € |- 6.09 € 4.00 €
3 6.14 € |- 5.33€
4 5.36 € |- 4,54 € -6.00 €
5 455 € |- 3.73€
6 371l 289¢ -8.00 €
7 283€ |- 2.02€ -10.00 €
8 193 € |- 1.11€
9 0.98 € |- 0.16 € Date de réallocation
—e— Sans Frais —s— Frais 1%

Nous observons une translation du résultat vemalg, en présence de frais d'arbitrage.

Déterminons désormais une condition suffisantelsunontant des frais a prélever pour que l'assuré
puisse réallouer son épargne a tout moment, & plautie date limite sans que cela n'engendre deger
pour la compagnie d’assurance.

Autrement dit, nous cherchons  fr _reall telque Oty 2t e  Rreatavedrais = 0-

Pour cela, il suffit quentg,,, =t
date de reallocation.

RRethvedrais = O
o (7T+ fr_reaIlSO) - P(S, K, T,1, 00, imite O » fr_reall) =0

o fr_reall§, +K.ex-rT)N(-d,) - §.N(~d,) - K.exd-rT)N(-d5) + 5, (1 fr _real)N(-d™)=0
o fr_realls, +K.exf-rT)N(-d,) - N(-d;=)| - 5 [N(d,) - (1~ fr _real).N(-d7™<]| =0

Limite + Rreallavedrais — O Puisque le résultat est croissant avec la

Nous reprenons les hypothéses du contrat précédenu@inies mais nous effectuerons des sensibilités
a la volatilité apres réallocation : les valeursa@g seront donc variables (de 21% a 30%).
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Avec le solveur d’Excel, nous pouvons résoudreugmpn précédente et obtenir le montant minimal des
frais @ demander & I'assuré pour lui accorder éa#acation.

Frais d'arbitrage a appliquer

Date limite d'autorisation de
réallocation

A la vue de ce graphique, deux effets apparaisdainement :
- leffet temps : les frais demandés sont d’autans faibles que la réallocation est tardive,
- limpact de la volatilité du nouveau support : fesis sont plus faibles pour un support moins
volatile, a date de réallocation constante.

Les frais & demander en moyenne a I'assuré poacharder une réallocation apparaissent trés éldgés
atteignent par exemple, 10.45% si la compagniesdiasice accorde a I'assuré une réallocation vers un
support de volatilité 30%, des l'instant initiaked frais habituellement prélevés sont de I'ordré%e

Tenons dorénavant le raisonnement inverse : $idesappliqués représentent 1% de la valeur liafive
du contrat, quelle volatilité maximale I'assurewupil offrir a I'assuré ? La encore, les résultatst
dépendre de la date de réallocation.

D'ate a pgrtlr de Iaquglle la 0 1 5 3 4
réallocation est applicable

Volatilité maximale autorisée 21.02% 21.13% 21.26% 21.44% 21.67%
D'ate a pgrtlr de Iaquglle la 5 6 7 8 9
réallocation est applicable

Volatilité maximale autorisée 21.99% 22.46% 23.21% 24.66% 28.58%
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Chapitre 5 : CONCLUSION

1. Résultats obtenus

Dans le cas d'une garantie plancher complémendaue contrat en UC, assurant le versement
au bénéficiaire d'un montant minimum a I'échéancecdntrat et pour laquelle les frais sont payés de
maniére unique en début de contrat, nous retiesddonc qu’une réallocation d’actifs vers un support
plus risqué entrainera une perte pour I'assureans aju’une réallocation moins risquée fera naitre u
bénéfice pour la compagnie d’assurance, ceci qaedqit la date de réallocation.

Cependant, I'effet temps présente également uméint&’assureur doit ainsi privilégier des
réallocations plus risqués, tardives. A l'inversid,assuré choisit un nouveau support moins risduest
préférable que cette réallocation ait lieu en déleutontrat car le bénéfice de I'assureur est alanstant
plus important.

De cet effet du temps, peut apparaitre une prers@tgion au probléme de surco(t de I'option
de vente qu’engendre une réallocation d’actifse alause de délai pourrait étre mise en placedsin
n'autoriser une réallocation plus risquée qu’endincontrat.

De plus, le prélevement de frais d’arbitrage, ergrien pourcentage de la valeur liquidative du
contrat a l'instant de la modification de I'allowat d’actifs, permet également d’augmenter le tésule
I'assureur, que ce soit en cas de réallocationndgsiée ou en cas de réallocation moins risquée.

2. Limites du modele

Le modele établi est une extension du modele dekBizholes : il présente donc les mémes
« défauts » que ce dernier. En particulier, la fderde Black-Scholes suppose que la distribution de
rendements du support est gaussienne, ce quipdssiérifié en pratique pour des rendements mesurés
haute fréquence (rendements journaliers ou intengdiers).
De méme, elle suppose que la volatilité du rendé¢mersupport est constante, or cela n’est absoltmen
pas le cas dans la réalité. En effet, il est péssitonnaissant le prix de marché de I'option dduité une
valeur unique pour la volatilité. Cette valeur agpelée volatilité implicite et peut s’écarter rod¢anent
de la volatilité historique. En considérant desamys de méme maturité et de prix d'exercice diffiése
nous obtenons une courbe convexe, appelée smilldglité. Notons que la volatilité est plus fabl
pour les options a la monnaie. Notre problématiglietéresse seulement a une modification de la
volatilité historique et nous n’abordons pas lesbfFmes de volatilité implicite.
En outre, le taux d'intérét a été supposé consfBuotlignons que cette hypotheése peut étre réadisée
pratique si I'assureur met en place une couverurehd, le rhé d’'une option représentant sa sditéibi
au taux d'intérét.

Jusqu’'a présent, I'étude que nous avons menéeb@sde sur une garantie dont les frais étaient
payés de maniére unique en début de contrat.dteegependant d’'autres possibilités de réglemenesde
frais : ces derniers peuvent en effet étre prélalgdacon périodique. Il serait désormais inténgssa
d’étudier I'impact d’une réallocation d’actifs ste nouveau type de garantie.
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Partie Il :

CAS D'UN CONTRAT
OU LE PAIEMENT DE LA GARANTIE
EST PERIODIQUE
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Chapitre 6 : INTRODUCTION AU CONTRAT
OU LE PAIEMENT DE LA GARANTIE EST PERIODIQUE

1. Présentation de la garantie

De méme que dans la partie précédente, 'assunéneace par investir une prime au sein d’'un
contrat en unités de compte. La garantie plancheiptémentaire liée a ces UC assure au bénéfidaire
versement d’'un montant minimum a I'échéance duratnMais désormais, I'assuré ne paiera plus le
montant des frais au titre de cette garafiiede maniére unique en début de contrat mais ildkera de
facon périodique en versant la som#fiechaque année comme le montre I'échéancier ci-desso

bt

T1T

{

SN

Déterminons la valeur de le montant périodiguerdis iemandé au titre de la garantie
De maniere générale, pour obtenir la valeur du em@npériodique, il nous faut égaliser le montant
unique demandé avec la somme des montants péresdapiualisés, soit :

T-

1
n=Y mexp-rt)
t=0

on =ﬂl—exy:(— rT)
l—exd—r)
- 1-exp(-r)
1-exp(-rT)

Nous supposerons en outre que le contrat offrehoixale supports restreint. Rappelons que I'assaré
peut allouer son argent que sur un seul support.

Par la suite, pour simplifier I'étude, nous consiiéns que le contrat ne propose que deux supports
- unsupportS, caractérisé par une volatili ,

- un supportS; caractérisé par une volatili@

Le supportS; sera supposeé plus risqué que le supfytd'ol 0, < 0p.
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2. Problématigue d’'une réallocation d'actifs

En cas de réallocation d'actifs au sein de ceragnhous pouvons nous poser les mémes
guestions que dans le cas d'un contrat ou le paiedhes frais de la garantie s’effectuait de maniere
unique en début de contrat : quel impact aura cettdification d’actifs sur la garantie dont le paent
des frais est désormais périodique ? Quelles sokifpouvons-nous apporter s'il y a réallocatiorctifa
dans ce nouveau cas ?

La grande différence entre un contrat ou le paiermdera garantie s’effectue de maniére unique eutdé
de contrat et un contrat ou le paiement est périaest la possibilité pour ce deuxiéme type déran

de modifier au cours du temps, le montant des ffamandés au titre de la garantie. En effet, poutet

modification en cours de contrat, 'article L1723 Code des Assurances dispose que :

Si l'aggravation est le fait de I'assuré, I'assurpeut, soit résilier le contrat dans les trois
jours a partir du moment ou il en a eu connaissate@rime lui étant acquise, soit exiger
une augmentation de prime correspondant a l'aggiiamasurvenue.

De plus, l'article A132-8 du Code des Assurancabléta I'alinéa 1 que :

Il est indiqué si le contrat est un contrat d'asswe vie individuel ou de groupe, ou un
contrat de capitalisation. Pour les contrats mentiés a l'article L. 132-5-3, cette
indication est complétée par la mention suivantdes droits et obligations de I'adhérent
peuvent étre modifiés par des avenants au contratclus entre (dénomination de
I'entreprise d'assurance) et (dénomination du soptsur). L’adhérent est préalablement
informé de ces modifications. "

Ainsi, une réallocation d’actifs au sein d’'un canten UC pourra avoir pour effet I'ajustement dessf
payés au titre de la garantie, au support choisi’assuré. Les conséquences au niveau du réslgtat
I'assureur ne seront donc pas les mémes si le paietde la garantie est unique ou périodique. Etglio
plus précisément ce nouveau levier d'action coastsi réajuster les frais au cours du contrat.
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Chapitre 7 :
M ODIFICATION DU MONTANT DESFRAISDEMANDES
SUITE A UNE REALLOCATION D'ACTIFS

Une réallocation d’actifs au sein d’'un contratlé@ pour lequel le paiement de la garantie est
périodique entrainera une modification du montast flais payés annuellement par I'assuré. Ce mbntan
de frais sera ainsi en adéquation avec le supppteguel I'épargne de I'assuré évolue. Reste aisae
guelle maniere sera déterminé le montant desdeaisandés périodiquement.

1. Introduction

Dans ce chapitre, les montants des frais demagmetdsdiquement au titre de la garantie seront
établis pour chaque support a l'instant initiaffigtreront dans les Conditions Générales du can8at
I'assuré décide de réallouer son épargne, il se\damander deés lors, le montant figurant dan€&eet
correspondant au nouveau support choisi. L'avantegeette méthode est que I'assuré a simplement a s
référer a son contrat pour savoir quel sera I€ garil lui sera alors demandé en cas de modifaatiu
support. Il n'y a pas de retarification de la gdi@en cours de contrat, suite a une réallocatiactids.

Selon la formule établie précédemment, le montarftals demandé périodiquement pour I'allocation su
le supportS, est:

7, =0, XA expl=r) _ PUT(S, K, T.r, 0, ) XA 1), expl-r)
1-exp(-rT) 1-exp-rT)
Celui demandé pour I'allocation sur le supp&t est :
Lmexr) exil-r) _ PUT(S,.K, T, r,aB)—l_eXp(_ ')
1-exp(-rT) 1-exp-rT)
Soulignons queit, > 7T, puisque le supporB; présente plus de risques que le supjyt.

Iz =

Nous allons étudier successivement le cas d'unéocétion vers un actif plus risqué puis le casnd’u
réallocation moins risquée.

2. Cas d'une réallocation plus risquée

Dans un premier temps, nous nous intéressons sud’'oae réallocation vers un actif plus
risqué : 'assuré qui avait initialement choisisigpport S, , opte a un instant = t..,, pour le support
S,.

En reprenant les notations de la partie |, nousargoons qu’une réallocation d'actifs implique qae |
garantie réellement vendue par I’assureurR(&,K, T,0,0 58 taeans UB).

2.1 Modification des montants de frais

La réallocation d'actifs d'un support vers lautienpligue une modification des frais
périodiquement demandés a I'assuré. Nous suppaseronutre quéa réallocation a lieu juste apres le
paiement des frais au titre de la garantie.

Aussi, I'échéancier des frais versés par I'assui@lare suivante :

Réallocation

Tip Tp Tipn| 7l 7B
bttt ot
01 treal treal|+l T-1 T
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La somme des montants des frais actualisées, damas Id’une réallocation plus risquée (nokeall+)
et sans retarification du contrat (nd&R), donne alors :

tReall

T-1
ﬁ522meM+Z@wwM
i=0

- exrln 1) - exgle Tty 1)
= e e+
— 7T, (1_ eXF(_ r(tReaII + 1))) 7T (exd_ r(tReall + 1)) - exd_ rm ))

1-exp-r)

Il est a noter que dans la somme actualisée desanmtsrde frais payés périodiquement s’avére dans le
cas d'une réallocation plus risquée, étre supéri@ur montant unique de frais qui aurait été denwndé
pour la méme garantie, quelle que soit la datetdkocation.

En effet,
T, <Tlg = nA(l_ exd_ r(tReaII +1))) + nA(eXF(_ r (tReaII + 1)) - exd_ rT ))
< 71, (1= eXp= T (treas * 1)) + 77, (XD~ 1 (treas +1)) — ex(~ 1T))
_ mlt-ex=1T)) _ 7, (- expl=r(teea +1))) + 77 (XH 1 (taew + 1)) — exp-1T))
1—exd—r) 1—exd—r)

SR
< I A <n Realk

Ainsi, toutes choses égales par ailleurs, lors el’'témllocation vers un support plus risqué, I'assur
recevra plus de la part de I'assuré si ce derrdar périodiquement la garantie plutdét que de fagague

en début de contrat. Dans le cas d’'un paiementuenilg la garantie, nous avons vu gqu’une réallotatio
tardive était préférable lorsque celle-ci se faisars un actif plus risqué. Dans le cas d'un paiem
périodique, I'effet du temps sera différent puistjapport de I'assuré sera d’autant plus imporgue la
réallocation est réalisée tot du fait de la modiiien des montants de frais prélevés. Etudions plus
précisément cet effet temps.

2.2 Sensibilité a la date de réallocation

Le mécanisme de réallocation engendre chez la ogmpal’assurance, I'apparition d’un résultat que
y N 21 PECPT - . R .
nous noterons dans le cas d’un contrat a prélevisrpeniodiques, sans retarification du contl‘%@eaIH :

SR _ (SR
ealk — 1 Realt P(S’K’ T’ r’O-A’tReaII’O-B) '
La dérivation par rapport a la date de réallocationne :
a Sgalh - arl gsalh _ aP(S'K7 T’ r JA' tReaII' UB)
at Reall at Reall at Reall

:r-eXF(_r(tReau"'l))(ﬂA_”B)_S on-0;

1- eXd_ r) ° 2\/0& 'tReaII + Jé (T - tReaII)
<0

-NI(_dl)

<0

Le signe de cette dérivée n’apparait pas clairefri@rénons des lors, un exemple numérique.
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Application numérigue

Considérons le contrat avec les caractéristiquearses :
*  Prime initiale investie S, =100
+ Montant garanti :K =100
+ Maturité : T =10ans
+ Taux sans risque I = 4%
Volatilité du support A .0, =20%

* Volatilité du support B .0 variable (de 22% a 30%)

Effet du temps dans le cas d’'une réallocation plussquée:

Date de Résultat a I'issue d'une réallocation plus risquée

. : Vol Supp B : Vol Supp B : Vol Supp B : Vol Supp B :

réallocation 22&? > 45)/0p > 6,?/0p 30523
0 0.19€| - 039€]| - 059€| - 0.99 €
1 022€| - 046€| - 0.71€| - 1.23€
2 024€| - 051€| - 0.79€| - 141¢€
3 025€]| - 054€] - 085€] - 154 €
4 026 €| - 055€] - 087€] - 1.60 €
5 0.25€]| - 054€] - 087€] - 1.60 €
6 0.24€| - 052¢€| - 083€| - 154 €
7 0.23€| - 048€| - 0.77€| - 1.42¢€
8 0.20€| - 042¢€| - 067€| - 1.23€
9 0.17€] - 035€] - 0.55€| - 0.98 €

Résultat a I'issue d'une réallocation plus risquée

-0.50 € W —e— Vol SB : 22%

—=— Vol SB : 24%

-1.00 € -

Vol SB : 26%
150¢€ | Vol SB : 30%
-2.00 € -

Date de réallocation

Soulignons la forme convexe du résultat, formeipaliére qui se retrouve également dans de nhombreux
cas en faisant varier la maturité du contrat eblatilité initiale et finale.

Au vu de ce résultat, il apparait préférable péassiureur que la réallocation ait lieu soit en dédmi
contrat, soit en fin de contrat.

La forme parabolique du résultat peut s’expliquer p fait que lorsque la réallocation a lieu ehwutéle
contrat, 'accumulation des montants de frais pigoes adéquats versés trés tot par I'assuré domine
I'effet néfaste qu’entraine pour la compagnie diaasce, une réallocation trop prématurée. A liseer
lorsque I'assuré réalloue en fin de contrat, lagsfversés au titre de la garantie ne se révenépe les
bons mais cet effet est dominé par le bénéfice nqrdne une réallocation tardive. Enfin, quand la
réallocation a lieu en milieu de contrat, aucurcele deux effets ne domine l'autre.

L'exemple précédent montre que la réallocation tifgcquel que soit l'instant auquel elle a lieu,

engendre une perte pour I'assureur. Nous allons doposer a I'assuré de supporter une partie de ces
colts via le paiement des frais d’'arbitrage lorgeuodifie son support.
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2.3 Application de frais d’arbitrage

Avec les notations vues précédemment, en cas dlecat#on et de chargement consécutif a
cela, la garantie proposée par l'assureur E’éS,K,T,r,JA,tRea",UB, fr_reaII). L’apport de
lassuré estl o, + EQ(D) =M%, + fr _reall.S,. Le résultat engendré pour I'assureur est alors

le suivant :RSX =M+ fr _reall.S, = P(S,K, T,1,0, tpean Ts. fr _reall).

Tout comme dans le cas d'un prélévement uniquaals, fle résultat de I'assureur croit avec le tdex

aRgeRaIH — _ _
ofr _reall =S{1-N(-d))>0.

chargement puisqu

Application numérigue

Nous reprenons les données numériques du paraggagleédent en supposant que la réallocation
s'effectue vers le suppolB présentant une volatilité de 30%.

Nous supposerons que les frais d'arbitrage s'élévdfo de la valeur liquidative, puis a 2%.

Impact des frais d’arbitrage :

Résultat a I'issue d'une réallocation
en fonction de la date de réallocation
Résultat a I'issue de la réallocation
Date de
réallocation Sans Frais Frais 1% Frais 2%
0 - 0.99€ |- 0.18€ 0.63 €
1 - 1.23 € |- 042€ 0.39€
2 - 1.41€ |- 0.60 € 0.21€ §
3 - 1.54 € |- 0.72 € 0.09 € é
4 - 1.60 € |- 0.78 € 0.03€ *&
5 - 1.60 € |- 0.79€ 0.02€
6 - 154 € |- 0.73€ 0.09 €
7 - 1.42 € |- 0.60 € 0.21€
8 - 1.23€ |- 042 € 0.40 €
9 - 0.98¢€ |- 0.16 € 0.66 € Date de réallocation
‘ Sans frais —s— Fais 1% —a— Frais 2% ‘

Les résultats subissent une translation en fonchliopourcentage de frais appliqué. L'applicatiorfrdés
augmente le résultat de I'assureur : dans le casa@ied’arbitrage a 2%, une réallocation plus uisg
engendre méme un bénéfice chez I'assureur quetiula slate de réallocation.

L’impact d'une réallocation d'actifs au sein d'uontrat en UC vers un support plus risqué n’est guasc

le méme selon que le paiement de la garantie steffede maniére unique en début de contrat ou de
maniere périodique. Qu’en est-il d'une réallocatiooins risquée ?
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3. Cas d’'une réallocation mains risquée

Dans le cas d'un paiement unique des frais ae t# la garantie, une réallocation vers un
support moins risqué ne posait aucun problémecpatraire, elle générait un bénéfice pour l'assustu
I'application d’un chargement lié a une réallocatfaisait croitre d’autant plus ce gain. Est-cqgduots le
cas lorsque la garantie est payée périodiquement ?

3.1 Modification des montants de frais

La réallocation d’actifs d’'un support vers I'auingplique une modification des frais périodiques
demandés a I'assuré et c’est de la que va naipeoldéme d’une réallocation moins risquée ! Erteff
certes le tarif de la garantie en présence d’uabocation moins risquée au sein du contrat en BC e
moins élevé que celui de la garantie initiale naias le cas d’'un paiement périodique de la gardatie
somme des montants actualisés des frais de latgasana plus faible que le simple montant demamdé
début de contrat en cas de prélévement uniqueadse fr

Avec les notations utilisées précédemment, undocEion moins risquée se modélise par le fait que
I'assuré qui avait initialement opté pour le suppBy , réalloue son épargne a un insthrs ., sur le

sous-jacentS, avecT, < Jy.

La garantie réellement vendue par I'assureur esi;&P(S,K, 1,108, treans JA) et la somme des frais
actualisés percus au titre de la garantie donne :

tReall

T-1
ﬁ%:Z@wwM+mewﬂ
-0

- exel-rltpen +1) - exgle (Tt -1)
e e R
Tlg (1_ eXF(_ r(tReaII + 1))) T 7T, (exd_ r(tReall + 1)) - exd_ rm ))

1-exp-r)

. . s SR
Comme expliqué précédemment, nous pouvons monteef b, <T15.

Il est légitime de se demander alors quel effeagomiste prédomine suite & une réallocation moins
risquée : la baisse du prix de la garantie, bénéfigour la compagnie d’assurance ou la diminuties d
frais périodiguement demandés a l'assuré, néfaste pette derniére ? Le temps joue alors un rdle
important que nous allons étudier plus précisémans la suite.

3.2 Sensibilité a la date de réallocation

Nous suivons la démarche utilisée dans le paragrppfcédent. Nous nous intéressons donc au
résultat produit par une réallocation moins risquiSy, =MoN,, — P(S,K, 1,165, Rean O )

La dérivée par rapport a la date de réallocatibsiegplement obtenue en inversant les terimigset 77,
SR
ainsi queg , et 0 dans I'expression de—" son signe n'est la encore pas trivial.

Reall
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Application numérigue

A l'aide d’'un exemple numérique, comparons les ltasiobtenus suite a une réallocation moins risqué
en fonction de la date de réallocation.

Pour cela, nous supposerons que le contrat préssntaractéristiques suivantes :
*  Prime initiale investie S, =100
«  Montant garanti K =100
« Maturité : T =10ans
« Taux sans risque I = 4%
* Volatilité du support A :0, =20%

* Volatilité du support B .0 variable (de 22% a 30%)

Effet du temps dans le cas d’une réallocation moingsquée:

Date de Résultat a l'issue d'une réallocation moins risquée

. ) Vol Supp B : Vol Supp B : Vol Supp B : Vol Supp B :

réallocation 22";)') 24&? ze&p 30&)‘)
0 0.19€ 0.39€ 0.49€ 0.99 €
1 0.21€ 0.42€ 0.52 € 0.96 €
2 0.22€ 0.43 € 0.53 € 0.94 €
3 0.23€ 0.44 € 0.53 € 091€
4 0.23€ 044 € 0.53 € 0.89 €
5 0.23€ 043 € 0.52 € 0.86 €
6 0.22€ 0.41€ 0.49€ 0.83 €
7 0.20€ 0.38€ 0.46 € 0.80 €
8 0.18€ 0.35€ 0.43 € 0.76 €
9 0.16 € 0.31€ 0.38 € 0.71€

Résultat a l'issue d'une réallocation moins risquée

1.20 € W
1.00 € -
- 0,
0.80 € —o— VoIl SB : 22%
—m— Vol SB : 24%
0.60 €
Vol SB : 26%
0.40¢€ Vol SB : 30%
0.20 €
= € T T T T T T T T T 1

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Date de réallocation

Notons que pour I'assureur, une réallocation deald de I'assuré vers un support moins risqué srmera
un bénéfice également dans le cas de préleveméritgligues de frais, bénéfice d'autant plus gramel g
I'écart entre les deux supports est important.

La encore, au niveau du temps, deux effets jouant:réallocation tardive présentera I'avantagend’u
apport plus conséquent de I'assuré mais le bénéficéa réallocation se verra diminuer. A l'inverse,
lorsque la réallocation a lieu en début de conteabénéfice de I'opération est plus fort pour diagur
bien que I'apport de I'assuré diminue suite au paiet de frais de maniére périodique plus faibles.

Soulignons enfin, que nous retrouvons la forme lpaElique évoquée dans le cas d’une réallocation plus

risquée dans plusieurs exemples. Cependant, pquasieage du support de volatilité 30% a 20%, cette
forme n’apparait plus.
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3.3 Application de frais d’arbitrage

Le principe est toujours le méme : I'assuré seaveatrancher un certain pourcentage de sa
valeur liquidative, a I'instant d’arbitrage poumpgorter le colt d’'une réallocation.
En effectuant les mémes calculs que dans la segtégedente, il peut étre montré que le bénéfieg po
I'assureur est d’autant plus grand que les fraisad@lés sont importants.

A titre d’exemple, nous pouvons comparer les défifés résultats d’'une réallocation du support B
caractérisé par une volatilité de 30 % vers un sttpd de volatilité 20%, en I'absence et en présete
frais :

Impact des frais d’arbitrage :

] _ ] i Résultat a l'issue d'une réallocation
Date de Résultat a lissue de la réallocation en fonction de la date de réallocation
réallocation Sans Frais Frais 1% Frais 2%
0 0.99 € 1.82 € 264 € 3.00¢€
1 0.96 € 1.79€ 2.60 € 250¢€
2 0.94 € 1.76 € 257¢€ g 200€
3 0.91€ 1.73 € 254 € Z 150¢€
4 0.89 € 1.70 € 251¢€ 2 j00¢
5 0.86 € 1.67 € 248 €
6 0.83 € 1.64 € 245 € 0-50¢€
7 0.80 € 1.61€ 242¢€ - € ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
8 0.76 € 157€ 2.38€ 0 1 2 3 4 5 6 7 8
9 0.71 € 153 € 234 € Date de réallocation
‘ Sans frais —s— Fais 1% —a— Frais 2% ‘

Il y a translation du résultat en présence de fil@sbitrage, comme dans le cas d'une réallocaios
risquée.

Au final, nous avons montré qu’'une réallocationctifa au sein d’'un contrat en UC, qu'elle s’effextu
vers un support plus ou moins risqué que le supipdral, avait un impact différent sur la garantie
complémentaire selon que les frais au titre deecgéirantie sont prélevés de maniére unique ou de
maniére périodique. Il serait désormais intéresdartomprendre dans quelle mesure cet impact eliéer
quel produit est le plus propice a une réallocatiactifs.
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4. Comparaison du résultat de réallocation dans le casl’'un
prélévement unigue ou periodigue de frais au titrele la garantie

Nous nous placons dans le cas de prélevementideefrazas d'arbitrage de I'assuré.

4.1 Reésultats théoriques
Rappelons les formules établies précédemment :

» Cas d'une réallocation plus risquéeu support A au support B)

o Contrat ou le paiement de la garantie s’effectue dmaniere unique (noté PU) :
RPY, =(M2Y + fr _reall.S, )= P(S,K, T,1,04, tean T, fr _reall)

o Contrat ou le paiement de la garantie est périodigel (noté PP) :
RS, =(NR,, + fr _reall.S,)- P(S,K, T,1, 0, taeu 05, fr _reall)

SR PU SR PU 1 o .
Commell ;. >, , ool > Rrean © l€ résultat est donc plus favorable a 'assudzuns

le cas d’'un prélévement périodique de frais poar némllocation plus risquée.

» Cas d'une réallocation moins risquégu support B au support A)

o Contrat ou le paiement de la garantie s’effectue dmaniere unique (noté PU) :
RPY, =(M2Y + fr _reall.S, )= P(S,K, T,1,04, taea O, fr _reall)

o0 Contrat ou le paiement de la garantie est périodigel (noté PP) :
RS, =(NR, + fr_reall.S,)-P(S,K,T,1,0, tpeu O, fr _reall)

SR PU SR PU - ) . T
Commellz,,. <Mz, oot < Rreqy : le résultat est ici moins favorable a I'assuréans

le cas d’'un prélévement périodique de frais poar némllocation moins risquée.

lllustrons ces différentes conclusions a I'aidendaxemple numérique.

4.2 lllustration numérique

Considérons le contrat présentant les caractéresiguivantes :
+  Prime initiale investie S, =100
+  Montant garanti :K =100
« Maturité : T =10ans
+ Taux sans risque I = 4%
Volatilité du support A .0, =20%
 Volatilité du support B 0, = 25%
» Frais d'arbitrage : 1%
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Comparaison des méthodes

Date de Réallocation plus risquée Réallocation moins risquée
Réallocation PP PU PP PU

0 0.32€ |- 3.32€ 1.32¢€ 4.96 €

1 0.23€ |- 2.93€ 1.34€ 451€

2 0.17€ |- 255€ 1.35€ 4.07€

3 0.13€ |- 2.15€ 1.35€ 3.63€

4 0.11€ |- 1.75€ 1.35€ 3.21€

5 0.12€ |- 1.34€ 1.33€ 2.79€

6 0.15€ |- 0.92€ 131¢€ 2.38€

7 0.20€ |- 0.50 € 1.28€ 198¢€

8 0.28€ |- 0.06 € 1.24€ 158¢€

9 0.38 € 0.38 € 1.20€ 1.20€

Résultat d'une réallocation

—e—PU Reall-
—=a—— PP Reall-
---m--- PP Reall+
---&-- PU Reall+

Date de réallocation

Ce graphique met bien en évidence 'impact du tedwss une réallocation lorsque le paiement de la
garantie s'effectue de maniére unique en débubdé&at : bénéfice (respectivement perte) d’autdud p
important lorsque la réallocation moins (respectigat plus) risquée est effectuée tot.

Lors d’une réallocation plus risquée, le résultahsile cas d'un paiement périodique de la garastie
meilleur que celui d'un paiement unique en débutalgrat. L'assureur récupére alors un bénéficdleue
que soit la date de réallocation dans le cas diélepement périodique alors qu'il effectue en géhéne
perte pour un prélevement unique. Lors d’une réation moins risquée, I'assureur est plus gagnams d
le cas d’'un prélévement unique.

Notons en outre, que si la réallocation a lieuten T —1 alors le résultat obtenu est identique dans le
cas d'un paiement unique et dans le cas d'un paieperiodique. Ceci est di au fait que nous avons
sk _ 7% (l_ exr'(_ rm ))

alors M5, = =M7Y, aveci D{A, B} : en effet, si 'assuré réalloue aprés avoir
1- exr(— r)

payé son dernier montant périodique de frais, il a'alors pas de possibilités de modifier I'échémc
des montant de frais, selon I'hypothése précédernéiahlie.

En supposant que les réallocations s’effectuenformément dans le temps, nous pouvons
déterminer la moyenne empirique du résultat deslie=ur ainsi que sa variance empirique :

Réallocation plus risquée Réallocation moins risquée

PP PU PP PU
Moyenne Empirique 0.21 € |- 151€ 131 € 3.03 €
Variance Empirique 0.0085 1.5414 0.0028 1.5989

Soulignons que la variance est bien plus faiblesdarcas a prélevements périodiques.
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Ainsi, un contrat ou le paiement de la garantie pgstodique semble plus propice a une réallocation
d’actifs qu’un contrat ou le paiement s’effectuefaigon unique en début de contrat. Le bénéficecrfée
par I'assureur en cas de réallocation moins risgiécertes plus faible mais ce qui nous intérekse p
particulierement dans le cas de prélévements pdtied est le fait que le résultat est bien mieukneé

si 'assuré réalloue vers un support plus risqué.

L'étude que nous venons de terminer était basééidée que les frais demandés au titre de la daran
pouvaient étre ajustés au support sur lequel Igp@a@voluait. Aussi, une réallocation d'actifs a&ins
d'un contrat en UC impliquait une modification dwmiant des frais prélevés et ces montants étaient
indiqués dans les conditions générales du contrat.

Une nouvelle solution qu'il serait intéressant dtéer pourrait consister a ne pas fixer ces mostdat
frais a priori. En effet, que se passerait-il sisBureur déterminait ces frais au titre de la dgeran
I'instant de la réallocation d’actifs, en fonctidn nouveau support et surtout des conditions detmatu
moment ?
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Chapitre 8 : RETARIFICATION DE LA GARANTIE
SUITE A UNE REALLOCATION D'ACTIFS

Dans ce chapitre, une réallocation d’'actifs en&ainoujours une modification des montants des
frais périodiques demandés a I'assuré mais lesesmuvmontants ne seront pas connus a priori. itsse
définis a l'instant de la réallocation et dépendrdaonc des conditions du marché au moment de la
modification de l'allocation d’actifs. Nous étudiers d’'une part, le cas d'une réallocation vers ciif a
plus risqué et d’autre part, le cas d’'une réaliocamoins risquée.

1. Cas d’'une réallocation plus risquée

1.1 Présentation de la méthodologie

La réallocation plus risquée se caractérise @pabsage du suppoB, au supportS; . Suite &
la réallocation, le montant des frais périodiqumadedé a I'assuré sera :

7= PUT(S, K T = tgus 1,0 ) L exii-r)

tF«’eall

Ce nouveau montant dépend donc des conditions dthénguisqu’elle est directement liée a la valaur d
sous-jacent en date d'arbitrage. Il évolue égalémerionction de la date de réallocation.

Comme précédemment, nous supposerons que lacaaio a lieu juste aprés le paiement des frais au
titre de la garantie. Notons cependant que, bienpgyé a partir dé = t,,, +1, le nouveau montant de

frais sera déterminée avec les conditions de mateHénstant de réallocatioh =t
deés lors, déterminer le montant équivalent prétis/éacon unique en cas de retarification du contrat

.- Nous pouvons

tReal\

T4
M = D, Taexp—ri)+ > m* exp(-ri)
i=0

i=t Reall+1

7, (1 expl (i + ) 77 (X 1ty +1) ~expl=1T))
1-exg-r)

avec 7 =PUT(S

tReaxl\ !

1-exp-r
Ky T = treans r'aB)l—exd— :’(E'(I' _2

rea))

Le résultat & l'issue d’une réallocation est ddR§..,, =M fou — P(S,K, T,1,0,5 thea1n T8 )

Contrairement au chapitre précédent, ce résultpeneétre calculé en formules fermées puisqujileahél
de la valeur du sous-jacent a l'instant de réatlonaau travers du montant équivalent des fraddemés
de maniére unique.

Pour estimer le résultat de la réallocation, naasods donc faire appel a la méthode de Monte- Garlo
suivre la démarche décrite ci-dessous :

Nous effectuons une boucle sur les scenatrii.
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Nous commencons par le calcul de la valeur du fmet a [linstant de

2

I'arbitrage :

— o-A N . . .
S, =Sexp|r Y treal T O/ trean-€1 | OU &~ N(O,l). Puis nous déterminons la valeur

de le montant périodiquér* = PUT(S

tReal\

tReal\

KT =t 7, ) )
Reall B Il_ exl:(— r(T - tReall

insi la
)) ainsi que

T-1
montant unique équivalerftl Eeam = ZITA exp(— ri ) + ZIT* exp(— ri ) Enfin, nous calculons le

i=0 i=treartl

résultatRY . =7 . — P(S,K, .10 6 treans JB)-

1.2 Application numérique

Considérons le contrat avec les caractéristiquesarsies :
«  Prime initiale investie S, =100
+ Montant garanti :K =100
« Maturité : T =10ans
« Taux sans risque I = 4%
Volatilité du support A :0, =20%

+ Volatilité du support B .0 variable (de 22% a 30%)

Observons les résultats obtenus suite a une rdtibocavec la méthode décrite précédemment :

Résultat a I'issue d’'une réallocation plus risquée
dans la méthode de retarification du contrat

—e— Vol SB: 22%
—=— Vol SB : 24%
Vol SB : 26%
Vol SB : 30%

Date de Résultat a I'issue d'une réallocation plus risquée Résultat d :Ciéerzlt:r(i:fai::;?ozlus risquee
. ’ Vol Supp B Vol Supp B Vol Supp B Vol Supp B
réallocation 220/p0p 240/pr 260/pop 3002'3
0 0.19€] - 039€] - 059€] - 0.99 € 4.00 €
1 0.66 € 0.46 € 0.25€] - 0.13 €
2 1.40€ 1.22¢€ 1.02¢€ 0.58 € 3.00€
3 214 € 1.94€ 1.74 € 134 € 200€
4 277€ 257€ 239€ 1.96 €
5 332¢€ 3.11€ 291€ 248 € 1.00 €
6 3.67€ 351€ 3.25€ 2.84 €
7 3.72€ 3.56 € 3.35€ 2.89€ - € [ 26 ' ' ! '
8 312¢€ 2.93€ 276 € 2.31€ 10091 2 3 4 5
9 0.17€] - 035€] - 055€] - 0.98 € J
2.00 €

Notons tout d’abord que pour les valeurs extrérhes, =0 et ty.,, =T —1, nous retrouvons les

mémes résultats que dans le cas de non retaudficdti contrat.

Dans le cas d'une réallocation dés linstant ihitle nouveau montant de frais demandé est alors

1-exp(-r)
1-exp-rT

précédent : nous obtenons donc bien le méme réadlissue de cette réallocation.

= PUT(S,,K,T,r,05)
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Lorsque la réallocation a lieu dn_,, =T —1, il n’y a pas de modification de frais prélevédtiane de la

garantie puisque nous avons fait I'nypothése quéd#location a lieu aprés le paiement de ces eexni
Ainsi, la méthode d’évaluation des frais prime rpete pas ce dernier résultat, qui est en outreagéga
résultat d’'un contrat ol la garantie est payée aeiéne unique en début de contrat.

Intéressons-nous désormais a l'allure des valettesmédiaires. La retarification du contrat au motne
de la réallocation plus risquée impliqgue que I'egggaent de [Il'assureur devient alors
PUT(S, . K. T ~tgeas . 05)-

La prime 71* est définie de telle maniere que si l'assuré lgajpade t =t a t=T -1,
I'engagement de I'assuré égaliserait I'engagementadsureur et le résultat serait alors nul.
Cependant, du fait de I'hypothése que la réallocati lieu aprés le paiement des frais, la prifiie n’est
pas payé det =t,., at=T —1 par l'assuré mais dé =t.,, +1 &t =T —1. N'oublions pas
néanmoins que celui-ci s’est déja acquitté des ams7, det =0 at =t . Ainsi, le résultat est a

priori non nul.
Ce raisonnement peut étre résumé par le schémansuiv

» Flux des montants de frais égalisant 'engagementd’assureur et celui de I'assuré :

n* n* n*
! rr !
0 treall treall+1 T1 T

Le résultat actualisé a 'instant initial est alors

R = f ﬂ* .eXd— r I)_ PUT(SIRea”’ K 'T _tReaII' r JB ).eXd— r.'tReaII)

I=tReal
Ttgearl
= eXP tgen) D, 77*.€xXp(-1.0)- PUT(StRea” KT = tean I’,JB)

i=0

=0

» Flux des montants de frais payés par I'assuré :

Tip Tp Tip 1% n*
tt---11 .
0 1 treall treall+1 T-1T

Le résultat actualisé a 'instant initial donneralo

R=ME%,, —PUT(S_ K, T ~tauul 0 feXP= T tou)

Realkt Reall ! ! Reall’" '~ B J* "*Reall
tReall T-1 T-1

=Y meexd-ri)+ > mrexp(-ri)- Y m*.exp-ri)

i=0 i :tReaH+l i :tReaH

tReal\

=> 7, exr:(— ri ) - -eXF(_ r'tReaII)
i=0

—_ 1_ eXd— r.'(tReaII +1)) — TT* _
=TT, 1- EXd— r) T .EXd r.'tReaII)
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Avec cette expression, apparait clairement quédaltat d’'une réallocation dépend de la date aelégu
celle-ci est effectuée. Mais il n'est pas facilétdblir le sens de variation de ce résultat entfonale

cette date, du fait notamment que le temps eseédwgait présent dang* . Nous pouvons simplement
dire que la somme des montarf§ versés par l'assuré jusqu’a l'instant de réallocavient contrer le

fait qu'un montant71* est manquant pour égaliser parfaitement 'engageme I'assureur et celui de
I'assuré.

Jusqu’'a présent, une réallocation d’actifs au g&in contrat en UC avait pour simple conséquence de
retarifer la garantie. Désormais, si I'assuré sdahmodifier son allocation d’actifs, il devra payen
outre des frais d’arbitrage au titre de cette djura

1.3 Application de frais d’arbitrage

Outre la modification du montant des frais, la lagdtion d’actifs implique désormais le
paiement de frais d'arbitrage s'élevanft_reall.§_  aTrinstant de I'opération.

Le nouveau montant de frai@* sera alors légérement modifié puisque le coursalis-jacent sera
désormaisS,__ (1- fr_reall).

Ainsi, 77* = PUT(SM (1- fr_reall),K,T —tgef.0 B)l_exp(—e ;(F(ﬁ _r 2Reau)) |

Le résultat a I'instant initial est alors :

tReall

T-1
Roa =D maexd—ri)+ > m*exd-ri)+ fr _reall.S, —P(S,K, T,1,04, trea g, fr _reall)
i=0

i=t Reall+1

1- -
Avec 7T* = PUT(SR%” -(1_ fr —rea”)’ KT ~trean I”JB)l— eXF(—el)'(Fé- _rzReall))

Comparons les résultats d’'une réallocation en fondales frais d’arbitrage sur un contrat présentst
caractéristiques suivantes :

*  Prime initiale investie S, =100

«  Montant garanti K =100

« Maturité : T =10ans

+ Taux sans risque I = 4%
Volatilité du support A .0, =20%

« Volatilité du support B 0, = 30%

Impact des frais d’'arbitrage :

Résultat d'une réallocation
Date de Résultat a lNssue d'une réallocation en présence de frais d'arbitrage
réallocation Sans Frais Frais 1% Frais 2%
0 0.99€ |- 0.02 € 0.96 €
1 0.13 € 0.84€ 1.81€
2 0.60 € 1.58 € 255¢€
3 1.33 € 230 € 3.27€
4 197€ 293 € 3.90€
5 252€ 348 € 4.44 €
6 2.86 € 3.81€ 476 €
7 291€ 3.85¢€ 478 €
8 231¢€ 3.22¢€ 4.12¢€ Date de réallocation
9 0.98 € |- 0.16 € 0.66 €
‘ Sans Frais —s— Frais 1% —a— Frais 2% ‘

La présence de frais d’arbitrage permet d’accertiegsultat de I'assureur a 'issue d’une opératie
réallocation plus risquée.
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L’idée de retarifer le contrat lors d'une réallaoatd’actifs au sein d'un contrat en UC s’est aeéirés
intéressante dans le cas d’'une réallocation versupport plus risqué. En effet, au travers d’exespl
nous avons pu constater que cette retarificatiomettait a I'assureur de tirer un profit de cette
réallocation. Qu’en est-il pour les réallocatioess/un actif moins risqué ?

2. Cas d'une réallocation moins risquée

Une réallocation moins risquée se modélisera paraksage du suppofb; au supportS,.
Tous les résultats obtenus dans le paragraphedendicgéont généralisables dans le cas d’'une rétiloca
moins risquée puisque les volatilités, et 0, jouent alors des réles symetriques.

L'assuré paye peériodiquement le montaffy jusqu’a la réallocation et il lui sera ensuite dewhe

= PUT(S_,K,T-t

1-exp(-r)

frais unique équivalent suivant :

t

Reall

o
el All_ eXd_ r(T - tReall

Mhear = . 7 exd—ri ) + Tz_ln”* exp(-ri)
i=0

i=t Reall"':L

_ 77 (1= exXpl= 1 (tpear * 1))+ 77* (eXP=r (taees + 1) — expl=1T))

1—exr(—r)

Le résultat de la réallocation s'écrit aldRi.,, =M R.. — P(S,K, T,1,05, theans UA)

Application numérigue

)) ce qui nous donne le montant de

Nous pouvons effectuer une nouvelle application énispue en considérant les mémes caractéristiques
gue choisies précédemment :

Prime initiale investie S, =100
Montant garanti :K =100
Maturité : T =10ans

Taux sans risque I = 4%
Volatilité du support A .0, =20%

Volatilité du support B .0, variable (de 22% a 30%)

Résultat a I'issue d’une réallocation moins risqguée

dans le cas d’'un retarification de contrat:

Résultat a I'issue d'une réallocation moins risquée

Date de
. R Vol Supp B Vol Supp B Vol Supp B Vol Supp B
réallocation 220/2p 240/2’3 260/p0p 300/2‘)
0 0.19€ 0.39 € 0.59 € 099 €
1 1.20€ 157€ 192€ 2.63€
2 2.10€ 263 € 3.13€ 424 €
3 294 € 361¢€ 431¢€ 5.62 €
4 3.74€ 448 € 535€ 6.90 €
5 4.35€ 527¢€ 6.15€ 7.89€
6 475 € 575€ 6.67 € 8.60 €
7 4.86 € 5.82¢€ 6.75 € 8.73 €
8 4.08 € 4.93€ 5.76 € 7.42€
9 0.16 € 0.31 € 0.45 € 0.71 €

10.00 €
8.00 €
6.00 €
4.00 €
2.00€

Résultat d' une réallocation moins risquée

avec retarification

—e— Vol SB
—=—Vol SB
Vol SB
Vol SB

1 22%
1 24%
1 26%
1 30%

La encore, nous retrouvons les mémes résultatslgng le cas de non retarification du contrat pesr |

valeurs extréme$

=0etty, =T -1

Reall Reall
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Pour les valeurs intermédiaires, le résultat pget\és comme :

1-exp-r.lts.., +1
R= 71, 1r—(exp((iera|5 ))—n*.exp(—r.tRea")

Si I'assureur décide de faire payer a I'assuré@alacation d’actifs, le résultat devient a l'instanitial :

tReall T-1
Roar =D g exp—ri)+ > m*exd-ri)+ fr _reall.S, - PS,K, T,1, 05, tgeu 0, fr _reall)
i=0 i:tReaII'HI'
1-exp(-r)
=pUT(S_ (- fr_reall),K,T -t )
Avec 7T* U (SR%” ( r_rea ), , Reall* r,JAll_ exp(— r.(T —tRea,,))

L'application numérique dans le cas d'une réalliocatu support B de volatilité 30 % vers le suppbort
de volatilité 20 % permet de mettre en évidencaigfaentation du résultat en présence de frais
d’'arbitrage :

Impact des frais d’'arbitrage :

Résultat a l'issue d'une réallocation Résultat d'une réallocation
Date de en présence de frais d'arbitrage
réallocation Sans Frais Frais 1% Frais 2%
0 0.99 € 1.97€ 295€ 15.00 €
1 2.68 € 3.66 € 4.63 €
2 417 € 5.14 € 6.12 € 10.00 €
3 562€ 6.59 € 7.56 €
4 6.86 € 7.83€ 8.80 € 5.00€
5 7.95€ 8.90 € 9.86 €
6 8.62 € 957 € 10.52 € €+ ! ' ' ! ! ! ! ! '
7 8.69 € 9.63€ 10.56 € 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
8 744 € 835¢€ 9.25€ Date de réallocation
9 0.71 € 1.53 € 234 €
Sans Frais —s— Frais 1% —a— Frais 2%

Tout comme dans le cas d'une réallocation plusuésg I'idée de retarifer la garantie aprés une
réallocation d’actifs au sein du contrat en UC emcfion des conditions du marché du moment s'avére
donner de bons résultats si nous I'appliquons a réaflocation s’effectuant vers un support moins
risquée. Il serait désormais intéressant de stequelques instants sur la comparaison destaésdle
réallocation obtenus selon les différentes méthétiediées jusque la pour réduire le colt pour liemg

de cette opération.
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Chapitre 9 : CONCLUSION

1. Comparaison des résultats des différentes méthodes

Dans ce paragraphe, nous comparerons a traverseompi numeérique, les résultats obtenus en
cas de réallocation, selon la méthode utilisée :
Cas d'un contrat ou le prélevement des frais a@ dié la garantie est effectué de maniére unique

en début de contrat (noté PU),

Cas d'un contrat ou le prélevement des frais det®fé périodiquement et le montant des frais
est défini a I'instant initial (noté PP sans rdteaition.),

Cas d'un contrat ou le prélévement des frais det®fé périodiquement et le montant des frais
est défini a I'instant de réallocation selon leaditions du marché (noté PP avec retarification).

Intéressons-nous au contrat présentant les casdicjges suivantes :

Prime initiale investie S, =100

Montant garanti :K =100
Maturité : T =10ans
Taux sans risque I = 4%

Volatilité du support A :0, =20%
Volatilité du support B 0, = 25%

Frais d’arbitrage : 1%

» Cas d'une réallocation plus risquée

Date de

Réallocation plus risquée

Réallocation PU PP sa.ns .P.P .

retarif Retarification
0 3.32€ 0.32€ 0.49 €
1 293 € 0.23 € 1.34€
2 255 € 0.17 € 2.08 €
3 2.15€ 0.13 € 2.82¢€
4 1.75€ 0.11€ 3.45€
5 134 € 0.12€ 4.00 €
6 0.92 € 0.15€ 4.33 €
7 0.50 € 0.20€ 437 €
8 0.06 € 0.28 € 3.75€
9 0.38 € 0.38 € 0.38 €

Résultat d' une réallocation plus risquée
selon la méthode utilisée

-2.00€

-4.00 €

Date de réallocation

‘—O—Prime unique —s— PP sans retarification PP avec retarification

» Cas d’une réallocation moins risquée

Date de

Réallocation moins risquée

Réallocation PU PP sans .PP .

retarif Retarification
0 4.96 € 1.32¢€ 147€
1 451¢€ 1.34€ 2.74€
2 4.07 € 1.35€ 3.85€
3 3.63 € 1.35€ 494 €
4 3.21€ 1.35€ 5.87 €
5 2.79€ 1.33€ 6.68 €
6 2.38€ 131€ 7.18€
7 1.98€ 1.28€ 7.23€
8 158 € 124¢€ 6.28 €
9 1.20€ 1.20€ 1.20€
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Résultat d' une réallocation moins risquée
selon la méthode utilisée

8.00€
6.00 €
4.00€
200€

Date de réallocation

—e— Prime unique —=— PP sans retarification PP avec retarification
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Au vu de ces graphiques, la derniere méthode é&uda@nsistant a recalculer les frais aprés une
réallocation d’actifs selon les conditions du marcapparait bien meilleure pour I'assureur puidtpr’e
lui permet d’engendrer un bénéfice plus fort queedeux autres méthodes. Ceci est tout particuliénem
vrai dans le cas d’une réallocation plus risquééediénéfice est plus important, quel que soistamt de
réallocation.

Notons que quel que soit le sens de la réallocatonprésence de frais d'arbitrage, nous retrouvons
I'égalité des résultats entre le cas d’'un contrat@ment périodique de la garantie avec montagss d
frais définis a I'instant initial et celui d’'un ctrat a paiement périodique avec retarification esewnt

pour la date de réallocatioty,,, =T —1. N'ayant, dans ce cas, pas de modification derilag ce

résultat s’explique facilement et correspond égalenau résultat du contrat pour le lequel la gasasst
payé une unique fois en début de contrat.

Par contre, en I'absence de frais d'arbitrage, nausns remarqué I'égalité également en cas de
réallocation a I'instant initial. Ceci n’est plusavlors de prélevement de frais car dés lors, datant de

frais 71* est calculé pour le sous-jaceB .(1— fr _reaII) et non plusS.

En supposant que les réallocations s’effectuerformément dans le temps, nous pouvons déterminer la
moyenne empirique du résultat de I'assureur ainsigp variance empirique :

Réallocation plus risquée Réallocation moins risquée
PU PP sans PP PU PP sans PP
retarif Retarification retarif Retarification
Moyenne Empirique - 0.03 € 0.21 € 2.71€ 3.03 € 1.31€ 4.74 €
Variance Empirique 1.26 0.02 2.35 1.60 0.00 5.29

Nous avons déja évoqué I'avantage d'un contrat femrel le paiement de la garantie est périodique e
montant de frais présenté dans les Conditions @gisur un contrat ou le paiement est unique. Il
apparait clairement que la méthode de retarifinatie contrat au moment de la réallocation est encor
meilleure, le bénéfice créé par la réallocatiom&pdus fort que les deux autres méthodes quelqiides
sens de cet arbitrage. Cependant, cette dernig¢t®deprésente une volatilité plus forte.

2. Limites

Outre les limites de modélisation déja évoquéess danpartie précédente, nous pouvons
également souligner la difficulté de mise en cewdeela méthode de retarification de la garantie qui
pourrait paraitre la meilleure a mettre en place.

D’une part, la faisabilité méme de cette opérati@st pas certaine. En effet, la méthode de rétatibn
implique que I'assureur devra retarifer de manigdéviduelle toute garantie complémentaire a untiin
pour lequel un assuré a effectué une réallocatiactits : cela n'est nullement envisageable suplin
pratique ou les contrats se comptent par millieb®e Iplus, ces opérations de retarification ont afit,c
gue nous avons supposé jusque la nul, mais quefereonsidérablement diminuer les résultats.

D’autre part, I'assuré aurait-il intérét a réalisere réallocation d’actifs ? Cette question esteffat
cruciale. Dans la méthode de retarification, nofisonnement menait & considérer les conséquences
d'une réallocation comme la souscription d’'une redlevoption de vente avec un sous-jacent et une
maturité différente. Si I'assuré effectuait le rackle son épargne, il pourrait alors, avec songéear
disponible, souscrire un nouveau contrat avec wnwelle garantie portant sur un nouveau sous-jacent
une nouvelle maturité ainsi qu'un nouveau montaragti. La méthode de retarification pourrait alors
pousser I'assuré a racheter son contrat plutét effétuer une réallocation : ceci est totalementmire

au but de I'assureur qui est de garder I'assuré dan portefeuille !

A premiére vue tres tentante, la méthode de rigatiibn n’est finalement pas si pertinente d’unnpaie
vue pratiqgue et commercial. Cependant, les contrate paiement de la garantie est périodique meste
beaucoup plus propices a l'autorisation de réafionad’actifs que ne le sont les contrats a paigmen
unique de la garantie, du fait de la possibilitérdmlifier les montants des frais payés en coursotirat

au titre de la garantie.
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Ces deux premiéres parties nous ont permis de emnettravant les enjeux financiers d’'une
réallocation d’actifs au sein d'un contrat en U@gantant comme garantie complémentaire, une garanti
plancher. La réallocation d’actifs ayant pour capshce de modifier le support, elle peut ainsi @étre
comme une erreur d’estimation de la volatilité ldes la tarification de la garantie. Cette erreur es
moindre dans le cas ou le paiement de la garasti@édriodique car le tarif peut alors étre adapté e
redevenir en adéquation avec le support sur lekgpdrgne est investie. Néanmoins, dans le cas d'un
prélévement unique de frais en début de contmtdaeséquences peuvent étre lourdes pour I'assureur
Aprés cette étude purement financiére, nous alllammer a notre réflexion, une vision plus assuediati
en nous intéressant plus particulierement a I'chgiune réallocation d'actifs sur les lois du pagsn
effet, si la modélisation financiére est importatiéas la phase de pricing d’'une garantie, les asstine
doivent en aucun cas négliger la modélisation dmpmtement des assurés. C'est pourquoi les
conséquences d'une réallocation d’actifs au saim dontrat en UC sur les lois du passif et notanime
sur les lois de rachat doivent étre étudiées avigc Bour cela, nous baserons notre travail stud& de
la garantie GMAB Guaranteed Minimum Accumulation Bengfigarantie plancher en cas de vie.
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Partie Il :

APPLICATION
A LA GARANTIE GMAB
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Chapitre 10 : PRESENTATION DE LA GARANTIE GMAB

Pour débuter, nous présenterons la garantie GMA®&s nous attarderons sur la méthodologie
de tarification de cette garantie.

1. Introduction a la GMAB

La GMAB (Guaranted Minimum Accumulation Beneét une garantie de capital en cas de vie.
Elle permet a l'assuré, dont le contrat est tolgaem portefeuille, de percevoir a l'issue d’'uneiquie
donnée, le maximum entre la valeur de son éparigme montant minimum garanti.

Cette garantie permet ainsi a I'assuré de bénéfitime garantie de performance a terme et donc de
sécuriser considérablement son investissementigsude compte.

Le montant garanti peut différer selon la garapt@posée dans le contrat. Comme type de garamtiss, n
pouvons citer :

> la garantie plancher simpide capital garanti est fixe et en général, @égamontant initialement
investi par I'assuré sur le support en unités depte.

> la garantie plancher roll-upil y a garantie d’'un taux minimal de revalorisat du montant
initial investi.

> la garantie plancher cliquete capital garanti est égal a la valeur de maduistorique la plus
élevée de I'épargne gérée en unités de compteurvaldevée a dates fixes de maniére
périodique.

Il est & noter que les modalités de calcul du nrdrgaranti sont fixées d’avance dans le contrat.

lllustration de la garantie plancher cliq@Bgriodicité du cliquet : 3 ans)

Cours du sous-jacent

Montant garanti cliqueté tous les 3 ans Montant garanti cliqueté tous les 3 ans
300 - = 200 -
250 - 8
@ 150
200 - w
150 - 3 100
100 & S
© 50
50 A %)
0 T T T § 0 T T T
0 3 6 9 0 3 6 9
Temps Temps
‘ —e— Scenario d'actifs —s— Cliquet —e— Scenario d'actifs —s— Cliquet

Dans ces 2 exemples de scenarii, le montant gagahtliqueté tous les 3 ans: au moment du cliquet
(dates en vert), le montant garanti cliqueté eat &g maximum entre la valeur liquidative du congtda
valeur du cliquet précédent. Cette solution estisiire pour I'assuré car elle lui permet de senuinir
contre une éventuelle chute du montant de son Bpa@ependant si la valeur liquidative du contrat
augmente puis diminue entre deux cliquets, celproéte pas a I'assuré. C'est le cas dans la figlee
droite entre les instants 6 et 9 : I'épargne adge @ est supérieure au cliquet. Mais puisquetéims?
n'est pas un instant de cliquet, le montant garaist pas majoré par cette hausse et a la date 9,
dernier reste égal a celui évalué a l'instant 6.

Il apparait ainsi clairement que la garantie planatiiquet dépend du scénario d’actifs : il ne sdoas

pas possible de tarifer ce type de garantie endl@sifermées.
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Quel tarif donner a cette garantie ? La soluti@et question provient du comportement optionedad
garantie : la théorie financiére nous vient alorsagle. Dans quelle mesure cette garantie s’apf@agen
une option ?

2. Tarification de la GMAB

2.1 Assimilation de la garantie a une option

La GMAB peut s’interpréter en termes financiermiate une option de vente dont le sous-jacent
serait I'épargne du client et le prix d'exercice,rhontant minimal garanti car de méme que le vendeu
d'un PUT assure a son acheteur le droit de vermhiessus-jacent a un prix défini a I'avance, I'assur
promet a son assuré un montant minimum pour somg@pal 'assureur serait donc le vendeur de I'option
et l'assuré, son acheteur.

Par souci de simplification, nous supposerons gueohtrat est a support unique. Nous le noterBps

et il suivra, sous la probabilité historigd®, la dynamique suivante :

ds
S A= ,uA.dt + UA.thA ou i, désigne la tendance du sous-jacent, supposéentmst
A

0, désigne la volatilité, supposée constante.

A .
W™ est un mouvement brownien.

Soulignons que la GMAB ne pouvant s’exercer quia date donnée, a la fin de la période de cardnce,
s’agit d'une option de vente de type européenne.

La GMAB ne s’exerce que si I'assuré est toujounssda portefeuille a I'échéance du contrat. Il faud
par conséquent pondérer l'option de vente par uobabilité de présence a la maturité de I'optionrpo
prendre en compte cette condition d’exercice.

Notons que c’est le fait que la GMAB s’exprime coemmme combinaison linéaire d’options de vente
avec pour facteur une probabilité de présence entfgnte de I'option qui explique I'intérét port&guie

la & une garantie de type option de vente. Atosit ce qui a été dit d’un point de vue financieup
I'option de vente sera applicable a la GMAB calezel n’est autre qu'un PUT auquel nous appliquons
une probabilité.

Nous nous sommes demandés jusque la comment afgrdee@MAB a une option. Une formule simple
en a découlé : la GMAB sera tarifée comme une op® vente européenne, pondérée par la probabilité
de présence de l'assuré a I'échéance du contraer@dant, comme tout contrat d’assurance, la GMAB
présente des frais. Comment modéliser ces frais ldamarification de la GMAB ?

2.2 Prise en compte des frais

Les frais en lien avec la GMAB, exprimés en poutage de la valeur liquidative du contrat,
peuvent étre classés en trois catégories.

Tout d'abord, intéressons-nous aux frais d’acgoisitCes derniers sont prélevés, comme son nom
I'indique, lors de I'acquisition de la garantids ne sont donc réglés qu’une fois au cours déclale la
garantie, au début du contrat. La garantie préseipeur valeur initiale du sous-jacent, la primgiate
investie nette de frais d’acquisition.

Ensuite, viennent les frais de gestion. Ces fids,a la vie du contrat, sont prélevés chaque exsné
I'épargne du client. Du point de vue de la modélisg ils seront assimilés & un versement de dhdeés
continus. En effet, un dividende vient diminuerctrs d’'une action, tout comme les frais dimindant
valeur liquidative du contrat, quelque soit le namttde I'épargne disponible.
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Enfin, il y a le chargement lié a la garantie, quoais cherchons & déterminer. Ce chargement n'sst pa
donné en euros mais en pourcentage de la valauddiive du contrat. Dans le cas d'un prélevement
unique de frais au titre de la garantie, ce chaeggra’exprime en pourcentage de la prime investége

de frais d’acquisition. Dans le cas de prélevempét®diques, il s’exprime en pourcentage de lawal
liquidative du contrat a I'instant du prélevememtlévement effectué chaque année.

Le chargement a déterminer est la valeur des dudignnule la-air-Value de la garantie. La Fair-Value
est définie comme la différence entre 'engagerdentassureur et celui de I'assuré. Quels sor-ils

2.3 Valeur actuelle probable de I'assureur etlgessuré

Notons PUT(S, K,T,r,aA,q), le prix & linstant initial d’une option de vengropéenne
présentant les caractéristiques suivantes :

S le sous-jacent,

K le prix d’exercice,

T la maturité de I'option,

r le taux sans risque,

O, la volatilité du sous-jacent,

q le taux de dividende continu.

Des méthodes d'évaluation de cette option de v&ament expliquées ultérieurement.

2.3.1 Cas d’un contrat a paiement unique de la garantie

Puisque la GMAB s’évalue comme une option de veaotepéenne pondérée par une probabilité
de présence de I'assuré a I'échéance du contreddar actuelle probable (VAP) de I'assureur asfant
initial, dans le cas d'un contrat pour lequel laagdie est payée de facon unique en début de t@dra
donné par :

PRES

VAP_ Assureur= PUT(S, (L- fr _acq)(1-chgt),K, T,r,0,, fr _gestior) x ;p!

Ou S est la prime initiale investie,
K est le montant minimum garanti par I'assureur
T est la maturité du contrat,
r est le taux sans risque,
g, est la volatilit¢ du sous-jacent,
fr _acq représente les frais d’acquisition,
fr _gestion représente les frais de gestion,
chgt représente les chargements au titre de la garanti
X représente I'age de l'assuré.

Le sous-jacent est bien constitué de la primegieitinvestie nette de frais d’acquisition et durgeanent
de la garantie. Les frais de gestion sont, quanixa assimilés a un dividende continu.

La VAP de l'assuré en début de contrat est :

VAP_ Assuré= chgtS, (1- fr _acq)
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2.3.2 Cas d’'un contrat a paiement périodique de la garar¢

Dans le cas d'un contrat ou la garantie est pagg®giquement, le chargement au titre de la
garantie est assimilé a un dividende continu. L&P\@& I'assureur s'écrit a I'instant initial alors :

VAP_ Assureur= PUT(S, (1- fr _acq),K,T,r,0,, fr _gestiont+ chgt) x . p/Res
Sommons les frais probables futurs actualisés pbtanir la VAP de I'assuré a l'instant initial :

T-1
VAP_ Assuré= Y chgtxVL, xexp(-rt)x, piees

t=0

Remarquons que la VAP de I'assuré dépend de I'éwolde I'épargne et ne peut donc étre connue a
l'instant initial.

Les VAP de l'assureur et de I'assuré font appeés grobabilités de présence puisque l'assuré theit é
encore dans le portefeuille a I'échéance du cgnpratir bénéficier de sa garantie et tout au long du
contrat, pour payer les chargements au titre de garantie. Que signifie plus précisément étreegre
sur le contrat ? Comment évaluer ces probabiliégrdsence ?

2.4 Probabilité de présence

L'assuré est considéré comme sorti du contratesildécédé ou s'il a racheté son contrat. Le
rachat correspond a la volonté de I'assuré de #reng’épargne acquise sur son contrat avant la dat
d’échéance de son contrat. Le rachat peut étrk Fassuré désire reprendre la totalité de songipaet
met fin & son contrat ou partiel, I'assuré ne @ésdcupérer qu’'une partie de son épargne et sanaton
reste alors en vigueur.

La probabilité de sortie de I'assuré est donc lmrse de la probabilité de déces, de la probabikté d
rachat total et de la probabilité de rachat partlefaut noter que ces probabilités sont difféesndes
valeurs données par les tables, seules valeuraapspossédons. En effet, les tables définissenkoie

de sortie par événement sur des portefeuilles dgats indépendamment des autres événements (comme
s'ils ne se produisaient jamais sur ces portefes)ill Par exemple, nous utilisons la table TGF05 pou
estimer les décés sur notre portefeuille, cepencitte table ne prend pas en compte le fait quesuiat

ait pu déja effectuer le rachat de son contrag. dl donc une manipulation a effectuer entre lesural
issues des tables (que nous nommerons « probahalitgolues ») et les valeurs qui nous seront utiles
pour calculer la probabilité de sortie (que noupedlprons « probabilités observées ») car sinorsnou
risquerions de comptabiliser deux fois une sontierpun méme assuré.

(PSORTIE = PDC,obs + PRT,obs + PRP,obs

Nous avons don avec :
. pPeobs la probabilité de décés observée,
. PRTobs la probabilité de rachat total observée,
P RP,0bs
L]

, la probabilité de rachat partiel observée.

PRES

Notons, P, la probabilité que I'assuré d’age soit présent sur le contrat, I'annéé] [O,T].

Apreés calculs (cf. démonstration Annexe ¢, il vient :
t-1
PRES _ PRES N PRES _ DC RT RP
t px - l—! px+k ou px+k - (1_ I:)x+k )(1_ I:)k )(1_ I:)k )

Avec Px'i(k: , probabilité de déces absol(donnée par les tables),

alagex+Kk.
PkRT , probabilité de rachat total absolée'instantk .
PkRP, probabilité de rachat partiel absglad’instantk .
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Notons que les rachats sont difficilement apprébhbled car plusieurs facteurs peuvent intervenir. En
effet, les rachats peuvent dépendre de I'évoluti@s marchés financiers : en cas de trés bonnes
performances de ces derniers, la garantie peutr@eaa I'assuré inutile et pousser ainsi ce @grai
racheter son épargne. De méme, des avantagesxfigiteuavantageux a partir de 8 ans peuvent lerttent
au rachat. N'oublions pas qu'il existe aussi désorgs exogenes au rachat, pas vraiment quantifigdale
I'assureur, comme par exemple, un besoin de liguichez I'assuré. Ainsi, la difficulté de modéliser
type de comportement est liée a son caractére ipléd@ment rationnel.

Pour la tarification, nous utiliserons des loistigizes de rachat et supposerons donc que les sachat
proviennent d’'une cause totalement exogéne et meedé pas d'un comportement du client. Les
coefficients de chute dépendront alors de I'an@éhrdu contrat et seront indépendants de I'age de
I'assuré et des performances des marchés financiers

Aprés avoir vu comment évaluer les probabilitépdsence, reste a déterminer comment tarifer bopti
de vente. Deux méthodes peuvent étre utilisées.

2.5 Méthodes de tarification

2.5.1 Formule fermée

Pour tarifer I'option de vente, nous pouvons wilile modéle de Merton (1973) qui généralise la
formule de Black-Scholes aux instruments payandigdendes continus.

Sous les hypothéses de marché parfait et compléatesence d'opportunités d’arbitrage et en suppbs

que les opérations de préts et d'emprunts se fagsetaux sans risque constant, le modéle de Merton
donne :

PUT(S,K,T,r,0,,9) = K.exp-rT)N(-d,) - S,.exg- qT).N(-d,)
Avec N() la fonction de répartition de la loi normale tée réduite,
1
In[SKO} + (r -q +20f\j.T
o AT
d, =d,~ VT

et d, =

Il suffit alors de pondérer ce résultat par la @tnbté de présence de I'assuré a I'échéance duatpoe
gue nous avons défini dans le paragraphe précéatmmntobtenir la VAP de I'assureur.

La formule précédente est utilisable dans le casedgarantie plancher simple en pren#at= S, et

dans le cas d’'une garantie plancher roll-up engnelk = S x (1+ roll _up)T ou roll _up désigne
le taux minimum de revalorisation garanti. Par oerdans le cas d’'une garantie plancher cliquet, le

montant garantiK dépend du scenario d’actifs. L'option de ventedestype lookback et il n’existe pas
de formules fermées pour obtenir son prix.

2.5.2 Méthode de Monte-Carlo

La méthode de Monte-Carlo, basée sur la Loi Foege @rands Nombres, permet de tarifer
certaines caractéristiques du contrat en effectuanhombre suffisant de simulations, que nous ne
pouvons évaluer en formules fermées. C’est le camme cité précédemment, de la garantie plancher
cliquet car le montant garanti dépend alors duamenle I'actif. De méme, les montants périodiqdes
frais ne peuvent étre déterminés que via cette adéthgie puisque la encore, I'apport de l'assuré
dépendra de I'épargne présente sur son contrauséaint du prélevement.
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Pour utiliser la méthode Monte-Carlo, nous devdabl& une chronologie des frais prélevés puisgue |
valeur liquidative du contrat est calculée chaquesa. Nous retiendrons la chronologie suivante :

» Frais d’acquisition (prélevés une seule fois, aummiat de I'acquisition du contrat)

» Chargement au titre de la garantie (prélevé de é@maninique ou périodique selon le

contrat)

» Frais d'arbitrage (en cas de réallocation d’actifs)

» Frais de gestion

> Probabilité de sortie
Pour déterminer le prix de la garantie par cettthode, nous devons effectuer des boucles.

Voici la méthodologie retenue pour le cas d’'un catnbu la garantie est payée en une unique: fois

Nous commengons par calculer la Valeur Liquidafie) du contrat a I'instant initial : il s’agit
de la prime brute nette de frais d’acquisition. lfiess payés au titre de la garantie par I'assundt s
constitués du chargement appliqué a la prime bretie de frais d’acquisition. La VL du contrat aktrs
diminuée de ce chargement. Puis, il y a prélévemestfrais de gestion. Nous supposons en outré, qu’
n'y a pas de sortie a l'instant initial : nous rda¢ donc pas a pondérer la VL par la probabilité de
présence de l'assuré.

Ensuite, repartant de I'épargne ainsi obtenue, oalailons la VL a linstant =1 en utilisant
la formule d’évaluation du support issu du mouveirtmownien géométrique. Les paramétres utilisés
sont ceux du support sur lequel I'assuré a chdadlodier son épargne. Les frais de gestion sontsalo
prélevés sur I'épargne et enfin, la VL est pondéréela probabilité de rester de I'assuré, au cders
cette premiére année.

Nous reproduisons cette démarche jusdu T . A linstant final, les flux de la garantie sont
évalués. La VAP de l'assureur est le maximum eletmaontant garanti (prime initiale brute diminuée d
la probabilité de sortie des assurés) auquel ldivdle du contrat est retranchée et zéro, le toutadisé a
l'instant initial. La VAP de 'assuré est constitude la du montant des frais versés au titre dadantie
a llinstant initial. Enfin, nous déduisons la Femiue de ce scenario d'actif, qui est constituééadéAP
assureur, moins la VAP assuré.

Nous effectuons une boucle sur les scenarii (aubneme 100 000) pour obtenir la Fair-Value
moyenne.

Rappelons que nous cherchons le chargement quileam@uFair-Value moyenne. Pour cela, nous
procédons par dichotomie en supposant que la Fairev est une fonction affine croissante du
chargement.

Dans le cas d'un contrat ou le paiement de la garast périodique, le programme précédent est
Iégerement modifié car il ne faut pas oublier délgrer les chargements périodiquement. La phase
d'initialisation reste inchangée. Par contre, apa&sir calculé la VL du contrat par la formule
d’évaluation du mouvement brownien géométrique snibeterminons I'apport de I'assuré en multipliant
le chargement par cette VL pondérée par la proi@kde présence. La VL est alors diminuée de ce
chargement. Puis sont appliqués, les frais deagesti la probabilité de rester durant la périodmurP
obtenir la VAP de l'assuré, il faut alors sommaustdes apports en les actualisant. La méthodolesfie
ensuite la méme.

Remarque
Soulignons que dans la méthodologie proposée, lkuvdiquidative du contrat est pondérée chaque

année de la probabilité de présence a la fin dmé€a. Nous aurions pu choisir d’appliquer la prdtéab

de présence seulement a I'échéance du contratn@apie cette technique ne permet pas, par exereple d
prendre en compte les rachats dynamiques (raclitgstugs selon les performances des marchés
financiers). Ce type de rachat n’est pas pris enpte dans notre modéle pour simplifier I'étude nbess
programmes utilisés pour la tarification des vétia produits les modélisent. Souhaitant étre as pl
proche dans ce mémoire, des pratiques utilisées AX&\, nous privilégierons donc la diminution de
I'épargne au fil du temps.
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2.6  Application numérique

Dans ce paragraphe, nous donnerons une illustrekidfiée de la tarification. Pour cela, nous
nous baserons sur un seul contrat présentantriastéastiques décrites ci-dessous.

2.6.1 Caractéristiques du contrat
Considérons le contrat présentant les spécifisit@santes :

e Caractéristiques du contrat :
- Prime initiale investie brute §; = 30000€

- Maturité du contrat T =10ans
- Agede l'assuré X = 40ans

» Frais (exprimés en % de la valeur liquidative dotcat)
- Frais d’acquisition :fr _acq=4%
- Frais de gestion fr _ gestion= 096%

e Caractéristiques du support
- Taux sans risquel = 4%

- Volatilité du support A .0, = 20%

2.6.2 Cas d’'un contrat & paiement unique de la gardie

Comparons les tarifs de la GMAB dans le cadre dtantrat ou le paiement de la garantie
s'effectue de maniere unique en début de contesd.t@ifs sont obtenus par les méthodes de tartfita
en formules fermées (FF) et par Monte-Carlo (MC) :

Tarifs Prélevement Unique de frais

Garantie Simple || Garantie Roll-Up Garantie Cliquet
Taux de revalorisation : 2% || Périodicité du cliquet : 5 ans
FE MC [ FE MC FE MC
10.30% 10.53% || 20.25% 20.56% XXXX 13.41%

Les tarifs des deux méthodes coincident malgrdagere différence. Cette divergence peut étre
expliquée par le fait que dans le modéle en formfdemées, les frais de gestion sont prélevés dicnea
continue alors que dans la méthode de Monte-Cigglepnt prélevés annuellement en fin de période. |
a donc une |égére différence de modélisation.

Notons que le tarif de la garantie Roll-Up est plesé que celui de la garantie Simple : ceci est
totalement logique puisque le montant minimum gar@st plus important en cas de revalorisation. La
garantie Cliquet présente quant a elle, un tatérmédiaire : elle ne peut étre que plus chérelgue
garantie Simple puisque la encore, elle permettdiub un montant garanti au moins égal a la prime
brute mais son prix n’explose pas car le montardrgadépend des performances du marché a la date d
relevé du cliquet.
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2.6.3 Cas d'un contrat a paiement périodique de lgarantie

Dans le cas d’'un contrat ou le paiement de larg@rast périodique, seule la méthode de Monte-
Carlo permet de tarifer la garantie.
Nous supposerons en outre que le contrat présentestipports :

- le supportS, caractérisé par une volatilier, = 20%,

- le supportSy caractérisé par une volatilier, = 30%.

Tarifs Prélevements Périodigues (issus de la méthedle Monte-Carlo)

Garantie Simple Garantie Roll-Up Garantie Cliquet
Taux de revalorisation : 2% || Périodicité du cliquet : 5 ans
Support A 1.24% 2.75% 1.79%
Support B 2.33% 4.19% 3.29%

Nous pourrions effectuer les mémes remarques que ta cas a prélévement unique concernant
I'évolution des tarifs entre les différentes gaiesit Notons, de plus, que le tarif du supp&t est

toujours supérieur a celui du supp@j, pour une méme garantie : ceci est d au fait gueeipportS,

est plus risqué donc plus cher. Cependant, nougopsuemarquer que I'écart entre ces deux tarifie va
selon la garantie considérée.

Aprés avoir bien introduit la GMAB, intéressons-scaux conséquences d'une réallocation d'actifs au
sein d’'un contrat en UC sur cette garantie. Deypesyd’effets vont apparaitre. Nous retrouverons les
conséquences purement financiéres évoquées préceaienMais cette fois, la tarification de la GMAB

prend en compte également le comportement deséassiar les lois de mortalité et de rachat. D’autres

conséquences vont ainsi apparaitre suite a undogaétibn d'actifs, dues a la modification du
comportement des assurés ayant réalloué leur épaQurel sera ce deuxieme codt ?
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Chapitre 11 : IMPACT D'UNE REALLOCATION D'ACTIFS

Dans ce chapitre, nous étudierons I'impact dé@location d’actifs au sein d’un contrat en UC
sur la garantie GMAB. Nous nous limiterons au casel garantie plancher simple

1. Madification de I'option de vente

Dans un premier temps, nous supposerons qu'wai®aétion d’actifs au sein d’'un contrat en
UC ne modifie pas les lois du passif utilisées plautarification. Ainsi, les probabilités de décéts
surtout les probabilités de rachat total et pantéeebubiront aucune modification en cas de rédilmtaEn
revanche, une réallocation d'actifs impactera fmptde vente, comme nous l'avons vu dans les
précédentes parties. En reprenant les notatiodsutifigées, nous pouvons donc dire qu’une rédiloca

d'un supportS, vers un autre suppoi®; avec prélévement de frais d’arbitrage, modifigofion de
vente initiale qui était PUT(SO, K,T,r,UA,q) en la faisant devenir
PUT(S,, K, T,1,0 .G trea Ts» fr _reall).

En particulier,

PUT(S,,K, T,1,0 G trean Ts. fr _reall) = K.exg-rT)N(-d,)- S, (1- fr _reall).exp- q.T).N(-d,)

In(SO.(l— fr _reall)
) K

1 1
j + (r - q)T + 5 Ji 'tReaII + E Ué (T - tReall)

\/Ji 'tReaII + Jé (T - tReaII)

ou d, =

dz = dl _\/Ji't + Ué -(T _tReaII)

Reall

1.1 Cas d'un contrat a paiement unique de la garantie

Dans le cas d'un contrat ou la garantie est papéaunique fois en début de contrat, la VAP de Ueessr
a l'instant initial s'écrit suite & une réallocatio

VAP_ Assureur= PUT(S, (1- fr _acq)(1-chgt),K,T,r,o,, fr _gestiont,,,,, 0, fr _reall) x . p/Res

La VAP de l'assuré reste la méme, soit :
VAP_ Assuré= chgtS, (1- fr _acq)+ fr _reall.S, (1- fr _acq)(1-chgf)
Ainsi, une réallocation d’actifs fait naitre le véiat suivant chez I'assureur :
R=VAP_ Assuré-VAP_ Assureur
=chgtS, (1- fr _acq)+ fr _reall.S, (1- fr _acq)(1-chgy)
- PUT(S, (1- fr _acq)(1-chgt)K,T,r,o,, fr _gestiont,.,,,ds, fr _reall) x . p &S

Avec
chgtS, (1- fr _acg) = PUT(S, (1- fr _acq)(1-chgt),K,T,r,o,, fr _gestionx ,pRes

Ce résultat peut étre calculé soit par formulemésrs, a I'aide de la formule donnée précédemmettt, s
par la méthode de Monte Carlo.
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Dans le cas d'une tarification par la méthode detdcCarlo, la méthodologie décrite précédemmerit doi
étre adaptée comme suit :

Nous commencgons par calculer la Valeur Liquidafiwe) du contrat a l'instant initial : il s'agit
de la prime brute nette de frais d’acquisition.nh@ntant unique de frais demandés a I'assuré audira
garantie est constitué du chargement appliqué gxitae brute nette de frais d’acquisition. La VL du
contrat est alors diminuée de ce chargem&ntl'assuré réalloue dés linstant initial, il y alors
prélevement de frais d’arbitrage sur cette VL ets@cutivement, I'apport de I'assuré est augmentéede
montant de fraisPuis, il y a prélévement des frais de gestionlaL. Nous supposons en outre, qu'il
n'y a pas de sortie a l'instant initial : nous roae donc pas a pondérer la VL par la probabilité de
présence de l'assuré.

Application numérigue

Enstuite, repartant de I'épargne ainsi obtenue, oalilons la VL a l'instant =1 en utilisant

la formule d’évaluation du support issu du mouveniEpwnien géomeétriqud.a volatilité utilisée pour
cela est la volatilité du support initial (si 'oest avant ou au moment de la réallocation) ou latldé

du support final (si I'on est apres la réallocatjoi®i I'assuré effectue une réallocation a ce madntegril

y a alors prélevement de frais d’'arbitrage sur eeML et consécutivement, I'apport de I'assuré est
augmenté de ce montant de frai®s frais de gestion sont prélevés sur I'épargnenén, la VL est
pondérée par la probabilité de rester de I'asswr&ours de cette premiére année.

Nous reproduisons cette démarche jusdu T . A linstant final, les flux de la garantie sont
évalués. La VAP de I'assureur est le maximum eetraontant garanti (prime initiale nette diminuée d
la probabilité de sortie) auquel la VL finale duntrat est retranchée et zéro, le tout actualisistdnt
initial. La VAP de l'assuré est constituée dessfrarsés au titre de la garantie a l'instant ih@iasi que
de I'apport de I'assuré au moment de l'arbitragewadisé a I'instant initial Enfin, nous déduisons la
Fair-Value de ce scenario d’actif, qui est conétitde la VAP assureur, moins la VAP assuré.

Nous effectuons une boucle sur les scenarii (aubnerde 100 000) pour obtenir la Fair-Value
moyenne.

Reprenons les données numériques utilisées dahsybitre précédent :

+  Prime brute :§) =30000€

«  Maturité du contrat T =10ans

+ Age de l'assuré X = 40ans

Frais d’acquisition :fr _acq=4%

Frais de gestionfr _ gestion= 096%

+ Taux sansrisque  =4%

 Frais d'arbitrage :fr _reall =1%

Rappelons que cette étude est menée dans le casghrantie plancher simple, aussi= 30000€ .

» Cas d'une réallocation plus risquée

Nous considérerons les paramétres suivant :
« Volatilité du support initial A :0, = 20%

* Volatilité du support final B gy = 30%

Résultat en fonction de la méthode utilisée

. - _ Résultat d'une réallocation plus risquée,
Date de Reallocation plus risquée dans le cas d'un contrat ou le paiement de lagaran tie
réallocation FF MC s'effectue de fagon unique:
0 1686.29€ |- 1719.58€
1 1530.25€ |- 1508.16 €
2 1368.65€ |- 1361.32€ - €
3 1201.02€ |- 1222.05€
4 1026.77€ |- 1040.11€ -1 000.00 €
5 845.24 € |- 875.74 €
6 655.64 € |- 691.77 € -2 000.00 €
7 457.01 € |- 521.16 € ) .
8 248.18 € |- 301.86 € Date de réallocation
9 27.71 € |- 86.78 €
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» Cas d’une réallocation moins risquée

Nous considérerons les paramétres suivant :
«  Volatilité du support initial A :0, =30%

«  Volatilité du support final B oz = 20%

Résultat en fonction de la méthode utilisée

Résultat d'une réallocation moins risquée,

Date de Reallocation moins risquée dans le cas d'un contrat ol le paiement de lagaran tie
réallocation FF MC s'effectue de fagon unique:
0 2018.66 € 1956.75 €
1 1790.71 € 1776.47 € 3 000.00 €
2| eme| meee) | oomoe
4 1181.31€ 114354 € 1000.00 €
5 997.86 € 960.50 € - €4 ' ' ' ' ' ' ' '
6 822.41 € 789.72 € 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
7 654.15 € 607.59 € Date de réallocation
8 492.42 € 445.15 €
9

336.62 € 286.07 €
——FF —=—MC

Les résultats obtenus sont similaires quelque laoihéthode de tarification utilisée. Remarquons que
nous retrouvons les formes de résultat obtenuesldaartie | :

- forme croissante avec le temps, pour une réallmeatius risquée,

- forme décroissante, pour une réallocation moirpés.
Ceci est d( au fait qu’une réallocation d'actifslda GMAB payée par un prélevement de frais unique
en début de contrat, implique une modification @gtlon de vente, semblable a celle déja vue en
premiéere partie. La encore, une réallocation varsupport plus risqué entraine une perte pourdiass,
qui doit alors la privilégier en fin de contrat.

1.2 Cas d'un contrat a paiement périodique de la garient

Dans le cas d'un contrat ou le paiement de la gerast périodique, une réallocation modifiera laPv
de l'assureur comme suit :

VAP_ Assureur= PUT(S, (1- fr _acq),K,T,r,0,, fr _gestiont+ chgtte,.,, 05, fr _reall) x .p’
La forme de la VAP de I'assuré reste la méme, soit

VAP_ Assuré TichthVLt xexp(-rt)x pfRES+ fr _reall.S, (1- fr _acg)(1-chgl
t=0

mais la VL sera évaluée tantot avec la volatiliiale, tantdt avec la volatilité finale selomnnistant ou
elle est déterminée et la date de réallocation.

Ainsi, une réallocation d’actifs fait naitre le uétat suivant chez I'assureur :
R=VAF _ Assurc—VAF _ Assureu

= TichthVL[ xexp(—rt)x, pRE+ fr _reall.S, (1- fr _acq)(1-chgt)
t=0

- PUT(S, (1- fr _acq),K,T,r,0,, fr _gestion+chgttg,,,, 05, fr _reall) x . p~R=s

Application numérigue

Reprenons les mémes données chiffrées que celentées précédemment. Dans le cas d'un contrat &
prélevement périodique de la garantie, seule ldodét de Monte-Carlo permet d’obtenir le résultat de
réallocation car celui-ci dépend du scenario dfactia la VAP de I'assuré.
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» Cas d'une réallocation plus risquée
La réallocation se caractérise par le passage mostde volatilitéd , = 20% au support de volatilité

oy =30%.

Résultat dans le cas d’'un contrat ou la garantie €payée périodiguement

Résultat d'une réallocation plus risquée,
Date de Résultat d'une dans le cas d'un contrat ou le paiement de lagaran tie
réallocation | réallocation plus risquée est périodique, par la méthode de Monte-Carlo:

0 - 18.44 €
1 - 73.24 € 50.00 € -
2 - 109.63 €
3 - 139.65 € - €
4 - 155.70 €
5 - 156.12 € -50.00 €
6 - 141.52 €
7 - 106.87 € -100.00 €
8 - 57.82 €
9 18.80 € -150.00 €

-200.00 € -

» Cas d’une réallocation moins risquée
La réallocation se caractérise par le passage piosude volatilitég, =30% au support de volatilité

o, =20%.

Résultat dans le cas d’'un contrat ou la garantie €payée périodiguement

Résultat d'une réallocation moins risquée,
Résultat d'une dans le cas d'un contrat ou le paiement de lagaran tie
Date de . . . P .
. . réallocation moins est périodique, par la méthode de Monte-Carlo:
réallocation ) .
risquée
0 406.19 € 500.00 €
1 381.32 €
2 351.73 € 400.00 € 1
3 323.29 €
4 296.76 € 300.00 € 4
5 276.64 €
6 250.02 € 200.00€ 4
7 213.47 € 100.00 €
8 177.27 €
9 152 .88 € - € T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

La encore, nous retrouvons les formes obtenues Eenparties précédentes. Soulignons la forme
parabolique dans le cas d'une réallocation plugias.

Dans cette section, nous nous sommes attardésmemnilesur les conséquences financiéres d'une
réallocation d'actifs au sein d’un contrat en UGspgue l'impact ne portait que sur I'option de verte
probabilité de présence n'étant pas affectée. @eat paraitre tout a fait réaliste du point de deda
mortalité : un assuré n’a, a priori, pas plus ounmale risque de décéder s'il a effectué une réatiion
d'actifs ! Cependant, au niveau des rachats, celat @pparaitre plus tendancieux. En effet, nous
pourrions penser qu’un assuré ayant réalloué sargap comme il le désirait, sera plus satisfadwrt
alors tendance a effectuer moins de rachat. Pesammms désormais sur I'impact d’une réallocation
d’actifs au niveau du comportement de I'assuréaquiodifié sont allocation d’actifs.
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2. Madification des lois du passif

Etudions les conséquences d’une réallocationassGMAB lorsqu’il y a modification des lois du
passif et plus particulierement distorsion des di@isachat.

2.1 Modélisation des nouvelles lois du passif

Actuellement, il n'existe pas, au sein de AXA,|ldis d'arbitrage, ni de lois mesurant I'impact
des arbitrages sur les rachats car la compagndispese pas de données en nombre suffisant pour en
élaborer. Dans la suite, nous devrons donc faisehgipothéses pour modéliser ces lois. Soulignoadeju
but de ce paragraphe n'est pas de trouver commendglmer au plus juste ces types de loi mais
simplement de remarquer I'impact de cette modificates lois du passif sur le colt de la garantie.

1PRES
Notons, P,

contrat, 'annéd [ [O,T] )

T-1
1PRES 1PRES N
T p X - l—! p x+k ou

, la probabilité modifiée suite a une réallocatique I'assuré d'ageX soit présent sur le

En particulier, p'i’kasz (1_ p'i(lf )_(1_ p-ET )_(1_ p-EP)

X

P =P~ —impact_RT
P'f = B —impact_RP

Ainsi, I'impact d’'une réallocation d’actifs sur l&ss du passif sera modélisé par un écart absthe és
lois de rachats d’origine et les lois de rachat ifitees apres réallocation. Soulignons égalementlesie
réallocations impactent les lois absolues de raffogal et partiel) : il y aura ainsi, moins de égc
« cachés » par les rachats. Nous supposerons quéirsi les réallocations sont autorisées alorissle
rachat sont modifiées pour tous les instants espakement les instants aprés la réallocation.

Application numérigue

Pour cette application numérique, nous supposeconsme précédemment qué = 40ans et nous
considérerons quampact_ RT =impact_RP.

Le tableau donne les probabilités de présence gifférentes maturités et pour différents écartohiss
entre les lois d’'origine et les lois modifiées.

Nouvelles lois du passif :

__ i Probabilité de présence
Probabilité de présence selon la modification des lois de rachat
Date Probabilités Impact : Impact : Impact :
initiales 0.1% 0.3% 0.5% .
T 98.45% 98.65% 99.04% 99.44% 100.00%
2 95.72% 96.11% 96.89% 97.67% 95.00%
3 93.44% 94.00% 95.15% 96.31% 90.00%
4 91.60% 92.34% 93.84% 95.37% 85.00%
5 89.34% 90.24% 92.08% 93.96% :
6 86.57% 87.63% 89.78% 91.98% 80.00%
7 84.28% 85.48% 87.94% 90.45% 75.00% - : : : : : : : : ‘
8 82.56% 83.90% 86.66% 89.50% 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
9 79.13% 80.58% 83.57% 86.66%
10 76.43% 77.99% 81.21% 84.56% —
—e— Probabilités initiales —s— Impact: 0.1%
Impact: 0.3% Impact: 0.5%

Les probabilités de présence modifiées en casittage sont alors plus importantes. Cette modédisat
parait donc pertinente puisque comme précédemmpht@é, nous pouvons imaginer que l'assuré, plus
satisfait de son contrat s'il peut réallouer soargpe comme il le souhaite, aura moins tendanee a |
racheter et il y aura au fil du temps, plus d’aésyprésents dans le portefeuille.
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La GMAB étant une garantie en cas de vie, ceci égratler les résultats de la réallocation puisque
I'assureur aura alors, en plus d’avoir mal évaloption de vente, sous-estimé la probabilité des@née

de ses assurés. La VAP de I'assureur va donc augmear la compagnie d’assurance devra payer plus
de prestations du fait qu'il y aura a I'échéancecduatrat plus d'assurés toujours dans le portdéeuil
envers qui elle s’est engagée. Soulignons qu'undifioation des lois du passif dégrade les résuliats
I'assureur aussi bien pour une réallocation plsguge que pour une réallocation moins risquée.idtad

ce phénomeéne plus précisément dans le cas d’'unatamt la garantie est payée en une unique fois en
début de contrat puis dans le cas ou le paiemelat girantie s'effectue périodiquement.

2.2 Cas d’un contrat a paiement unique de la garantie

En cas de réallocation d’actifs au sein du commat/C, la VAP de I'assureur devient :
VAP_ Assureur= PUT(S, (1- fr _acq)(1-chgt),K,T,r,o,, fr _gestiont.,,,,0s, fr _reall) x . p'**&

Puisque; p')F:RES>T prES, autrement dit la probabilité de présence a I'aoké devient plus importante

apres une réallocation, la VAP de I'assureur esséoutivement plus élevée apres réallocation.

La VAP de l'assuré reste la méme que celle défirbeédemment, soit

VAP_ Assuré= chgtS, (1- fr _acqg)+ fr _reall.S, (1- fr _acq)({1-chgt)
Le résultat chez I'assureur s’écrit alors :

R=chgtS, (1- fr _acq)+ fr _reall.S, (1~ fr _acq)(1-chgy)
- PUT(S, (1- fr _acq)(1-chgt),K,T,r,a,, fr _gestiontg,,,, 0, fr _reall) x ,p'*R&S

Application numérigue

Nous reprenons les données présentes dans lansécibvisualisons les résultats de I'assureure sait
une réallocation, selon la modification des loisrdehats. Nous effectuerons des sensibilités stiivan
I'impact retranché aux probabilités de rachat.

Les résultats des différentes formules sont obtpausa méthode des formules fermées

» Cas d'une réallocation plus risquée
(Réallocation du support de volatilité 20% versipport de volatilité 30%)

Résultat d'une réallocation plusrisquée
selon la modification des lois de rachat
Résultat d'une réallocation plus risquée
Date de Pas Impact : Impact : Impact : . €
réallocation d'impact 0.1% 0.3% 0.5%

0 ~1686.20€ |- L786.78€ |- 1993.67€ |- 2208.65¢€ -500.00 €

1 - 1530.25€ |- 1627.55€ |- 1827.86 € |- 2036.01€

2 - 1368.65€ |- 1462.65€ |- 1656.16 € |- 1857.24€ -1000.00 €

3 - 1201.02€ |- 1291.59€ |- 1478.03€ |- 1671.78 €

4 - 1026.77€ |- 1113.78 € |- 1292.88 € |- 1479.00 € -1500.00 €

5 - 84524 € (- 928.53€[- 1100.00€ |- 1278.17€ R h

6 655.64 € |- 735.05€|- 898.53€ (- 1068.40 € 2000.00¢€

7 457.01€ |- 53235€|- 687.47€|- 848.65¢€ -2 500.00 € ]

8 248.18 € |- 319.25€|- 46557€ |- 617.62€

9 27.71€|-  9427€|- 231.30€|- 373.70€ Date de réallocation

—e— Pas dimpact —s— Impact : 0.1% Impact : 0.3% Impact : 0.5%
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» Cas d’une réallocation moins risquée
(Réallocation du support de volatilité 30% versigport de volatilité 20%)

Résultat d'une réallocation moins risquée

Résultat d'une réallocation moins risquee selon la modification des lois de rachat
Date de Pas Impact : Impact : Impact : B
réallocation d'impact 0.1% 0.3% 0.5% 2500.00 €
0 2018.66€| 1946.32€| 1797.40€| 1642.66€ 2000.00 € -
1 1790.71€| 1713.70€| 1555.18€| 1390.46€ 1 500.00 € -
2 1576.38€| 1494.99€| 1327.45€| 1153.35¢
3 1373.75€| 1288.22€| 111214¢ 929.17 € 1000.00€
4 1181.31€| 1091.84€ 907.66 € 716.27 € 500.00 €
5 997.86 € 904.63 € 712.72 € 513.30 €
6 82241 € 725.59 € 526.29 € 319.20 € - £ S
7 654.15 € 553.90 € 347.51¢€ 133.05 € 500.00€ 4 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
8 49242 € 388.85 € 17566 € |- 4588 €
9 336.62 € 229.87 € 10.11€ |- 218.24€ Date de réallocation
—e— Pas d'impact —s— Impact : 0.1% Impact : 0.3% Impact : 0.5%

Quel que soit le sens de la réallocation, plugdtation des lois de rachat du fait de la réaliocaest
importante, plus les résultats pour I'assureur stiigradés car dés lors, I'assureur a d’autant iplais
apprécié son engagement en sous-estimant le naitassurés toujours présents a I'échéance du contrat
a qui des prestations devront étre versées. Naoaglans le cas d’'une réallocation moins risqugens
I'impact de I'arbitrage sur les lois de rachasel peut que la modification de l'allocation d’astEntraine

une perte pour I'assureur : c’'est le cas par exengaur les deux derniéres dates dans le cas afipact

de 0.5%.

Consacrons-nous désormais au cas d’'un contratfaidenent de la garantie est périodique.

2.3 Cas d'un contrat a paiement périodique de la garant

Le méme type de raisonnement peut étre tenu dansas$ d'un contrat a prélévements
périodiques et les mémes conséquences apparaissent.

La VAP assureur devient :
VAP_ Assureur PUT(S, (1- fr _acq),K,T,r,a,, fr _gestion+ chgtte.,, 05, fr _reall) x . p'PRes

Dans le cas d’'un contrat a prélevements périodjgaegAP assuré est également modifiée puisqu’elle
est composée de probabilités de présence chagée.ann

Nous avons alors :

T
VAP_ Assuré= > chgtxVL, xexp(-rt)x p'"=+fr _reall.S, (1- fr _acq)(l-chgt)

t=0
Nous en déduisons le résultat suivant :
T-1
R=Y chgxVL, xexf-ri)x pi=+ir _reallS, (1- fr _acq(1-chg)
t=0

1 PRES

-PUT(S, (1- fr _acq),K,T,r,0,, fr _gestiorchgttg,,, ds, fr _reall) x .p’*
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Application numérigue

N

Visualisons I'effet d’'une modification des lois quassif suite a une réallocation sur le résultat, en
reprenant les mémes données chiffrées via la méttiedvionte-Carlo :

» Cas d’une réallocation plus risquée
(Réallocation du support de volatilité 20% versilgport de volatilité 30%)

- Résultat d'une réallocation plusrisquée,
Date de Résultat d'une dans le cas d'un contrat ou le paiement de la garan  tie
réallocation réallogatiop plus Impact: 0.1 |Impact : 0.3 est périodique, selon la modification desloisde r  achat:
risquée
0 18.44 € |- 77.03€ |- 213.02€ 100.00 €
1 73.24€)- 130.87€|- 257.83€ . —‘
2 109.63€ |- 172.64€ |- 287.27€
3 13965€|- 196.00€ |- 301.88¢€ -100.00 €
4 155.70€ |- 201.95€ |- 304.88€ -200.00 € -
5 156.12€ |- 198.24€| 29570€ -300.00 €
6 14152 € |- 183.73€|- 273.64€
7 106.87€ | 15051€| 23330€ -400.00€
8 57.82€|- 96.14€ |- 173.17€ Date de réallocation
9 18.80 € |- 14.92 € |- 93.97 €
‘ —e— Sans impact —=— Impact 0.1% Impact : 0.3
» Cas d’une réallocation moins risquée
(Réallocation du support de volatilité 30% verslgport de volatilité 20%)
- Résultat d'une réallocation moins risquée,
Date de Resultat d'ung dansle casd'un contrat ol le paiement de la garan  tie
réallocation réallocgtlon’moms Impact : 0.1 |impact : 0.3 est périodique, selon la modification desloisde r  achat:
risquée
0 406.19 € 369.16 € 287.57 € 500.00 €
1 381.32€ 339.70 € 24487 € 400.00 €
2 351.73€| 30299€| 20164€ 300.00 € -
3 323.29€ 267.98 € 163.93 €
4 296.76 € 24131 € 128.27 € igggg 2
5 276.64 € 222.31€ 94.03 € '
6 250.02 € 186.49 € 65.88 € - € % ! ! ! ! ! ! !
7 21347€| 151.20¢€ 3357¢€ -100.00 € 1 2 3 4 5 6 7
8 17727€| 12236€|  6.02¢ Date de réallocation
9 152.88 € 89.73 € |- 46.68 €
|—— Sans impact —=— Impact 0.1% Impact: 0.3

De la méme maniére que le cas d’'un contrat a praiént unique de la garantie, les résultats en eas d
réallocation sont dégradés pour les contrats &yeéients périodiques puisque la encore, l'assweur
sous-estimé ses engagements via la sous-estimdtiomombre d’assurés a qui il devra verser des
prestations. Ainsi dans le cas de la GMAB, aux égusnces financiéres de mauvaise estimation de la
volatilité engendrée par une réallocation d’actfajoute un deuxiéme co(t lié a la modificatiors tts

du passif, qui n’était pas présent dans les deemigres parties de ce mémoire puisqu’auparavaninguc
probabilité de présence n’était prise en compted€exieme colt est di a une mauvaise estimation des
rachats des assurés, en particulier a une sousagistn de ces derniers. La GMAB étant une garaattie
cas de vie, les prestations sont versées a I'assaelui-ci est toujours dans le portefeuille &héance

du contrat. Ainsi, une surestimation des rachatsaBrera une sous-estimation de la VAP de l'assureu
car la compagnie d’assurance va tarifer la GMABasant I'hypothése que plus d’assurés sortiront du
contrat et donc qu'a I'échéance mois d'assurésnsguoésents, a qui devra étre versée la garantie
plancher. Cette sous-évaluation de la VAP de l'assuwa donc dégrader une nouvelle fois le résdiat

la réallocation.

Le colt lié a la modification des lois du passit espendant, difficile a quantifier actuellement
puisqu’aucune étude poussée sur les arbitragesncare été effectuée. En effet, le nombre restdsn
données disponibles de nos jours implique queHdgBeas qui seraient obtenus seraient trop volagieur

étre utilisés de facon fiable dans notre étude.

Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressésudiatr@eur I'assureur d’'une réallocation. Désormais
nous pouvons nous demander quel serait le tagf@adder pour une telle garantie en faisant I'hygsdth
gue nous possédons une loi d’arbitrage. Pour nelss allons évaluer la garantie sans réallocatianwec
réallocation pour toutes les dates d'arbitrage iptess et ensuite appliquer cette loi d'arbitrageurpo
déterminer le tarif unique a demander a I'assuré.
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Chapitre 12 : TARIFICATION DELA GMAB
AVEC UNE LOI D' ARBITRAGE

Nous nous placerons de nouveau dans le cas damat@e plancher simple. Nous supposerons
que le contrat est composé de deux supp&is et S;, de volatilités respectivesr, =20% et

0z =30%. Une seule réallocation sera autorisée et lesdisachat seront diminuées de 0.3% en cas

d'arbitrage. Nous tarifierons sans prélevemerftais d'arbitrage en cas de réallocation.
Les autres valeurs numériques sont les suivantes :

«  Prime brute :§, =30000€ s Frais . de
« Maturité du contrat T =10ans gestion :fr - gestion= 036%
+ Age de l'assuré X = 40ans + Tauxsansrisque I = 4%

«  Frais dacquisition :fr _acq= 4%

Nous étudierons successivement le cas d’'un cqmiiat lequel les frais au titre de la garantie s@ayés
de maniére unique en début de contrat puis le aas cbntrat ou le paiement de la garantie est
périodique.

1. Cas d’'un contrat & paiement unigue de la garantie

Dans le cas d’'un contrat a prélevement uniqué AR de I'assuré estChgtS).(l— fr _acq)
et celle de l'assureur :

= PUT(S, (1- fr _acq)(l-chgt),K,T,r,o,, fr _gestion) x . p™ en cas de non

réallocation,

»  PUT(S,(1- fr _acq)(1-chgt),K,T,r,o,, fr _gestiontg,,,0s) * ;PR en cas de
réallocation.
Rappelons que le chargement que nous recherchonsles qui annule la Fair-Value moyenne du
contrat. Par souci de temps, nous opterons poarélnode de pricing en formules fermées, beaucoup
plus rapide que celle de Monte Carlo.

Application numérigue

» Cas d’une réallocation plus risquée
(Réallocation du support de volatilité 20% versigpport de volatilité 30%)

Chargement au

'Date d.e titre de la
Réallocation garantie
0 19.95%
1 19.24% _ ) .
2 18.50% Soulignons que plus I'allocation vers un suppoéspntant plus de
3 17.73% risque, a lieu tbt, plus la garantie est chér@sianous retrouvons
4 16.92% le méme phénoméne évoqué dans le cas d’'une omivarde.
5 16.07%
6 15.18%
7 14.25%
8 13.27%
9 12.23%
Pasde 10.30%
réallocation
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Nous considérerons une loi d'arbitrage statiquendorme dans le temps, de 1% i.e. chaque année, 1%
des assurés n'ayant pas réalisé d'arbitrage agfHattuent une réallocation d'actifs dans leur canén
uc:

Probabilités d'arbitrage
Date Loi
0 1%
1 1%
2 1%
3 1%
4 1%
5 1%
6 1%
7 1%
8 1%
9 1%

Pour déterminer le pourcentage d'assurés effecturamtréallocation par an, nous pouvons effectuer un
raisonnement avec un arbre :
- la premiére année, 1% des assurés effectue uhecadan,
- la deuxieme année, sur les (1-1%)=99% restantggatise une réallocation soit 1%x99%=0.99%,
- la troisieme année, sur les (1-1%-0.99%) restdftsréalise une réallocation soit :
1%x%(1-1% 0.99%) =0.98% . Etc...

En poursuivant ce raisonnement, il vient :

Pourcentage
Date d'assurés

réallouant p . N
En prenant le complémentaire a la somme de ces

0 , .
1% pourcentages, nous obtenons le pourcentage d'assuré

8'3222 n'effectuant pas de réallocation : 90.44%.

0.97%
0.96%
0.95%
0.94%
0.93%
0.92%
0.91%

O©oOo~NOOhA~WNPREO

Par obtenir le tarif désiré, il suffit alors de péner chaque chargement par le pourcentage d’'assuré
associés. D'ou le tarif final

Ce tarif de 10.89% permet d’égaliser I'engagement’assureur avec celui de I'assuré au niveau du
portefeuille dans le cas ou une réallocation sa@brdée quel que soit I'instant ou celle-ci éstlisée.
Notons que le tarif obtenu n’est finalement pas Ipikeis élevé que le tarif d’origine de 10.30%.

» Cas d’une réallocation moins risquée
(Réallocation du support de volatilité 30% verslgport de volatilité 20%)

Nous pouvons tenir le méme raisonnement pour wadecation moins risquée.

Date d Chargement au
, ate _e titre de la
Réallocation arantie ) ) i )
5 911 o0 Les options de vente ayant subi une réallocatios ve
1 12'23%‘: actif moins risqué ont un codt inférieur a I'optida vente
9 initiale. Cependant, les lois de rachat étant peées
2 13.27%
3 14.25% également, il y a plus d'assurés présents a I'éadecdu
4 15.18% contrat lorsqu’il y a eu arbitrage. Le tarif deGMAB peut
5 16.07% alors s’avérer supérieur au prix de la garantigaiei, c'est
6 16.92% ce qui se produit dans notre exemple, pour lessdit 9.
7 17.73%
8 18.50%
9 19.24%
Pasde 18.47%
réallocation
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Reste alors a pondérer ces tarifs par la loi dae. En réutilisant la méme loi que précédemmenis

obtenons le tarif final d¢ 18.18 |% .

Dans notre exemple, la pondération pour la loildtemge implique que le tarif final prenant en caenle
phénomeéne de réallocation est inférieur au tarifladgarantie initiale. Dans ce cas, I'assureur peut
simplement demander le tarif initial et profitersnsh des bénéfices tirés d’'une réallocation vers un
support moins risqué si I'assuré décide de modsier allocation d’actifs.

2. Cas d'un contrat & paiement périodique de la garamg

Le méme raisonnement peut étre tenu dans le cascdhtrat a prélévements périodiques : nous
cherchons le chargement a demander en I'absencéatlecation et pour toutes les dates d'arbitrage
possibles puis nous pondérons ces tarifs par @dobitrage.

Dans le cas d'un contrat & prélevements périodidadsAP de I'assuré est :

T-1
. chgtxVL, x exli(— r.t)><t prRES  en cas de non réallocation,
t=0

11
. Z:ChthVLt X exr(— r.t)xt p'?*®  en cas de réallocation

—

La VAP de I'assureur est

- PUT(S,(1- fr _acq),K,T,r,o,, fr _gestiontchgt) x ;p"™° en cas de non
réallocation,

= PUT(S,(1- fr _acq),K,T,r,0,, fr _gestiont+chgtt...,.05) X 1p'"°=° en cas
de réallocation.

Application numérigue

» Cas d’une réallocation plus risquée
(Réallocation du supporS, de volatilité 20% vers le suppofs; de volatilité 30%)

Voici les chargements obtenus pour le contrat anacatéristiques présentées précédemment :

Chargement au
titre de la
garantie

2.44%
2.36%

2.27% N . . . e e
214%‘: La aussi, la garantie présente un tarif décroissamc

2.04% I'instant de réallocation.

1.93%
1.83%
1.71%
1.57%
1.45%

Date de
réallocation

©oo~NOOOMWNEO

Pas de

. . 1.24%
réallocation

Reste alors a pondérer ces chargements par latbitdage que nous supposerons égale a cellenigtse
dans le cas d’un contrat & prélévement unique. Nbtenons alors comme tar{f: 1.31 %
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» Cas d’une réallocation moins risquée
(Réallocation du supporS; de volatilité 30% vers le suppofs, de volatilité 20%)

Les chargements obtenus dans le cas d’une réadinaabins risquée sont :

Chargement au
titre de la
garantie

1.31% . . B
145% Le tarif est croissant avec la date de réallocatidmions

1.56% que si la réallocation a lieu a l'instant t = 9 cleargement
1.72% de la garantie est alors supérieur a celui de fange
1.82% initiale. Ceci est d0 & la modification des loisphssif.
1.94%
2.05%
2.16%
2.26%
2.37%

Date de
réallocation

oO~NO O WNEFE O

©

Pas de
réallocation

2.33%

En pondérant par la loi d’arbitrage, il vient leitauivant || 2.28 % , soit un chargement inféria celui
de la garantie initiale.

Ainsi, nous retrouvons le méme type de résultafmatons donc tirer des conclusions similaires dans
cas d'un contrat & prélevement unique et d'un eortiprélévements périodiques.

Remarque
Dans notre modéle de tarification, nous n'avons p@s en compte les frais d’arbitrage demandés a

I'assuré en cas de réallocation d’actifs qui augemn’apport de I'assuré. Si cela avait été le caalis
aurions obtenu des taux de chargement au titra dmrdantie moins élevés puisque I'apport de I'assur
aurait été majoré par le prélevement de ces fagsdeuxieme type de modéle de pricing peut étre
intéressant d’un point de vue commercial. En effdg vue de ces tarifs plus faibles, I'assuré pdarts
étre encouragé a souscrire son contrat, pensaatdae bonne affaire alors que le tarif est simplam
décomposé entre chargement au titre de la gartritiais d’arbitrage.

Pour pondérer les différents changements obtemus avons utilisé des lois statiques d’arbitragetteC
modélisation signifie que les réallocations ne délpat que de I'ancienneté dans le contrat et esult
d’'une cause exogene. Or, selon les performancemdrzhés et donc selon la valeur de la garantie que
les assurés ont achetée, ces derniers peuvent @usirou moins tendance a souhaiter effectuer une
réallocation d’actifs sur leur contrat en UC. Ppuendre en compte plus précisément ce phénoméne, il
est possible d'utiliser pour la modélisation des tbarbitrage, des lois dynamiques qui contrainsnaix

lois statiques intégrent la valeur intrinséquealgdrantie.

Mémoire IA — Audrey GAUTHIER - ISFA 2008 88



3. Extension au cas d’une loi d’arbitrage dynamigue

Ce paragraphe a pour objectif de dresser un apsirpple du fonctionnement des lois
dynamiques. Ces derniéres sont déja utilisées lpommodélisation des rachats. Nous allons dresser un
rapide présentation des lois dynamiques utilisémg pnodéliser les rachats puis verrons dans quelle
mesure nous pouvons étendre ceci au cas des gt d’actifs.

La régle utilisée pour modéliser les rachats dygaes consiste a suivre au cours du temps, le rappo
entre la valeur d’exercice de la garantie et I'§pardu client. Lorsque ce rapport franchit un éersauil,

il est considéré que les assurés sont incités ie&xan rachat. Un facteur correctif est alorsaéfeé la

loi de rachat statique.

Au sein d’AXA, les valeurs chiffrées retenues sdeitl5% pour le seuil et de 10 pour le facteur atifre

Ainsi, si I'on aw >15% ou va_ gar représente la valeur de la garantie au moment de
I'évaluation etVL est la valeur liquidative du contrat alors leshats totaux et partiels seront augmentés
d’'un coefficient multiplicatif de 10.

Dans cette méthode, le choix des valeurs du sedil éacteur correctif s’avére donc déterminantgae
rend cette regle trés critiquable. Cette méthodmssite en outre de calculer la valeur de marchié de
garantie a chaque pas de simulation, ce qui pavéer long. Enfin, ce raisonnement s’appuie s un
logique de comportement optimal de la part de lisssnais celui-ci peut adopter une attitude difiéze
gue celle dictée par la recherche d'une espéramaaih maximale. En effet, 'assuré peut étre angené
racheter son contrat prématurément pour faire yample, face a un besoin de liquidité ou alorséyeif

un gain instantané certain plutdt qu’une espérdeogains futurs supérieure soumise a aléa.

Pour modéliser les réallocations dynamiques, mpowsrions nous appuyer sur la méthodologie
utilisée pour les rachats dynamiques bien que -celtgésente des limites. Cela permettrait a I'esssu
de se coller au plus proche de la réalité quabayportement des assurés et ainsi de ne pas salug€v
le colt de réallocation. Cependant, alors qu'ilfasile de comprendre qu’un scenario financier beus
favorise les rachats du fait que la GMAB appara#ees comme inutile, il n’est pas évident de \dans
quel type de scenarii, a la hausse ou a la bdss@ssurés seront les plus susceptibles d'efiedes
réallocations d’actifs. Ceci devra donc faire I'etoji’études plus poussées.
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CONCLUSION GENERALE

En guise de conclusion, nous retiendrons qu'uado@ation d'actifs au sein d’'un contrat en
unités de compte auquel est associée une garaoiplémentaire GMAB engendre deux types
d’'impact : un impact financier sur I'option de verité au changement de sous-jacent et un impadé sur
comportement de I'assuré.

Le premier de ces impacts a été étudié plus gndeiat a I'aide d’'une garantie plancher,
assimilable en terme de flux financiers a une optate vente européenne. Il a pu étre établi,
conformément a l'intuition, qu’une réallocation seun support plus risqué engendrait une perte pour
I'assureur alors qu’une réallocation vers un aoidins risqué impliquait un bénéfice. L'instant ou
I'assuré choisit de modifier le support de son @njpue également un réle quant aux codts de cette
réallocation, mais I'effet du temps differe selomege paiement de la garantie s'effectue de maniere
unique en début de contrat ou de maniére périodique
Dans le cas d'un contrat ou la garantie est pagdadon unique a l'instant initial, 'assureur doit
privilégier les réallocations plus risquées end@ncontrat et a I'inverse favoriser les réalloaaionoins
risquées en début de contrat s'il souhaite maxinmes@e bénéfice. Cette suggestion peut étre mise en
place a l'aide de l'insertion dans les conditioeaé€rales du contrat, d'une clause de délai int@ndies
réallocations vers un support plus risqué, troggeé.

Le contrat pour lequel le paiement de la garanéffextue périodiquement apparait, quant a lui, c@m

le plus propice aux réallocations car il offre lasgibilité d’'une modification du montant de frais
demandés a l'assuré au titre de la garantie, auitee réallocation. Le montant demandé peut éors al
celui figurant dans les conditions générales i€luicdéterminé a linstant initial du contrat, et
correspondant au nouveau support. L'effet du tesipsére alors plus flou que dans le cas d'un
prélevement unique de frais car deux phénomengpaesent : en cas de réallocation plus risquée, une
opération tardive diminue le co(t de réallocaticisi’apport de I'assuré ne sera pas aussi impogiae

si elle avait été réalisée plus t6t. Le méme typeaisonnement peut étre tenu en sens inverseupeur
réallocation moins risquée. Une deuxiéme solutieut @tre étudiée suite a une réallocation au saim d
contrat a prélévements périodiques : celle-ci stasi retarifer la garantie a I'instant de la d@tion en
fonction des conditions de marché du moment etirde-to-maturitydu contrat. Cette idée s’avere la
meilleure car I'assureur applique dés lors, lef taiéquat a la garantie mais elle semble diffigilmettre

en place en pratique du fait du nombre importantatgrats. De plus, I'acceptation pour I'assurénd’u
retarification de la garantie n'est pas certairgduieci pouvant préférer le rachat de son épargne e
réinvestir dans un nouveau contrat auquel estc#same garantie complémentaire présentant de
nouvelles conditions. Ainsi, I'application d’'un ntant de frais fixé dans les conditions généraledepé
périodiquement et en adéquation avec le supportesuel I'épargne de l'assuré est placée semble la
meilleure solution.

Soulignons enfin que le prélevement de frais diemge au moment de la réallocation permet
d’augmenter le résultat de réallocation pour I'assy quels que soient la catégorie du contrag &pe

de réallocation.

Toute cette réflexion menée sur une option deevest généralisable au cas de la GMAB,
garantie qui assure au bénéficiaire le versemeunh dapital minimal en cas de vie de l'assuré a
I'échéance du contrat, puisque elle est évaluéer@mnme option de vente pondérée par une probabilité
de présence. Le méme type de conséquences finesmciaparaissent dans la GMAB suite a une
réallocation d’actifs au sein du contrat en UC nw&tte réallocation engendre également un deuxieme
effet sur la GMAB : une modification comportementde I'assuré. En effet, I'assuré, satisfait d'ayni
allouer son épargne comme il le souhaitait gréleepissibilité de réallocation, pourrait alors &imeissé
a conserver celui-ci jusqu’a I'échéance. Ceci énénait alors une surestimation de la part de Wess
de la probabilité de sortie et donc une sous-etitmalu tarif de la garantie car il y aurait pluasburés
présents sur le contrat au final qu'initialemerévus et donc plus de prestations a payer. Toutréesi
cependant qu’hypothése car actuellement trop pedodaées concernant les réallocations d’actifs sont
disponibles pour pouvoir établir des lois cohérentiéarbitrage et d’impact sur les rachats, lois qui
pourraient confirmer cette théorie de diminutiors dachats suite a une réallocation. La modification
comportementale de I'assuré, contrairement a I'thfiaancier précédemment établi, est par conségquen
difficilement appréhendable actuellement du fait'dlesence de lois.
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Une ouverture a ce mémoire pourrait donc consitslintéresser plus particulierement a la
modélisation de lois d'arbitrage, qu'il s'agisse t®s statiques qui ne prennent en compte que
I'ancienneté dans le contrat ou de lois dynamiqgesretiennent en plus, la valeur de la garariie.
effet, nous avons vu l'intérét de ces lois au trange la troisieme partie de ce mémoire : elle pérait
d'une part de quantifier en terme de co(t les niatibns comportementales de l'assuré supposées
apparaitre suite a une réallocation d’actifs eutl&apart, il serait alors possible de déterminertarif
unique prenant en compte cette possibilité deaéatiion. L’écueil principal dans I'élaboration desdois
résulte d’'une insuffisance de données concrétes gohelonner les modéles. Les résultats sont
actuellement trop volatiles pour étre utilisables.

Par alilleurs, tout ce mémoire repose sur une exterdu modele de Black-Scholes et sur la
propriété d'indépendance des accroissements degammunts browniens. Il serait intéressant de sdetir
cet environnement et de prolonger I'étude au casegample, de trajectoires dépendantes du chemin
passé. En effet, si le scenario d’actifs déperttgstvaleurs prises dans le passé par cet actlfsgrat le
prix a donner a une option ? Ce cadre n’est pas del la théorie financiére classique et le prix de
I'option différerait donc de celui donné par le mted de Black-Scholes. L'étude de l'impact d’'une
réallocation d'actifs sur des garanties complémmgassimilables a une combinaison linéaire déoti
de vente serait aussi intéressante. Entre autreodtiele de lois dynamiques de réallocation, qupmize
sur la valeur intrinséque de la garantie et dondesiscenario d'actifs sur lequel I'épargne estestie
différerait également. Ce cadre est une autre idi® la modélisation financiére qui serait néanoin
intéressant d'étudier.
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ANNEXES

ANNEXE A : Exemple d'application de la couverture en delta

Nous allons présenter la mise en ceuvre de la cowgeen delta pour une option de vente
européenne au travers d’'un exemple numérique.

Considérons une option de vente présentant lestéaisdiques suivantes :
* Valeur initiale du sous-jacentS, =100€

«  Prix d’exercice :K =100€

« Taux sans risquel: = 4% (supposé constant)
« Volatilité¢ : 0 = 20% (supposé constant)

+ Maturité : T =10 ans

Les réajustements seront supposés annuels etlssdmtransaction négligés.

Chaque année, a partir de la valeur du sous-jaientlé, nous déterminons la valeur du delta avec la

formule suivante :
3 +(r +102j.(T ~t)
K 2

oANT -t

Puis nous calculons la variation de delta entranéet —1 et 'annéet. Cette variation indique le
nombre d’'actions a vendre si le chiffre est négatife nombre d’actions a acheter s'il est positif.

Nous déduisons alors le profit réalisé en multiglie nombre d’actions (a vendre ou a acheter)lgar
valeur de cette action (valeur du cours du sousAc

Ce profit engendre des intéréts au fil du tempsquiil y a capitalisation au taux sans risque. Nous
obtenons ainsi un profit cumulé.

A la maturité, la position doit étre déboucléel’&@ition est en dehors de la monnaie alors le deltadra

0 et le colt de la couverture sera alors donnélepaplt cumulé a la maturité (inverse du profit). S
I'option est dans la monnaie alors le delta vautirat le cot de la couverture sera alors le cofituté a

la maturité auquel nous ajoutons le prix d’exercipee I'assureur doit verser a I'acheteur.

In
A, =-N(-d,(t) avec d,(t)= {

Exemple d’une simulation pour une option de venteehors de la monnaie

. Cours du sous- Variation du Profit des . . LA
Année . Delta . Profit cumulé Intérét
jacent S delta actions vendues

0 100.00€| -0.17139 -0.17139 17.14 € 17.14 € 0.70 €
1 92.11 €| -0.22270 -0.05131 473 € 22.56 € 092 €
2 67.70 €| -0.43690 -0.21420 14.50 € 37.99€ 1.55€
3 65.44 €| -0.50306 -0.06616 433 € 43.87 € 1.79€
4 87.17 €|| -0.32473 0.17833 -15.54 € 30.11 € 1.23 €
5 103.11 €|| -0.22983 0.09490 -9.79 € 2155 € 0.88 €
6 130.96 €|| -0.10126 0.12856 -16.84 € 5.60 € 0.23 €
7 132.65 €|| -0.09089 0.01038 -1.38 € 445 € 0.18 €
8 118.82 €|| -0.15059 -0.05970 7.09 € 11.72 € 0.48 €
9 85.29 €|| -0.68996 -0.53937 46.00 € 58.20 € 2.38 €
10 108.75 € 0 0.68996 -75.03 € -14.46 €

Co0t actualisé a I'instant initial de la couverture: 14 46x exp(— r.T) = 969€

A la maturité, le portefeuille de couverture n'esimposé d’aucune action.
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Exemple d’'une simulation pour une option de vemiigsda monnaie

. Cours du sous- Variation du Profit des . . oA
Année . Delta . Profit cumulé Intérét
jacent S delta actions vendues

0 100.00€| -0.17139 -0.17139 17.14 € 17.14 € 0.70 €
1 82.99 €| -0.27784 -0.10644 8.83 € 26.67 € 1.09 €
2 79.10 €| -0.33212 -0.05428 429 € 32.05€ 1.31€
3 95.68 €| -0.23879 0.09332 -8.93 € 2443 € 1.00 €
4 103.15 €|| -0.21238 0.02642 272 € 22,71 € 0.93 €
5 135.10 €|| -0.08956 0.12282 -16.59 € 7.04 € 0.29 €
6 143.72 €|| -0.06593 0.02363 -3.40 € 3.93€ 0.16 €
7 130.74 €|| -0.09793 -0.03200 4,18 € 8.28 € 0.34 €
8 122.08 €| -0.12931 -0.03138 3.83€ 12.44 € 0.51 €
9 79.24 €| -0.80608 -0.67678 53.63 € 66.58 € 272 €
10 87.04 € -1 -0.19392 16.88 € 86.17 €

Co0t actualisé a I'instant initial de la couverture: (— 86.17+ 100)>< exp(— r.T) = 927€

A la maturité, le portefeuille est composé d’'ungamc Celle-ci est alors achetée au détenteurageitin
de vente au prix K.

Aprés 100 000 simulations, le colt moyen de la eduve s’éleve a 8.07€ alors que le prix de cette
option de vente, selon le modéle de Black-Schalede8.06€.
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ANNEXE B : Démonstration de -exp-rT)K.N'(-d,)+S,.N'(-d,)=0

—exg-rT)K.N'(-d,)+S,.N'(-d,) =0

- S,.N'(-d,)=exd- rT).K.N'(—dS
- S, N'(-d,) = exp(-rT).K

"N'(=d,)
-5, ex;{d ;d J-exp(—rT) Car'\"(x):%ex{_gj

En particulier,

2 _ 42
SO . exp(%J

2 2
S S
[In(Koj + r'T - %Ui'tReall - %JS(T - tReall )J - [In(Koj + r'T + %Ji'tReall + %JS(T - tReall )j

Z(Ui t real T J; (T - tReall ))

=S,.exp

2 2
[In( KOD +[r.T —Eai.tReall —Eaé.(T —tRean)j + Z(r.T —Eai.tRean —Eaé.(T Rea”)jln( > j

Z(Ui-t real + Tg -(T ~ Lrea ))

2 2
S 1 1 1 1 S,
_{(In[ KOJJ +(r'T +§0-/2A'tReall +§Jé(T _tReaII)) + Z[I'T +50-/2A'tReall +EJ§(T Reall)jln( K j]

=S,.exp

exp
2(O-A tReall + Jé (T - tReall ))
1 2 l 2 ’ 2 2 2 2 S
[2 UA't Reall + EJB (T - tReall )) - r'T'(O-A't Reall + UB (T - tReall )) - (a-A't Reall + JB (T Reall ))In[ K j
=S,.
° exp Z(Uit Reall + 0-; (T - tReall ))
1 1 ? S,
- ((Zait Reall + Ea-é (T - 1:Reall )) + rT(G'it Reall + Ué (T - tReall )) + (Uit Reall + Ué (T Reall ))In[ K jj
exp
2(0-/2A 1 Reall + Ué (T - tReall ))
S
- 2r T ( A Reall + U (T - tReall )) - Z(Ulit Reall + Ué (T Reall ))ln( K ]
= 5,.ex

Z(Ui 1 Reall + Jé (T - tReaII ))

svonf e (]
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EiO:;o(— (T)K.N'(-d,)+S,.N'(-d,)=0
- So.exr{— T —|n(%D =exp(-rT)K
- In(s)-rT —In(%J =—rT+In(K)
- In(ss)-In{K) = n] |
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ANNEXE C : Probabilités observées et Probabilitéslasolues

Cette annexe a pour objectif de présenter la méthgat de calcul de la probabilité de présence de
I'assuré sur un contrat. Elle est inspirée d’'unutoent interne de la Direction Technique Vie et Banq
d’AXA France.

Considérons que la sortie d’'un contrat s’effectuitesa I'un de ces trois événements :
- le décés de I'assuré, noté DC
- le rachat total du contrat, noté RT
- le rachat partiel du contrat, noté RP.

Par souci de lisibilité¢, nous éluderons les indiéesréférant I'age de I'assuré &t référant l'instant de
calcul.

Nous avons don(PSORTIE PDC ,obs PRT,obs + PRP,obs'

Nous ne connaissons pas les probabilités obseridmss avons simplement en notre possession les

probabilités absolues, données par les tables éead®"®, PR" et PR”. Il s'agit de probabilités
annuelles.

Déterminons les probabilités observées

D’apres la formule des probabilités totales,

PP = p(DC n {sansRT,sanRA})+ P(DC n {avantRT,sansRP)
+P(DC n {sansRT,avantRR})+ P(DC n {avantRT,avantRF})

En particulier,
. P(DC n {sanRT,sansRA}) = P(DC)P(nonRT)P(nonRP) = P (1- P*" )1~ P*?)
car les trois événements sont indépendants.

. P(DC n {avantRT,sansRP}) = P(DC n {avantRT}).P(nonRP) = P(DC n {avantRT}){1- P*")

Déterminons P(DC N {avantRT}). Pour cela, nous effectuerons les hypothéses, goague

évenement (déces, rachat total et rachat pamjad) la probabilité de survie est proche de 1 etigue
taux de hasard est proche de la probabilité armablolue. Ainsi, la densité de chaque événement
peut étre approchée par sa probabilité annuelleladhs

Appuyons-nous sur le schéma suivant :

Les deux événements étant indépendants, la
probabilité de décés avant rachat total s’écrit :

DC RT 1
l P(DC n {avantRT}) = [ P"° j PRTdu |dt
0 t
| : | :
= [PPC.PRT (1-t)dt
0 t u 1 0
2 1
< - PDC PRT |:1 t :|
_2 o
ZEPDC.PRT
2

Donc, P(DC n {avantRT,sanRP}) = ; Lpoc prr fi-p®°)
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. P(DC n {SanQ?T avantRP}) > PDC PP (1 PRT) en procédant de la méme fagon.

. P(DC n {avantRT,avantRP}) = P(DC puisRT puisRP) + P(DC puisRPpuisRT)

DéterminonsP(DC puisRT puiSRP). La aussi, nous supposerons que les probabilitésedies

absolues sont proches des densités.
1
( | PR"dv]du Jdt

PRT.PR (1-u)du ]d

1
P(DC puisRT puisRP) = j poc [
0

ﬁ'—uﬂ

LC ET EP
i : P

U
c
1| =

l—
4
=1

1

PDC PRT PRP (l Zt) dt

Ot O

:% PDC.PRT.PRP

De méme,P(DC puisRPpuisRT) = é PPC PRT PRP

D’ou

DC n javantRT,avantR PDC PRT pRP 4 1
P(DC n { )=

_PDC PRP PRT - 1
6 . .

- PDC PRP PRT
3
Au final,

pDC.obs — pbC '(1_ PRT).(l_ PRP)+ 1 1 1

1 poc pRT .(1_ PRP)+_ PDClPRP.(l_ PRT)+_ pOC pRP pRT
2 2 3

=poei- PRT).(l— p"® +% PRP] +% PR 1 PRP)+% PRP.PRT}

= PDC_ (1— PRT). 1—1 PRP +1 PRT _1 PRP.PRT +} PRP.PRT
2 2 2 3

Donc ;PDC,obs — pbe .|:l_%(PRT + PRP)+:_]?;PRT.PRP}§

Les probabilitésP bC PRT et PRP jouant des réles symétriques, nous pouvons enirdélbs autres
probabilités observées :

;PRP,obs - pRP, 1_%(PDC + PRT)_'_%PDC'PRT
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Il vient alors :

PSORTIE — PDC,obs + PRT,obs + PRP,obs

1 1 1 1

- PDC.[l_E(PRT + PRP)+§PRT.PRP} + PRT.|:1_§(PDC + PRP)+§PDC.PRPj|

+ PRP.[:L_%(PDC + PRT)+%PDC.PRT}

- PDC + PRT + PRP + PDC.PRT.PRPT

_E(PDC PRT 4 pDC pRP | pRT pDC | pRT pRP | pRP pDC 4 PRP PRT)
> : : : : . :

— PDC + PRT + PRP + PDC.PRT.PRPT _ PDC.PRT _ PDC.PRP _ PRT.PRP

=1-{1-P>)f-P*") - P™°)

Conclusion:

PuisquePRE° =1— P5°RTE nous obtenons au fin+|3. pres = (1— pPe ).(1— pPRT ).(1— PRP)

Mémoire IA — Audrey GAUTHIER - ISFA 2008

99



