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1. Introduction

On peut souhaiter, dans un certain nombre de situations, ne pas faire d’hypothése a priori
sur la forme de la loi de survie ; on cherche donc a estimer directement cette fonction, dans
un espace de dimension infinie; ce cadre d’estimation fonctionnelle est le domaine de
I’estimation non paramétrique.

Sous réserve de disposer de données en quantités suffisantes, on peut alors obtenir des
estimations fiables de la fonction de survie et des fonctionnelles associées.

Dans le contexte usuel d’un échantillon i.i.d. non censuré (T

.- T,), on dispose de

n
I’estimateur empirique de la fonction de répartition Fn(t)z%Zl{T.q}' Cet estimateur
i

possede un certain nombre de «bonnes propriétés » bien connues: il est sans biais,
convergent et asymptotiquement gaussien. Plus précisément, la convergence est uniforme
au sens presque s(r, et on a le « théoreme central limite » suivant :

Jn(F,-F)>W

ol W est un processus gaussien centré de covariance p(s,t)=F(s)AF(t)-F(s)F(t).Ce
résultat découle directement du théoreme de Donsker dans le cas de la loi uniforme’ et du
fait que F(T) suit une loi uniforme sur [0,1].

L’objectif de I’estimation empirique dans les modeles de durée est de rechercher un
estimateur vérifiant des propriétés équivalentes en présence de censure. Pour ce faire, on
commence par introduire la présentation des modéles de durée a partir de processus

ponctuels, qui facilite ensuite I’obtention d’un certain nombre de résultats via les résultats
limite sur les martingales.

Dans la suite on note F la fonction de répartition du modele non censuré, G la fonction de
répartition de la censure et T = X AC la variable censurée. On note également :

S,(t)=P(T>t,D=0), S,(t)=P(T >t,D=1) et

5, (1)=5,(t)x,() = P(T >1)=(1-F () (1-6(1).

2. Modéeles de durée et processus ponctuels

L’étude d’une durée de survie s’effectue en général en étudiant la loi de la variable X,
associée a la fonction de survie S. On se propose ici de raisonner différemment et de
considérer le processus ponctuel naturellement associé a X, N(t), égal a o tant que
I’événement n’a pas eu lieu, puis 1 apres : N(t) = Lix <t} Lorsque 'on prend en compte la

. A 1 . ,
censure, on construit de méme N (t) = 1{m’D=1} le processus des sorties non censurées?.

' Le processus limite étant alors le pont brownien, processus gaussien centré de covariance S At — St.
> On reprend les notations du support sur les modéles paramétriques, avec X la variable non censurée, et le
couple (T,D) en situation de censure droite.
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La présentation faite ici est heuristique et a pour ambition de faire comprendre les
mécanismes en jeu. Le lecteur intéressé par la formalisation mathématique rigoureuse des
outils évoqués pour se reporter a I’article de GiLL [1980] ou a I'ouvrage de FLEMING et
HARRINGTON [1991], ou encore pour une présentation en francais a DACUNHA-CASTELLE et
DuFLo [1983].

Cette approche fait largement appel a la théorie des martingales, dont les résultats
essentiels sont rappelés ci-apreés.

2.1. Rappels sur les martingales

On dit qu’un processus (M,) adapté a une filtration (F,)_, est une martingale s'il est a

trajectoire continues a droites avec des limites a gauche (cad-lag), et vérifie :
E(|M,]) <0 Vt>0 et E(M,|F,)=M, Vs<t.

Une martingale peut étre vue comme un processus d’erreurs, au sens ou d’une part son
espérance est constante (on pourra donc toujours supposer qu’elle est nulle) et d’autre
part les incréments d’une martingale sont non corrélés :

cov(M,—M,M,—M )=0,0<s<t<u<v.

Si la condition de constance de I’espérance conditionnelle est affaiblie et que le processus
est croissant en espérance conditionnelle au sens ou E(Mt |FS) > M, Vs<t, on dit que M

est une sous-martingale. Par I'inégalité de Jensen, si M est une martingale alors M? est une

sous-martingale puisque E(Mt2|Fs) > (E(Mt |FS))2 =MZ Vvs<t.

Afin de poursuivre la formalisation, il est nécessaire d’introduire une nouvelle définition :

Définition : Un processus prévisible est une variable aléatoire mesurable définie sur ’espace
produit (]0,-|-OO]><Q,P) muni de la tribu P engendrée par les ensembles de la forme

]S,t]xf,avec I'eF,.

La tribu des événements prévisibles est engendrée par les processus adaptés a la filtration
(F.)., avec F,_ =V F etatrajectoires continues a gauche.
120 s<t

De maniére intuitive, on peut dire qu’un processus prévisible est un processus dont la
valeur en t est connue « juste avant » t. Ainsi un processus continu a gauche (et adapté) est
prévisible du fait de la propriété de continuité.

Ces différents outils conduisent a la décomposition de Doob-Meyer d’un processus X cad-
lag adapté3, qui exprime qu’un tel processus est la différence de deux sous-martingales
(locales) si et seulement si il existe une unique décomposition de X sous la
forme X = A+M avec A un processus prévisible a variation bornée (au sens ou

3 Voir par exemple DACUNHA-CASTELLE et DUFLO [1983].
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t
j|dﬁg|zsup21‘ﬁ\i —A\H‘«’O avec D I'ensemble des subdivisions de [0,t]) et M une
0 D

martingale (locale) centrée.

On en déduit en particulier que si M est une martingale, M? posséde un compensateur
prévisible, que I’'on note (M ) (que ’on prendra garde de ne pas confondre en général avec

la variation quadratique [M ]).

2.2. Application aux modéles de durée

Rappelons la définition d’un processus ponctuel :
Définition : un processus ponctuel (N (t),t> 0) est un processus a valeurs entieres adapté

a une filtration (F)_, tel que N(O)zO, N(t)<oo presque s(irement et tel que les

trajectoires soient continues a droite, constantes par morceaux et ne présentent que des
sauts d’amplitude +1. En pratique on considérera souvent pour ( F, )t>0 la filtration naturelle

associée a N, soit F, =o (N (u),0<u<t)vN avecN les évenements P-négligeables.

Le processus de Poisson* fournit un exemple de processus ponctuel ; le processus N(t)
introduit ci-dessus est un cas simple dans lequel le processus ne saute qu’une fois.

Les processus ponctuels sont a trajectoires positives et croissantes, donc a variation
t

bornée, et on peut alors définir pour un processus adapté X(t) Iintégrale IX (u)dN (u)
0

comme une intégrale de Stieljes, trajectoire par trajectoire. Par exemple, en présence de
censure le processus d’événements non censurés N'(t) = Lt <t po1) Peut s’écrire:

NY(t) =

C(u)dN(u)

o'—.f—o-

avec C(u) = 1o ¢ (8)- La censure agit donc comme un filtre. Comme un processus ponctuel

est une sous-martingale (puisqu’il est croissant), on lui associe son compensateur
prévisible, qui est donc un processus prévisible croissant, de sorte que la différence entre
le processus ponctuel et son compensateur soit une martingale. De maniére plus formelle
on a le résultat suivant :

Proposition : Si un processus ponctuel (N(t) 12 0) adapté a lafiltration (F,) _, est tel que

E[N(t>]< ©, alors il existe un unique processus croissant continu a droite A tel que
A(O) =0, E[A(t)] <wet M(t) = N(t)— A(t) est une martingale.

4Voir ce support pour une présentation compléte du processus de Poisson.
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t
Lorsque A peut se mettre sous la forme A(t)zji(u)du, le processus A s’appelle
0

I’intensité du processus ponctuel. Par exemple le compensateur d’un processus de Poisson
homogéne est A(t) = M, ou, de maniére équivalente, I'intensité d’un processus de Poisson
homogeéne est constante égalea 4.

D’un point de vue heuristique, la décomposition N (t)=A(t)+M (t) exprime que le

processus N « oscille » autour de la tendance prévisible A de sorte que la différence entre
le processus d’intérét N et sa tendance soit assimilable a un résidu, dont on maitrise les
variations. L’équation N(t)=A(t)+M (t) peut ainsi se lire comme «observations =

modele + terme d’erreur ». On a en particulier E(N,)=E(A,).

On cherche maintenant a déterminer le compensateur prévisible du processus
N(t) = Lix <)

Onnote N(t-)= IirTn N(u) la limite & gauche de N(t) et on s’intéresse a la loi de la variable
uTt

aléatoire P(dNt =1|N (t —)), en ayant noté formellement dN, = N(t + dt)— N(t) avec dt

« petit ». La variable aléatoire dN(t) ne peut prendre que les valeurs 0 et 1. Par définition
de la fonction de survie et de la fonction de hasard, ona:

P(dNt =1|N(t—))=h(t)dt avecla probabilité S(t)
et
P(dN, =1|N(t -))=0 avec la probabilité 1— S(t).
En effet, si N(t —) =1, la sortie s’est déja produite et le processus ne peut plus sauter. Cet

événement se produit avec la probabilité 1— S(t). Le processus N ne peut sauter entre t et

t +dt quesi N(t —) = 0 (événement de probabilité S(t)) et la probabilité de saut est h(tﬁt
.Onposealors A(t) = h(t) 4{x 5}, produit de la fonction de hasard en t et de Pindicatrice de

présence juste avant t, Y(t)=1{x >t} Le processus A(t) est prévisible et Y (t)=1 est
équivalent a N(t—)=0. Donc P(dNt =1|N(t —))=/1(t)dt, ou encore de maniére

équivalente E(dNt |N (t —)) = A(t)dt . Les remarques ci-dessus impliquent que :

t t
M (t)=N(t)-[2(u)du=N(t)-[h(u)Y (u)du=N(t)-H(tAX)
0 0
est une martingale centrée puisque E(th |N (t —)) =0 et que 'intensité de processus N

peut se calculer selon:

At)= limZP[N (t+u)-N(t)=1|F_].

u—0" U
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Le processus A(t) est donc Pintensité de processus N(t), qui est aléatoire.
Conditionnellement au « passé immédiat », ’'accroissement de N(t) entre t et t + dt suit

donc une loi de Bernouilli de parametre A(t)dt.

A titre d’illustration, on trouve, dans le cas d’une loi exponentielle les allures suivantes de
N,MetH:

o - 37
4 2
Hit}
- o meat T N
= T
.-""-f
= T T T
D H"M ; 2 3
M"-\-., ML)
T 1— —
H““'\.
-
T T T T
0 1 2 3

termips

On peut montrer de méme que le compensateur prévisible du processus d’événements

7 1 L.
non censurés N*(t) =1, ., s’écrit:

Al(t):':[R(u)h(u)du,

avec R(t) =1 Vindicatrice de présence a risque avant t (i.e. la fonction valant 1 si

individu n’est ni mort ni censuré; on rappelle en effet que comme T =X AC,
{T > t} = {X >t,C2> t}). On est donc passé du modéle statistique ou I’on se donnait le

couple (T,D) comme informations observées au modéle composé de (Nl, R).

Dans le cas d’une population, dont on suppose que tous les individus ont la méme fonction
de hasard h, on associe a chaque membre de la population un processus d’évenement non

censuré Nil(t) = 1{Ti <t D, =1} ainsi que I'indicatrice de présence sous risque, comptabilisant
les individus ni morts ni censurés R (t)=1,., et on construit les processus agrégés
n n
R(t)= z R(t) et Nl(t) = z Nil(t). lIs comptabilisent respectivement I’effectif sous risque
i=1

i=1
et le nombre d’événements survenus non censurés.

ISFA Support de cours -7-
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On se trouve donc en présence d’un modeéle a « intensité multiplicative » (AALEN [1978]), en

ce sens que le processus de comptage Nt possede une intensité qui se met sous la forme :
A(t)=R(t)h(t)

avec R un processus observable (prévisible) et h la fonction de hasard, inconnue et a
estimer. Ces processus vont permettre d’introduire simplement les estimateurs non
paramétriques usuels.

3. Les estimateurs non paramétriques dans les modeles de durée

On notera en préambule que la distribution peut étre, comme on I’a vu, caractérisée par
différentes fonctions: fonction de hasard, fonction de hasard cumulée, fonction de
répartition, densité... Il est évident que I’estimation de la fonction de hasard est du méme
degré de complexité que I'estimation de la densité; on se tournera donc de maniére
privilégiée vers I’estimation empirique du hasard cumulé ou de la fonction de survie, a priori
plus simple. L’estimation de la fonction de hasard nécessitera alors de régulariser
I’estimateur de la fonction de hasard cumulée, qui sera en général discontinu. Ces aspects
ne sont pas abordés ici>. Les deux estimateurs principaux dans ce contexte sont
’estimateur de Nelson-Aalen du taux de hasard cumulé et 'estimateur de Kaplan-Meier de
la fonction de survie.

3.1. L’estimateur de Nelson-Aalen® du taux de hasard cumulé

On rappelle que la fonction de hasard cumulée est définie, dans le cas général, par

dS(u
H (t) :j ( ) , expression qui conduit a I’expression classique dans le cas d’un modeéle

continu H(t):ih(u)du ou h(t):—%lns(t).

3.1.1. Présentation générale

t
Le fait que M(t)= Nl(t)— j R(u)h(u)u soit une martingale centrée suggére de proposer
0

Liepo)

§(u

t
Nl(t) comme estimateur de | R(uh(ulu. Mais alors le processusj ) est
0

O e —+

également une martingale et on a par construction de M :

Lawpo = t ‘
Ry le(u)—Jh(u)du=j
0 0

R(u)

{§ u) _
ﬁ(u (u)=

(_‘,_,
O —

0

5 Le lecteur intéressé pourra consulter DROESBEKE et al. [1989].
® ’étude originale de Nelson-Aalen porte sur la durée de fonctionnement de ventilateurs.
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L=
pour autant que t soit tel que R(t)>0. Ainsi H(t)= JJ&R&T} dN*(u) est un estimateur
0
naturel de H. Cet estimateur s’appelle I'estimateur de Nelson-Aalen. Il a été proposé
initialement par NELsON [1972]. On peut en donner une autre justification, en remarquant
que la fonction de hasard cumulé vérifie, par construction :

H(u+du)—H (u)~h(u)du
et h(u)du = P(sortie entreu et u+du| envieen u) ; un estimateur naturel de cette quantité

Nu+du)-N{u) dN'(u) = ,
est donc R(u) = RQu) si R(u)>0, de sorte qu’en sommant sur un

découpage de [0,'[] suffisamment fin pour chaque subdivision contienne au plus un saut

:j'lRu >0 le(u)
! R(u ’

ce qui est bien ’expression précédente. Comme les processus considérés ici sont purement
a sauts on peut, en notant AN (t)=N(t)—N(t-), mettre cette expression sous la forme :

on obtient:

. ANY(T,)

{iIm<t} ( i)
En posant d(t): Aﬁ(t) le nombre de décés en t et r(t) = |§(t) P’effectif sous risque juste
avant t, on peut ainsi réécrire I’équation ci-dessus sous la forme intuitive suivante :

A d(T,) d d.
H )= — 1 — i ,
( ) {i;t} I’(Ti) {iét} r Tizg;n—i +1

la seconde égalité n’étant vrai que s'il N’y a pas d’ex-equo. La fonction H est continue a
droite. On peut vérifier que cet estimateur est biaisé et sous-estime en moyenne la fonction
de hasard cumulée. En effet,

g(t)zil{g( Il{F_Z (u)+R(u)h(u)du).

Comme M est une martingale, il vient en prenant I'espérance des deux membres de

t
I’équation ci-dessus E [I:I (t)} = I E (1{§(u)>0} )h (u)du . Mais :
0

E[Lepe | = P[R(u)>0]=1-P[R(u)=0].

On en déduit finalement :

ISFA Support de cours -9-
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e[ ( }ih u)du— jp[R O]h(u)du:H(t)—iP[ﬁ(u):O]h(u)du

ce qui implique que E[H J< H(t) : Pestimateur de Nelson-Aalen a bien tendance a sous-
estimer la fonction de hasard cumulee du modéle.

3.1.2.Variance de 'estimateur de Nelson-Aalen

Il résulte de "approximation effectuée a la section précédente que I"accroissement du

a1 . . . . . 5
processus N (t) entre t et t +u suit approximativement une loi de Poisson de parametre
t+u

f R(s)h(s)ds~R(t)h(t)u. En effet, on avait vu que conditionnellement au « passé

t

immédiat », "accroissement de N'(t) entre t et t +dt suit donc une loi de Bernouilli de

paramétre q=h(t)R(t)dt. Comme q est petit, on peut utiliser, en choisissant dt=—
n

I’inégalité de Le Cam’ pour en déduire que la somme sur les différents individus conduit
donc a une loi de Poisson de parametre A= h(t) §(t)xu . On en déduit donc que,

_ N*(t+u)—N*(t
conditionnellement a R(t), V[ ( +E) ()] Ii(()) ; or on a vu a la section

R(t)
N*(t+u)-N*(t)

précédente que h(t)u pouvait étre estimé par R

NI N NI N1
variance V(N (t+u) N (t)J N (t+u) N (t), qui conduit finalement a proposer

, d’ol 'estimateur de la

Q

R(t)
comme estimateur de la variance de H :

AN'(T;)
(i<t} Ii(T )2

I
qui peut s’écrire avec les notations simplifiées, en I'absence d’ex aequo :

v(Aa@m)=y 20

(iIT <t} (n —i -I—l)2
On peut observer que cet estimateur est obtenu en utilisant comme estimateur de la
ANY(T,)

R(T)

variance d’un accroissement de la fonction de hasard cumulée

7 https://fr.wikipedia.org/wiki/In%C3%A9galit%C3%A9_de Le Cam
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3.1.3.Un exemple

Freireich, en 1963, a fait un essai thérapeutique pour comparer les durées de rémission, en
semaines, de patients atteints de leucémie selon qu’ils ont recu ou non un médicament
appelé 6 M-P ; le groupe témoin a recu un placebo. Les résultats obtenus sont les suivants® :

6 M-P: 6, 6, 6, 6+, 7, 9+, 10, 10+, 11+, 13, 16, 17+, 19+, 20+, 22, 23, 25+, 32+, 32+, 34+, 35+.

Placebo:1,1,2,2,3,4,4,5,5,8, 8,8, 8,11, 11, 12, 12, 15, 17, 22, 23.

Les nombres suivis du signe + correspondent a des données censurées. L’application des
formules ci-dessus a ces données conduit a :

Tab. 1. Calcul de I’estimateur (groupe 6 M-P)

. n d. n n
nes | 01| G T RO | e | (R0) o(R )
1-2-3 6 |21 0,143 0,143 0,007 0,007 0,082
5 7 |17 0,059 0,202 0,003 0,010 0,101
7 10 |15 0,067 0,268 0,004 0,008 0,089
10 13 |12 0,083 0,352 0,007 0,011 0,107
11 16 | 11 0,091 0,443| 0,008 0,015 0,123
15 2 |7 0,143 0,585 0,020 0,029 0,169
16 23 6 0,167 0,752 0,028 0,048 0,220

pour le groupe traité avec 6 M-P et pour le groupe traité avec le placebo on obtient :

8 Durée de rémission, en semaines.
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Tab. 2. Calcul de I’estimateur (groupe placebo)
d; . d; .
rechutes | |19 4| O Iriz (1) o{H(1))
1-2 1 21 2 0,095 0,095 0,005 0,005 0,067
3-4 2 19 2 0,105 0,201 0,006 0,010 0,100
5 3 17 1 0,059 0,259 0,003 0,014 0,116
6-7 4 16| 2 0,125 0,384 0,008 0,021 0,146
8-9 5 14| 2 0,143 0,527 0,010 0,032 0,178
10-11-12-13 8 12| 4 0,333 0,861 0,028 0,059 0,244
14-15 11 8 2 0,250 1,111 0,031 0,091 0,301
16-17 12 6 2 0,333 1,444 0,056 0,146 0,382
18 15 4 1 0,250 1,694 0,063 0,209 0,457
19 17 3 1 0,333 2,027 0,111 0,320 0,565
20 22 2l 1 0,500 2,527 0,250 0,570 0,755
21 23 1 1 1,000 3,527 1,000 1,570 1,253

On constate notamment que le taux de hasard cumulé du groupe traité est sensiblement
inférieur a celui du groupe non traité, ce qui laisse supposer une certaine efficacité du
traitement. Ce point sera repris infra.

3.1.4.Propriétés asymptotiques
L’estimateur de Nelson-Aalen est asymptotiquement gaussien ; plus précisément on a le
résultat suivant :

Proposition : si les fonctions de répartition de la survie et de la censure n’ont aucune
discontinuité commune, alors :

: . _ *tdS, (u)

avec W, un processus gaussien centré de covariance p(S,t):I ( )2
u

C

avec

o
w

S (t)=(1-F(t))(1-G(t))et S,(t)=P(T >t,D =1).
3.2. l’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie

On peut remarquer que 'estimateur de Nelson-Aalen du taux de hasard cumulé conduit a
un estimateur naturel de la fonction de survie, en exploitant la relation S (t)=exp(-H (t)) ;

on peut ainsi proposer comme estimateur de la fonction de survie

S, (t)=exp(—I:|NA(t)).
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Cet estimateur est I’estimateur de Harrington et Fleming ; sa variance peut étre obtenue
par la méthode Delta qui, sous des conditions raisonnables de régularité de la fonction f

df

2
permet d’écrire que V ( f (X )) ~ ( ™ (E(X ))) V(X).Eneffet,si X = u+ocZ avec o petit

et Z centrée réduite, on remarque que pour une fonction X — f(X) suffisamment réguliere,
. N df

en effectuant le développement limité f(u+h)~f(u)+ hd—(y), on trouve que
X

V(f(X))zV(f (1)+oz g_i(ﬂ))zgz%(ﬂ)z' En prenant ici f(x)=e™, on trouve que

\Y (é) = esz(H) \Y (I:| ) ~S2V (I:| ), ce qui conduit a I’estimateur de la variance :

\7(§HF (t)):exp{—z{ Lt')lz ﬂ:SAHF GBED L)Z

i/tist}n_i+1 i/tigt}(l’l—i-l-l)2 {i/tigt}(n—i-i-l)

Comme on a montré que E[I—AINA (t)] <H (t) et que lafonction g(x)=e™ est convexe, on

en déduit que:

E (S (1) =E(9(Run (1)) = 9 (E (A (1)) = exp(-E (R (1)) ) 2 exp(-H (1)) = S (1),
en d’autres termes I’estimateur de Harrington-Fleming de la fonction de la fonction de

survie présente un biais de surestimation.

Toutefois, cet estimateur peut étre amélioré, ce qui améne a introduire I’estimateur de
Kaplan-Meier.

3.2.1.Présentation générale

L’estimateur de Kaplan-Meier (KAPLAN et MEIER [1958]) peut étre introduit via les processus
ponctuels, en remarquant que la fonction de survie de base du modele est I’'unique solution
de I’équation intégrale suivante :

S(t)zl—.([s(u—)h(u)du.

L’équation ci-dessus exprime simplement le fait que la somme des survivants en t et des
individus sortis avant t est constante. Lorsque la fonction de survie est continue, la
démonstration est immédiate en effectuant le changement de variable v=InS(u),

dv=—h(u)du.

N'(u)

d
Enremplagant h(u)du par son estimateur W introduit a la section précédente on peut

proposer un estimateur de la fonction de survie en cherchant une solution a I’équation :
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¥ (u)

§O):1—j§(u—)9§rayn

On peut montrer (cf. GiLL [1992]) qu’il existe une unique solution a cette équation et on
obtient alors I’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie. Si ’existence n’est pas
simple a prouver, I'unicité découle directement de la remarque que si deux estimateurs
sont solutions de I’équation ci-dessus alors :

T<t f

et comme §1(0) - §2 (O) =0, par récurrence él (t) - §2 (t) =0 pour tout t. Cet estimateur

peut s’exprimer a I’aide de I’estimateur de Nelson-Aalen de la maniére suivante :

$(t)=TT(1-4A (9))

s<t
ou AH (S) =H (S)— H (S—). On peut toutefois proposer une construction explicite plus
intuitive de cet estimateur, décrite infra.

La construction heuristique de I’estimateur de Kaplan-Meier s’appuie sur la remarque
suivante : la probabilité de survivre au-dela de t > s peut s’écrire :

S(t)=P(T >t[T >s)P(T >s)=P(T >t[T >5)S(s).

On peut renouveler I'opération, ce qui fait apparaitre des produits de termes en
P(T >t |T > S) ; sion choisit comme instants de conditionnement les instants ou se produit

un événement (sortie ou censure), on se ramene a estimer des probabilités de la forme :

b =P(T>T,[T>T,)

P, est la probabilité de survivre sur I'intervalle }T(i_l),T(iJ sachant qu’on était vivant a

. . . d. d
Ilinstant T, .. Un estimateur naturel de g, =1-p, est § =—=———. On observe alors
(i-1) ! ! % rn-i+l

i
gu’a l'instant T(i), et en I’absence d’ex aequo, si D(i) =1 alors il y a sortie par décés donc
d. =1, et dans le cas contraire 'observation est censurée et d, = 0. L’estimateur de Kaplan-
Meier s’écrit donc finalement :

N 1 P
$()-TT[1-—

Tt n—-i+1
En pratique cependant on est confronté a la présence d’ex eequo ; on suppose alors par
convention que les observations non censurées précédent toujours les observations

censurées. On obtient I’expression suivante de |’estimateur :
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s“(t)=H(1_$]

T(i) <t f

Remarque n°1: on travaille ici avec la version continue a droite de la fonction de survie;
certains auteurs utilisent la version continue a gauche. Dans ce cas, les expressions ci-

dessus restent valables en remplagant le terme Tj;) <t par T, <t.
Remarque n®2 : dans le cas ou il y a des arrivées en cours de période (troncatures gauches),

, . ] di s
I’expression S (t) = H 1-—| reste valable en en tenant compte dans le calcul de I; ; la
Tiyst i
encore, la fonction de survie ne saute qu’au moment des sorties non censurées.

3.2.2. Comparaison avec ’estimateur de Harrington et Fleming

Les deux estimateurs s’écrivent respectivement, aprés transformation par le logarithme

InS,, ()= In[l—%j et InS,,. (t):—zi et donc

T <t i o<t i

NSy, (1)-InS, ()= 3 [un(l_i}ﬁj.

Tost f I

On vérifie aisément que la fonction f(x)=In(1-x)+x est toujours négative et donc
Sem (1) <Sie (1).
3.2.3. Exemples

3.2.3.1. Données de Freireich

On reprend les données de Freireich utilisée en 3.1.3 ci-dessus, et on s’intéresse a la
comparaison des résultats obtenus par les méthodes de Kaplan-Meier et de Nelson-Aalen;
on trouve que:
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Tab. 3. Calcul de ’estimateur de Kaplan-Meier

Rechutes l G| d; diri Hyalt) Skm(t) |- In S (t)
1-2-3 6 21 | 3 0,143 0,143 0,857 0,154

5 7 177 | 1 | 0,059 0,202 0,807 0,215

7 10 15 1 0,067 0,268 0,753 0,284

10 13 12 1 0,083 0,352 0,690 0,371

11 16 1 1 0,091 0,443 0,627 0,466

15 22 7 1 0,143 0,585 0,538 0,620

16 23 6 1 0,167 0,752 0,448 0,803

On constate que le taux de hasard cumulé obtenu avec Kaplan-Meier est supérieur au taux
de hasard cumulé issu de I’estimateur de Nelson-Aalen. Si on calcule I'estimateur de

Harrington et Fleming de la fonction de survie $(t) = exp(—I:I NA (t)), on constate de méme

qgu’il est systématiquement supérieur a I’estimateur de Kaplan-Meier. Au-dela des aspects
strictement statistiques, des considérations prudentielles pourraient donc orienter vers le
choix d’un estimateur ou d’un autre.

3.2.3.2.Autre exemple

Sur 10 patients atteints de cancer des bronches on a observé les durées de survie suivantes,
exprimées enmois?:1/3/4+/5/7+[8/9/10+ /11 [13+. ’estimateur de Kaplan-Meier de la
fonction de survie S (t) se calcule de la maniére suivante :

Tab. 4. Calcul de I’estimateur

ti [ di Survie Intervalle
0 10 0 100,0% | [o1]

1 10 1 90,0% [13[

3 9 1 80,0%| [35]

5 7 1 68,6%| [58]

8 5 1 54,9% | [89[

9 4 1 41,0% | [91]

11 2 1 20,6%

9 Le signe + indique une observation censurée
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3.2.4. Principales propriétés

L’estimateur de Kaplan-Meier possede un certain nombre de « bonnes propriétés » qui en
font la généralisation naturelle de I’estimateur empirique de la fonction de répartition en
présence de censure: il est convergent', asymptotiquement gaussien, cohérent et est
également un estimateur du maximum de vraisemblance généralisé. Toutefois, cet
estimateur est biaisé positivement. L’estimateur de Kaplan-Meier est I'unique estimateur
cohérent de la fonction de survie (voir DROESBEKE et al. [1989] pour la démonstration de
cette propriété).

La notion de «maximum de vraisemblance» doit étre adaptée au contexte non
paramétrique de la maniére suivante™:

Définition : soit ® est une famille de probabilités sur R" (avec la tribu borélienne) non

dh )(X) ; on dit alors que P

dominge; Ve, e ByF <, on pose 1 (12,8~ S
1 2

est GMLE pour P si I(x, I5, P) > (x, P, IS).

On peut alors montrer que 'estimateur S est GMLE pour S, pour autant que les lois de la
durée de vie non censurée et de la censure soient diffuses, et a condition que la famille ®

contienne les lois de probabilité chargeant les points (TI Di). Les autres propriétés sont
détaillées ci-aprés.

3.2.5. Variance de ’estimateur de Kaplan Meier

On propose ici une justification heuristique d’un estimateur de la variance de I’estimateur
de Kaplan-Meier, I’estimateur de Greenwood.

L’expression $(t)= H(l— AH (T, )) = H(l—%} permet d’écrire™:

< |n(§(t))%|n[1—d?ijT;tln(l_q,).

Avec lindépendance des variables In(1-§;), comme la loi de Ff; est binomiale de

(e vix):

paramétres (I, , p;), on a par laméthode delta, V ( f(X )) ~ ( ™

V(Inf)i)z\/(ﬁi){c(jj_pln(f)i)}z=qi(1__qi) 1' - ¢ -

' Pour autant que la fonction de survie et la distribution des censures n’aient pas de discontinuités
communes.

"'On verra en 3.2.7 le lien avec le maximum de vraisemblance dans un contexte paramétrique.

' Cette formule fournit un estimateur de la fonction de hasard cumulé appelé estimateur de Breslow de H.

ISFA Support de cours -17-



1 .
A =S T
* ;:]_ (1+ E-:)r Ijrsm[ ( * )

Modeles de durée

ce qui conduit a proposer comme estimateur de la variance de In S(t) :

P(m8(0)= X it Tt

Tiiyst f (1_ql) Tiy=t f

En appliquant de nouveau la méthode delta avec pour f la fonction logarithme, on obtient
finalement :

d.
avec y(t)= ZWCet estimateur est I’estimateur de Greenwood. Il est
r(r—d
Tosthi i i

convergeant pour la variance asymptotique de I’estimateur de Kaplan-Meier. Il permet

avec la normalité asymptotique de I’estimateur de Kaplan-Meier de calculer des
intervalles de confiance (asymptotiques) dont les bornes sont, pour la valeur de la survie

en T :

d d d.
S. x|1+u T.)1=S x|[1+u L + 2 +...+ '
IX( 137/( (I))J IX( 13\/r1(r1_d1) rz(rz_dz) ri(ri_di)J

On construit de la sorte des intervalles ponctuels, a t fixé.

Remarque

Pour estimer la variance de In(l—cji), on aurait pu également utiliser I’'approximation de

la loi binomiale par une loi de Poisson, comme a la section 3.1.2, ce qui conduit a

d (AI)}:Q 1 d, d,

R U ey I

soit une expression un peu différente de celle utilisée pour la formule de Greenwood.

On peut alors chercher a construire des bandes de confiance pour la fonction de survie.
Nair propose ainsi en 1984 (cf. KLEIN et MOESCHBERGER [2005]) des bandes de confiance
linéaires de la forme :

é(t)(li c,(a(t,).a(t, ))y(t))

n><;/(t)2
1+nx y(t)2
fournis en annexe de KLEIN et MOESCHBERGER [2005]).

avec a(t)= et ol les coefficients de confiance ¢, (x,,X, ) sont tabulés (ils sont

3 Voir 3.2.6.
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Ces formules peuvent étre utilisées pour construire des intervalles de confiance pour les

S 1 A
M ; en effet, on en déduitde S (x) = H [1_ ﬂ}
S (X) Ty <X I

quel-4(x)= [] (1—$J et donc:

X<T;<x+1 r.

taux conditionnels de sortie §, =1—

x<Ti§<+lri(ri _di)

d’ou immédiatement I’expression d’un intervalle de confiance asymptotique :

a+(x>=1—(l—q<x))x[1i”1ZXJXEHﬁ]'

3.2.6. Propriétés asymptotiques

L’estimateur de Kaplan-Meier est asymptotiquement gaussien; précisément on a le
résultat suivant :

Proposition : si les fonctions de répartition de la survie et de la censure n’ont aucune
discontinuité commune, alors :

Jn($-s)>w,
avec W, un processus gaussien centré de covariance :

p(s’t):S(S)S(t)sf(l—F(ud;Z((ul)—G(u))'

En particulier lorsque le modéle n’est pas censuré (i.e. G(u): 0) on retrouve le résultat
classique rappelé en introduction. L’intérét de résultats de convergence au niveau du
processus lui-méme plutdt que pour un instant fixé est que I’'on peut en déduire des bandes
de confiance asymptotique pour I’estimateur de Kaplan-Meier.

On peut trouver dans GiLL [1980] une démonstration de la normalité asymptotique de §KM
, fondée sur la théorie des processus ponctuels. En notant F =1-S et F=1-$,,, la
bande de confiance qu’il obtient s’écrit :

liminf P{sup F(s)-F( | \/\ﬁ [@((2k+1)x)—®((2k—1)x)}

n—o sefot]] 11— (S) ‘ 1- If k,w

estime la variance du processus gaussien limite Wg

[
. °R(u)(R(u)—AN1(u))
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3.2.7. Version discrétisée : lien avec I’approche paramétrique

Le calcul de lestimateur de Kaplan-Meier implique que P'on dispose des données
individuelles avec les dates précises de survenance des événements ; en pratique, outre
que sur des populations importantes le calcul peut étre lourd, cette information n’est pas
toujours accessible. On souhaite alors utiliser cette démarche pour des données
regroupées par période, par exemple en fixant comme unité de temps le mois et en
comptabilisant des sorties d’incapacité mois par mois. C’est la démarche suivie par le BCAC
pour I’élaboration des lois de maintien' du décret de 1996.

Formellement, si on considére les instants {, <...<t, auxquels se produisent les sorties
(par exemple les ages entiers de décés) et que 'on dispose d’un échantillon de taille n pour
lequel on a observé une séquence (ri,di) d’effectifs sous risque et de déces aux dates

t <...<ty, on peut remarquer que le nombre de sorties D, sur I'intervalle [ti,t. [ suit une

i+1

loi binomiale de paramétres (ri, hi) ; h désigneici le taux de hasard a la date t; (homogeéne

aun q,).

Les sorties dans les intervalles [ti,t [ étant indépendantes les unes des autres, on trouve

i+l
donc que la vraisemblance de ce modele s’écrit :

N
L=TTen (1-n)i.
i=1

La log-vraisemblance s’écrit donc :

In(L):é[Csi v () + (5~ )In(L-) |

et les conditions du premier ordre 8% InL =0 conduisent aux estimateurs :
i

h =

Y
Lo
On retrouve donc I'estimateur présenté en 3.2.1 ci-dessus. Pour que cette démarche soit
pertinente, il convient de s’assurer que la discrétisation ne génére pas de biais important
sur I’estimation des taux de sortie : par exemple dans le cas de I’arrét de travail, il est connu
que les sorties sont trés importantes au cours du premier mois (en pratique environ 50 %
des arréts de travail durent moins de 30 jours). Si donc on adopte un pas mensuel, on prend
mal en compte le rythme élevé des sorties au cours de la premiére période ; il conviendrait
donc ici de choisir un pas de discrétisation petit. Plus généralement, le raisonnement ci-
dessus est pertinent pour autant que la longueur de chaque intervalle considéré soit
« petite » au regard de la vitesse de variation de la fonction de survie.

4 http://www.ressources-actuarielles.net/bcac.
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4. Prise en compte de variables explicatives

Lorsque la population étudiée est hétérogeéne, il est important de prendre en compte les
spécificités de chaque sous-groupe. En supposant que I’hétérogénéité est la conséquence
d’un mélange de sous-populations caractérisées chacune par des variables observables, on
s’intéresse ici a des modélisations de la fonction de hasard intégrant I’effet des variables
explicatives. Cette question a déja été abordée dans un contexte paramétrique et semi-
paramétrique (modeéle de Cox), on s’intéresse ici au cas non paramétrique.

Ce chapitre est inspiré de MARTINUSSEN et SCHEIKE [2006] auquel le lecteur pourra se
reporter pour les démonstrations. Il est également précisé que la mise en pratique des
modéles présentés ici peut étre effectuée a I'aide du package timereg du logiciel R,
développé par ces auteurs ou en utilisant le package survival.

4.1. Le modeéle additif d’Aalen
La fonction de hasard est supposée s’écrire :
h(t)=X"(t)A(t)

avec X' (t) :(Xl(t),..., X, (t)) un vecteur de variables explicatives (prévisible) et A(t)

un processus p-dimensionnel localement intégrable. On peut de maniére équivalente dire
que l'intensité du modéle de comptage sous-jacent s’écrit :

A(t)=R(t)XT (t) B(t).
On dispose d’un ensemble d’observations (N,l (t),R(t), X! (t))1<i<n et on cherche 3 estimer

le vecteur B(t) ; en pratique on va étre en mesure de construire aisément un estimateur

t
de B(t)= J‘,B(u)du en s’appuyant sur les remarques qui suivent.
0

On note pour alléger les formules 2(t)=(4(t),..., 4, (1)) et Nl('[):(Nll (t)...., N;(t))T ,

puis X (t):(Rl(t)Xl(t),...,Rn (t)Xn(t))T qui est une matrice de taille nx p. Avec ces
t

notations on a en désignant par A(t)zji(u)du le processus vectoriel de taille n des
0

intensités cumulées, M (t)=N"(t)—A(t) est une martingale. En observant alors que :
dN*(t)= X (t)B(t)dt+dM (t)= X (t)dB(t)+dM (t)

comme le terme en dM (t) est centré et que les incréments de la martingale sont non

corrélés, on peut chercher a estimer les incréments dB(t) par des techniques classiques de

régression linéaire. Pour cela on pose :

X~ (t)=(XT(t)X (1))

-1

X' (1),
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si X7 (t) X (t) estinversible et o sinon. X~ (t) s’appelle I'inverse généralisé de X, qui est
une matrice de taille pxn vérifiant X~ (t) X (t)=J(t)I,
existe, et 0 sinon. En pratique lorsque X (t) est de pleinrang X' (t) X (t) est inversible et

avec J(t) quivaut 1sil'inverse

on a alors simplement X~ (t) X (t) =1 . Il est alors naturel de proposer comme estimateur

de B le processus :
t
B(t)=[ X" (u)dN'(u).
0

t t
Le fait que é(t):jJ(s)dB(s)+IX‘(s)dM (s) assure en effet que B estime B
0 0

essentiellement sans biais et on peut de plus montrer sous certaines conditions techniques
peu restrictives que \/ﬁ(é — B) converge en loi en tant que processus vers un processus

gaussien centré dont on peut de plus calculer la fonction de covariance.
n t
Le calcul de I'estimateur B(t):IX'(u)le(u) se raméne a des calculs de sommes
0

discrétes aux instants de saut du processus N*(t). De maniére plus précise on a B(t) qui

est un vecteur de taillep et :

X; ()N (u)

éj (t):Z

Mais N;(t) saute au plus une fois a I'instant T; et I'incrément a cet instant est de 1(s’ily a

O —

saut). On en déduit I’expression suivante :

éj(t)=Tz<txj;(Ti)xDi.
Le calcul nécessite donc la détermination de X_(Ti)z(XT(T.)X(Ti))_le(Ti) pour

toutes les sorties non censurées.
4.2. Variante semi-paramétrique : le modéle de Lin et Ying

Dans les situations d’assurance, les variables explicatives sont en général constantes au
cours du temps (typiquement elles sont associées a une caractéristique telle que le sexe,
la CSP, le niveau du contrat, etc.).

Cela se traduit par la constance des variables X (t). Ce cas particulier conduit a un modéle

semi-paramétrique, et les méthodes décrites ci-dessus sont légérement modifiées. Parmi
ces modeles on peut notamment mentionner le modéle de LiN et YING [1994], dans lequel
la fonction de hasard est supposée de la forme :

h(t|Z=z)=h,(t)+r"z.
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LIN et YING[1994] et KLEIN et MOESCHBERGER [2005] montrent qu’a partir de la
décomposition martingale du processus de Poisson, I’estimation des coefficients du
modele est :

ou A=23(5,2) (5, 2), 8- 30 (1 -7) e 7= T,

i=1 jeR i=1

La significativité globale du modeéle peut étre appréciée a partir de la statistique de Wald
qui suit une distribution du Khi-deux a p degrés de libertés (p étant la dimension de Z

représentant les variables explicatives du modele) sous I’hypothése H, 17 =0, soit :
2 T -1
Xw=rV 7,
n
ot V=A'CA" avec C=Yd,(z,-7) (z, 7). Dans le cas du test de significativité d’un
i=1
paramétre, on teste I'hypothése de nullité chaque paramétre y; (avec j=1,...,p et

2
7:(7/1,...,)/p)), et on considére donc H, 17, =0, soit z :7j/ij.

5. Comparaison d’échantillons : approche non paramétrique

On se place dans la situation ou on souhaite comparer les durées de vie respectives de deux
échantillons indépendants. Plus précisément, on dispose de deux échantillons
indépendants, éventuellement censurés, et on souhaite tester ’hypothese nulle d’égalité
des fonctions de survie dans les deux échantillons. En I’absence de censure, on dispose des
classiques tests de rang (test de Wilcoxon, test de Savage), que I'on va adapter a la
présence de censure.

5.1. Rappel: principe des tests de rang®

On dispose donc de deux séries d’observations, E; et E,, de tailles respectives 1y et N, ;
on note N=n +MN,; on range la séquence des valeurs observées (x,,...,x,) par ordre

croissant:

Le principe d’une statistique linéaire de rang est d’attribuer une pondération (un score) ¢;
a l'observation X(i) de rang i dans le classement commun des deux échantillons. On

construit alors deux statistiques :

5 Pour des développements sur le sujet se reporter a CAPERAA et VAN CUTSEM [1988].
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Rl = _Zai et R2 = _Zai .

|€E1 |€E2

n
Comme R + R, = z a;, qui est connue et déterministe, il est indifférent de travailler sur
i=1

I’'une ou I"autre des statistiques ; en pratique on retient celle associée a I’échantillon le plus
petit. En choisissant ¢; = i, on obtient le test de Wilcoxon ; le test de Savage est quant a
L1
lui associé au choix a; =1— Z—

c~n-j+1

=1
Enfin, le choix d’un test plutot que d’un autre peut étre guidé par la forme de I’alternative,
en retenant le test (localement) le plus puissant pour une alternative donnée.

5.2. Adaptation des tests de rang au cas censuré’®

L’adaptation des tests précédents au cas censuré conduit a introduire la suite ordonnée
des instants de décés observés (non censurés) dans I’échantillon commun, que I'on

notera t, <...<t.A chaqueinstant t, on désigne par djj le nombre de déces et r; Peffectif

sous risque dans le groupe j. L’effectif sous risque est calculé avant les sorties en {;, de sorte

que les vivants aprés {; sont en nombre i — dij . On peut synthétiser cela dans le tableau

ci-apres:
Mise en ceuvre d’un test de rang
Décésen Survivants aprés {; Total
Groupe n*1 di; r,—d, [,
Groupe n°2 dis r,—d, [,
Ensemble d; r—d r

Sous I’hypothése nulle d’égalité des distributions de survie dans les deux groupes, a chaque

instant on doit avoir égalité des proportions de déces dans les deux groupes, ce qui a pour

conséquence I'indépendance des lignes et des colonnes dans le tableau ci-dessus. On est

donc dans le cas d’un tableau de contingence a marges fixées, et alors la variable aléatoire
r.

d;j est distribuée selon une loi hypergéométrique” H [ri ,d., %) (puisqu’on compte le
i

nombre de décés dans le groupe n° choisis parmi les d; décés totaux, la probabilité

16 Voir par exemple HiLL et al. [1996] pour de plus amples développements.
'7.0n rappelle que la loi hypergéométrique H(n, k, P ) estlaloi du nombre de boules noires lors d’un tirage
avec remise de k boules dans une urne contenant n boules et les boules noires étant en proportion p.
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r
d’appartenance au groupe n°j étant P =% et la taille de la population étant ). On en

s . T r—d rr,
conclut que I’espérance et la variance de djj E(d”) d — . et V(d ) di'—l' 12 . Ces
, I

observations conduisent a construire des statistiques fondées sur des sommes pondérées
des d;; - E(d ) qui sont asymptotiquement gaussiennes. En notant ( )Ies pondérations

retenues, on utilise finalement des statistiques de la forme :

oot

¢ =
‘ iw g, =Y Ml
= r—l Ir?
- . 2 —d, r,lrI2
qui suit asymptotiquement un ¥ (1) Dans la suite on notera o = ZW d 1 .
i=1 r - r

5.2.1.Le test du log-rank

Le choix le plus simple que I’on puisse imaginer pour les pondérations est W, =1, il conduit
au test dit du « log-rank ». Dans ce cas le numérateur de la statistique de test ¢; estle carré

de la différence entre le nombre de décées observés et le nombre de déces théoriques, sous
’hypothése nulle :

2
th obs
, _(or-or)
i o2 :
Ce test généralise au cas de données censurées le test de Savage. On peut noter que sous

’lhypothése nulle DlobS + ngs

test ne dépend pas du groupe sur laquelle on I’évalue. La forme de la statistique suggere
la formule approchée suivante :

= D;h + D;h , en d’autres termes la valeur de la statistique de

(Dlth _ D{)bs )2 . (D;h _ D;)bs )2
D" Dy’

¢=

dont on peut montrer qu’elle est inférieure a celle du log-rank (cf. PETO et PETO [1972]). Sa
forme évoque celle d’un Khi-2 d’ajustement usuel. Le test du log-rank est le test le plus
couramment employé.

5.2.2. Le test de Gehan

Gehan (GEHAN E.A. [1965]) propose de retenir W, =TI, ce qui conduit a pondérer plus

fortement les déces les plus précoces. Ce test généralise au cas de données censurées le
test de Wilcoxon. La statistique de test n’admet pas d’expression simplifiée comme dans
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L-'"\x

w

=\’

» .

=l

)
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le cas du log-rank. Il présente I'inconvénient de dépendre assez fortement de la distribution

de la censure.

5.2.3. Exemple : application aux données de Freireich

On reprend ici les deux groupes du protocole utilisé par Freireich. Les calculs des
statistiques de test peuvent étre menés a partir du tableau suivant :

Tab. 5. Calculs préparatoires

6-MP Placebo

Durées | my | diy | nip | dip E(dip)|V(diy)
1 21 0 21 2l 42 1,00 0,49
2 21 0 19 2| 40 0,95 0,49
3 21 0 17 1 38 0,45 0,25
4 21 0 16 2 37 0,86 0,48
5 21 0 14 2 35 0,80 0,47
6 21 3 12 o] 33 1,09 0,65
7 17 1 12 o 29 0,41 0,24
8 16 0 12 4 28 1,71 0,87
10 15 1 8 o] 23 0,35 0,23
1 13 0 8 2 21 0,76 0,45
12 12 0 6 2 18 0,67 0,42
13 12 1 4 o] 16 0,25 0,19
15 " 0 4 1 15 0,27 0,20
16 1 1 3 0 14 0,21 0,17
17 10 0 3 1 13 0,23 0,18
22 7 1 2 1 9 0,44 0,30
23 6 1 1 1 7 0,29 0,20

On obtient les résultats résumés ci-apres :
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Tab. 6. Statistiques de test
log-rank Gehan
Durées |PondérationCoefficient| Variance [PondérationCoefficient| Variance
1 1,00 1,00 0,49 42 42,00 860,49
2 1,00 1,05 0,49 40 42,00 777,54
3 1,00 0,55 0,25 38 21,00 357,00
4 1,00 1,14 0,48 37 42,00 653,33
5 1,00 1,20 0,47 35 42,00 570,71
6 1,00 -1,09 0,65 33 -36,00 708,75
1,00 -0,41 0,24 29 -12,00 204,00
8 1,00 2,29 0,87 28 64,00 682,67
10 1,00 -0,35 0,23 23 -8,00 120,00
1 1,00 1,24 0,45 21 26,00 197,60
12 1,00 1,33 0,42 18 24,00 135,53
13 1,00 -0,25 0,19 16 -4,00 48,00
15 1,00 0,73 0,20 15 11,00 44,00
16 1,00 -0,21 0,17 14 -3,00 33,00
17 1,00 0,77 0,18 13 10,00 30,00
22 1,00 0,56 0,30 9 5,00 24,50
23 1,00 0,71 0,20 7 5,00 10,00
105,07 6,26 73441,00 5457,11
¢, =16,79 @, =13,46

On trouve dans les deux cas des p-valeurs tres faibles, ce qui confirme le comportement
différent des deux groupes, qui avait déja été mis en évidence lors de I’étude des fonctions
de risque cumulées respectives.

5.3. Approche par les processus ponctuels

De la méme maniere que les estimateurs du hasard cumulé ou de la fonction de survie
peuvent étre obtenus de maniére « naturelle » dans le cadre des processus ponctuels, ce
formalisme peut s’appliquer aux tests présentés ci-dessus. Cette méthode est détaillée
dans GiLL [1980].

On se place donc dans la situation ou deux groupes sont observés, et on dispose donc des
deux processus d’événements non censurés Nll(t) et N%(t). On fait I’hypothése que les
deux processus ne sautent pas en méme temps (ce qui traduit 'orthogonalité des
martingales M; et M, < My, M, >=0). l'idée est, pour un processus K prévisible positif

de considérer le processus :
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¢ dNI(u) ¢ dN; (u)
Alt)=1|K — —|K —

(t) ! (u) R () ! (u) )

Le processus M (t):jK(u)d%A;l(Jl;)—jK(u)dglz(l(Jl;) est une martingale et vérifie de

plus:

Enfin, sous I’hypothése nulle d’identité de la loi sous-jacente des deux populations,

M(t) = Alt).

Les tests classiques s’obtiennent alors en spécifiant le processus K. Ainsi K(u) = Rl(u )Rz(u)
R (u)R, (u)

R (u)+R, (u)

rank. Les résultats généraux sur les processus ponctuels permettent d’obtenir la loi limite

conduit a la statistique de Wilcoxon-Gehan et K (u) = a la statistique du log-

de A(t) sous I’lhypothése nulle ; plus précisément, on montre que A(t) converge en loi vers

. ‘ . 2 . .
une loi normale centrée de variance o (1) ; un estimateur convergent de la variance est

donné par la variation quadratique de la martingale A(t) :

<ALA >t=ﬂ%}z dﬁj(u)+i{%}z N ().
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